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DES    PROBABILITES. 


AVERTISSEMENT 

MIS  A  LA  TÊTE 

DE  LA  SECONDE  ÉDITION. 


Cet  ouvrage  a  paru  dans  le  cours  de  1812;  savoir,  la  pre- 
mière partie,  vers  le  commencement  de  l'année;  et  la  seconde 
partie,  quelques  mois  après  la  première.  Depuis  ce  temps, 
l'auteur  s'est  occupé  spécialement  à  le  perfectionner,  soit  en 
corrigeant  de  légères  fautes  qui  s'y  étaient  glissées,  soit  par 
des  additions  utiles.  La  principale  est  une  introduction  fort 
étendue,  dans  laquelle  les  principes  de  la  théorie  des  pro- 
babilités, et  leurs  applications  les  plus  intéressantes  sont  ex- 
posés sans  le  secours  du  calcul.  Cette  introduction,  qui  sert 
de  préface  à  l'ouvrage,  paraît  encore  séparément  sous  ce  titre: 
Essai  philosophique  sur  les  probabilités.  La  théorie  de  la  proba- 
bilité des  témoignages,  omise  dans  la  première  édition,  est  ici 
présentée  avec  le  développement  qu'exige  son  importance. 
Plusieurs  théorèmes  analytiques  auxquels  l'auteur  était  arrivé 
par  des  voies  indirectes  sont  démontrés  directement  dans 
les  Additions,  qui  renferment,  de  plus,  un  court  extrait  de 
Y  Arithmétique  des  infinis  de  Wallis,  l'un  des  ouvrages  qui  ont 
le  plus  contribué  aux  progrès  de  l'analyse,  et  où  l'on  trouve 
le  germe  de  la  théorie  des  intégrales  définies,  l'une  des  bases 
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II  AVERTISSEMENT. 

de  ce  nouveau  calcul  des  probabilités.  L'auteur  désire  que 
son  ouvrage,  accru  d'un  tiers  au  moins  par  ces  diverses  addi- 
tions, mérite  l'attention  des  géomètres,  et  les  excite  à  cultiver 
une  branche  aussi  curieuse  et  aussi  importante  des  connais- 
sances humaines. 


AVERTISSEMENT 

MIS  A  LA  TÈTE 

DE  LA  TROISIÈME  ÉDITION- 


Cette  troisième  édition  diffère  de  la  précédente,  i""  par  une 
nouvelle  introduction,  qui  a  paru.  Tannée  dernière,  sous  ce 
titre,  Essai  philosophique  sur  les  probabilités,  quatrième  édition; 
2"*  par  trois  suppléments  qui  se  rapportent  à  l'application  du 
calcul  des  probabilités  aux  sciences  naturelles  et  aux  opéra- 
tions géodésiques.  Les  deux  premiers  ont  été  déjà  publiés 
séparément;  le  troisième,  relatif  aux  opérations  du  nivelle- 
ment, est  terminé  par  Texposition  dune  méthode  générale  du 
calcul  des  probabilités,  quel  que  soit  le  nombre  des  sources 
d'erreur. 


INTRODUCTION. 


Cette  introduction  est  le  développement  d'une  leçon  sur  les 
probabilités,  que  je  donnai  en  1795,  aux  écoles  normales,  où  je 
fus  appelé  comme  professeur  de  mathématiques  avec  Lagrange, 
par  un  décret  de  la  Convention  nationale.  Je  vais  y  présenter, 
sans  le  secours  dé  l'analyse ,  les  principes  et  les  résultats  géné- 
raux de  la  théorie  des  probabilités  exposée  dans  cet  ouvrage,  en 
les  appliquant  aux  questions  les  plus  importantes  de  la  vie,  qui 
ne  sont  en  eflfet,  pour  la  plupart,  que  des  problèmes  de  proba- 
bilité.- On  peut  même  dire ,  à  parler  en  rigueur,  que  presque 
toutes  nos  connaissances  ne  sont  que  probables  ;  et  dans  le  petit 
nombre  des  choses  que  nous  pouvons  savoir  avec  certitude,  dans 
lés  sciences  mathématiques  elles-mêmes,  les  principaux  moyens 
de  parvenir  à  la  vérité,  Tinduction  et  Tanalogie,  se  fondent  sur 
les  probabilités  ;  en  sorte  que  le  système  entier  des  connaissances 
humaines  se  rattache  à  la  théorie  exposée  dans  cet  essai.  On  y 
verra  sans  doute  avec  intérêt,  qu'en  ne  considérant  même  dans 
les  principes  étemels  de  la  raison,  de  la  justice  et  de  l'humanité, 
que  les  chances  heureuses  qui  leur  sont  constamment  attachées , 
il  y  a  un  grand  avantage  à  suivre  ces  principes,  et  de  graves  in- 
convénients à  s'en  écarter,  leurs  chances,  comme  celles  qui  sont 
favorables  aux  loteries,  finissant  toujours  par  prévaloir  au  milieu 
des  oscillations  du  hasard.  Je  désire  que  les  réflexions  répandues 
dans  cette  introduction  puissent  mériter  l'attention  des  philo- 
sophes, et  la  diriger  vers  un  objet  si  digne  de  les  occuper. 
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De  la  probabilité. 

Tous  les  événements^  ceux  mêmes  qui  par  leur  petitesse  sem- 
blent ne  pas  tenir  aux  grandes  lois  de  la  nature ,  en  sont  une  suite 
aussi  nécessaire  que  les  révolutions  du  soleil.  Dans  Tignorance 
des  liens  qui  les  unissent  au  système  entier  de  l'univers ,  on  les  a 
fait  dépendre  des  causes  finales,  ou  du  hasard,  suivant  qu'ils  ar- 
rivaient et  se  succédaient  avec  régularité,  ou  sans  ordre  apparent; 
mais  ces  causes  imaginaires  ont  été  successivement  reculées  avec 
les  bornes  de  nos  connaissances,  et  disparaissent  entièrement  de- 
vant la  saine  philosophie  ^  qui  ne  voit  en  elles  que  l'expression  de 
l'ignorance  où  nous  sommes  des  véritables  causes. 

Les  événements  actuels  ont  avec  les  précédents  une  liaison 
fondée  sur  le  principe  évident,  qu'une  chose  ne  peut  pas  com- 
mencer d'être,  sans  une  cause  qui  la  produise.  Cet  axiome,  connu 
sous  le  nom  de  principe  de  la  raison  suffisante ,  s'étend  aux  actions 
mêmes  que  Ton  juge  indifférentes.  La  volonté  la  plus  libre  ne  peut, 
sans  un  motif  déterminant,  leur  donner  naissance;  car  si,  toutes 
les  circonstances  des  deux  positions  étant  exactement  semblables, 
elle  agissait  dans  l'une  et  s'abstenait  d'agir  dans  l'autre,  son  choix 
serait  un  effet  sans  cause  :  elle  serait  alors,  dit  Leibnitz,  le  hasard 
aveugle  des  épicuriens.  L'opinion  contraire  est  une  illusion  de 
l'esprit  qui,  perdant  de  vue  les  raisons  fugitives  du  choix  de  la 
volonté  dans  les  choses  indifférentes,  se  persuade  qu'elle  s'est  dé- 
terminée d'elle-même  et  sans  motifs. 

Nous  devons  donc  envisager  l'état  présent  de  l'univers  comme 
l'effet  de  son  état  antérieur,  et  comme  la  cause  de  celui  qui  va 
suivre.  Une  intelligence  qui,  pour  un  instant  donné,  connaîtrait 
toutes  les  forces  dont  la  nature  est  animée,  et  la  situation  respec- 
tive des  êtres  qui  la  composent,  si  d'ailleurs  elle  était  assez  vaste 
pour  soumettre  ces  données  à  l'analyse,  embrasserait  dans  la  même 
formule  les  mouvements  des  plus  grands  corps  de  l'univers  et 
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ceux  du  plus  léger  atome  :  rien  ne  serait  incertain  pour  elle,  et 
l'avenir  comme  le  passé  serait  présent  à  ses  yeux.  L'esprit  hu- 
main offre  dans  la  perfection  qu  il  a  su  donner  à  l'astronomie 
une  faible  esquisse  de  cette  intelligence.  Ses  découvertes  en  mé- 
canique et  en  géométrie,  jointes  à  celle  de  la  pesanteur  univer- 
selle, l'ont  mis  à  portée  de  comprendre  dans  les  mêmes  expres- 
sions analytiques ,  les  états  passés  et  futurs  du  système  du  monde. 
En  appliquant  la  même  méthode  à  quelques  autres  objets  de  ses 
connaissances,  il  est  parvenu  à  ramener  à  des  lois  générales  les 
phénomènes  observés,  et  à  prévoir  ceux  que  des  circonstances 
données  doivent  faire  éclore.  Tous  ses  efforts  dans  la  recherche  de 
la  vérité  tendent  à  le  rapprocher  sans  cesse  de  l'intelligence  que 
nous  venons  de  concevoir  ;  mais  dont  il  restera  toujours  infini- 
ment éloigné.  Cette  tendance  propre  à  l'espèce  humaine  est  ce 
qui  la  rend  supérieure  aux  animaux;  et  ses  progrès  en  ce  genre 
distinguent  les  nations  et  les  siècles,  et  font  leur  véritable  gloire. 
Rappelons-nous  qu'autrefois,  et  à  une  époque  qui  n'est  pas 
encore  bien  reculée ,  une  pluie  ou  une  sécheresse  extrême ,  une 
comète  traînant  après  elle  une  queue  fort  étendue,  les  éclipses, 
les  aurores  boréales  et  généralement  tous  les  phénomènes  extra- 
ordinaires étaient  regardés  comme  autant  de  signes  de  la  colère 
céleste.  On  invoquait  le  ciel  pour  détourner  leur  funeste  influence. 
On  ne  le  priait  point  de  suspendre  le  cours  des  planètes  et  du 
soleil  :  l'observation  eût  bientôt  fait  sentir  l'inutilité  de  ces  prières: 
Mais,  parce  que  ces  phénomènes,  arrivant  et  disparaissant  à  de 
longs  intervalles,  semblaient  contrarier  Tordre  de  la  nature,  on 
supposait  que  le  ciel  les  faisait  naître  et  les  modifiait  à  son  gré , 
pour  punir  les  crimes  de  la  terre.  Ainsi,  la  longue  queue  de  la 
comète  de  i456  répandit  la  terreur  dans  l'Europe,  déjà  cons- 
ternée par  les  succès  rapides  des  Turcs,  qui  venaient  de  renverser 
le  Bas-Empire.  Cet  astre,  après  quatre  de  ses  révolutions,  a  excité 
parmi  nous  un  intérêt  bien  différent.  La  connaissance  des  lois  du 
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système  du  monde,  acquise  dans  cet  intervalle,  avait  dissipé  les 
craintes  enfantées  par  l'ignorance  des  vrais  rapports  de  Thomme 
avec  l'univers;  et  Halley,  ayant  reconnu  l'identité  de  la  comète 
avec  celles  des  années  1 53 1 ,  1 607  et  1  68q  ,  annonça  son  prochain 
retour  pour  la  fin  de  1768  ou  le  commencement  de  1769.  Le 
monde  savant  attendit  avec  impatience  ce  retour,  qui  devait  con- 
firmer l'une  des  plus  grandes  découvertes  que  l'on  eût  faites  dans 
les  sciences,  et  accomplir  la  prédiction  de  Sénèque,  lorsqu'il  a 
dit  en  parlant  de  la  révolution  de  ces  astres  qui  descendent  d'une 
énorme  distance  :  «  Le  jour  viendra  que,  par  une  étude  suivie  de 
«  plusieurs  siècles,  les  choses  actuellement  cachées  paraîtront  avec 
«  évidence;  et  la  postérité  s'étonnera  que  des  vérités  si  claires  nous 
«  aient  échappé.  »  Clairaut  entreprit  alors  de  soumettre  à  l'analyse 
les  perturbations  que  la  comète  avait  éprouvées  par  l'action  des 
deux  plus  grosses  planètes,  Jupiter  et  Saturne  :  après  d'immenses 
calculs,  il  fixa  son  prochain  passage  au  périhélie  vers  le  commen- 
cement d'avril  1769,  ce  que  l'observation  ne  tarda  pas  à  vérifier. 
La  régularité  que  l'astronomie  nous  montre  dans  le  mouvement 
des  comètes  a  lieu,  sans  aucun  doute,  dans  tous  les  phénomènes. 
La  courbe  décrite  par  une  simple  molécule  d'air  ou  de  vapeurs 
est  réglée  d'une  manière  aussi  certaine  que  les  orbites  planétaires  : 
il  n'y  a  de  différences  entre  elles  que  celles  qu'y  met  notre  igno- 
rance. 

La  probabilité  est  relative  en  partie  à  cette  ignorance,  en  partie 
à  nos  connaissances.  Nous  savons  que  sur  trois  ou  un  plus  grand 
nombre  d'événements,  un  seul  doit  arriver;  mais  rien  ne  porte  à 
croire  que  Fun  d'eux  arrivera  plutôt  que  les  autres.  Dans  cet  état 
d'indécision,  il  nous  est  impossible  de  prononcer  avec  certitude 
sur  leur  arrivée.  Il  est  cependant  probable  qu'un  de  ces  événe- 
ments pris  à  volonté  n'arrivera  pas,  parce  que  nous  voyons  plu- 
sieurs cas  également  possibles  qui  excluent  son  existence,  tandis 
qu'un  seul  la  favorise. 
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La  théorie  des  hasards  consiste  à  réduire  tous  les  événements 
du  même  genre  à  un  certain  nombre  de  cas  également  possibles, 
c'est-à-dire ,  tels  que  nous  soyons  également  indécis  sur  leur  exis- 
tence, et  à  déterminer  le  nombre  de  cas  favorables  à  l'événement 
dont  on  cherche  la  probabilité.  Le  rapport  de  ce  nombre  à  celui 
de  tous  les  cas  possibles  est  la  mesure  de  cette  probabilité,  qui 
n'est  ainsi  qu'une  firaction  dont  le  numérateur  est  le  nombre  des 
cas  favorables,  et  dont  le  dénominateur  est  le  nombre  de  tous  les 
cas  possibles. 

La  notion  précédente  de  la  probabilité  suppose  qu'en  faisant 
croître  dans  le  même  rapport  le  nombre  des  cas  favorables  et  celui 
de  tous  les  cas  possibles,  la  probabilité  reste  la  même.  Pour  s'en 
convaincre,  que  Ton  considère  deux  urnes  A  et  B,  dont  la  première 
contienne  quatre  boules  blanches  et  deux  noires,  et  dont  la  se- 
conde ne  renferme  que  deux  boules  blanches  et  une  noire.  On 
peut  imaginer  les  deux  boules  noires  de  la  première  urne  attachées 
à  un  fil  qui  se  rompt  au  moment  où  l'on  saisit  l'une  d'elles  pour 
l'extraire,  et  les  quatres  boules  blanches  formant  deux  systèmes 
semblables.  Toutes  les  chances  qui  feront  saisir  l'une  des  boules 
du  système  noir  amèneront  une  boule  noire.  Si  l'on  conçoit  main- 
tenant que  les  fils  qui  unissent  les  boules  ne  se  rompent  point, 
il  est  clair  que  le  nombre  des  chances  possibles  ne  changera  pas, 
non  plus  que  celui  des  chances  favorables  à  l'extraction  des  boules 
noires;  seulement  on  tirera  de  l'urne  deux  boules  à  la  fois;  la 
probabilité  d'extraire  une  boule  noire  de  l'urne  sera  donc  la  même 
qu'auparavant.  Mais  alors  on  a  évidemment  le  cas  de  l'urne  B, 
avec  la  seule  différence  que  les  trois  boules  de  cette  dernière  urne 
sont  remplacées  par  trois  systèmes  de  deux  boules  invariablement 
unies. 

Quand  tous  les  cas  sont  favorables  à  un  événement,  sa  pro- 
babilité se  change  en  certitude,  et  son  expression  devient  égale 
à  l'unité.  Sous  ce  rapport,  la  certitude  et  la  probabilité  sont 
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comparables ,  quoiqu'il  y  ait  une  diflPérence  essentielle  entre  les 
deux  états  de  l'esprit  lorsqu'une  vérité  lui  est  rigoureusement  dé- 
montrée, ou  lorsqu'il  aperçoit  encore  une  petite  source  d'erreur. 

Dans  les  choses  qui  ne  sont  que  vraisemblables,  la  dilTérence 
des  données  que  chaque  homme  a  sur  elles  est  une  des  causes 
principales  de  la  diversité  des  opinions  que  Ton  voit  régner  sur 
les  mêmes  objets.  Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  trois  urnes 
A,  B,  C,  dont  une  ne  contienne  que  des  boules  noires,  tandis 
que  les  deux  autres  ne  renferment  que  des  boules  blanches  :  on 
doit  tirer  une  boule  de  l'urne  C,  et  l'on  demande  la  probabilité 
que  cette  boule  sera  noire.  Si  l'on  ignore  quelle  est  celle  des  trois 
urnes  qui  ne  renferme  que  des  boules  noires,  en  sorte  que  l'on 
n'ait  aucune  raison  de  croire  qu  elle  est  plutôt  C  que  B  ou  A,  ces 
trois  hypothèses  paraîtront  également  possibles,  et  comme  une 
boule  noire  ne  peut  êti'e  extraite  que  dans  la  première  hypothèse, 
la  probabilité  de  l'extraire  est  égale  à  un  tiers.  Si  l'on  sait  que 
l'urne  A  ne  contient  que  des  boules  blanches,  l'indécision  ne 
porte  plus  alors  que  sur  les  urnes  B  et  C,  et  la  probabiUté  que 
la  boule  extraite  de  l'urne  C  sera  noire  est  un  demi.  Enfin  cette 
probabilité  se  change  en  certitude  si  l'on  est  assuré  que  les  urnes 
A  et  B  ne  contiennent  que  des  boules  blanches. 

C'est  ainsi  que  le  même  fait  récité  devant  une  nombreuse  as- 
semblée obtient  divers  degrés  de  croyance  suivant  l'étendue  des 
connaissances  des  auditeurs.  Si  l'homme  qui  le  rapporte  en  est 
intimement  persuadé,  et  si,  par  son  état  et  par  son  caractère, 
il  inspire  une  gi^ande  confiance,  son  récit,  quelque  extraordi- 
naire qu'il  soit,  aura  pour  les  auditeurs  dépourvus  de  lumières 
le  même  degré  de  vraisemblance  qu'un  fait  ordinaire  rapporté  par 
le  même  homme,  et  ils  lui  ajouteront  une  foi  entière.  Cepen- 
dant, si  quelqu'un  d'eux  sait  que  le  même  fait  est  rejeté  par 
d'autres  hommes  également  respectables,  il  sera  dans  le  doute,  et 
le  fait  sera  jugé  faux  par  les  auditeurs  éclairés,  qui  le  trouveront 
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contraire  soit  à  des  faits  bien  avérés,  soit  aux  lois  immuables  de  la 
nature. 

Cest  à  Tinfluence  de  Topinion  de  ceux  que  la  multitude  juge 
les  plus  instruits,  et  à  qui  elle  a  coutume  de  donner  sa  confiance 
sur  les  plus  importants  objets  de  la  vie,  qu'est  due  la  propagation 
de  ces  erreurs  qui,  dans  les  temps  d'ignorance,  ont  couvert  la 
face  du  monde.  La  magie  et  Tastrologie  nous  en  offrent  deux 
grands  exemples.  Ces  erreurs,  inculquées  dès  l'enfance,  adoptées 
sans  examen,  et  n'ayant  pour  base  que  la  croyance  universelle, 
se  sont  maintenues  pendant  très-longtemps,  jusqu'à  ce  qu'enfin 
le  progrès  des  sciences  les  ait  détruites  dans  l'esprit  des  hommes 
éclairés,  dont  ensuite  l'opinion  les  a  fait  disparaître  chez  le  peuple 
même  par  le  pouvoir  de  l'imitation  et  de  l'habitude,  qui  les  avait 
si  généralement  répandues.  Ce  pouvoir,  le  plus  puissant  ressort 
du  monde  moral,  établit  et  conserve  dans  toute  une  nation  des 
idées  entièrement  contraires  à  celles  qu'il  maintient  ailleurs  avec 
le  même  empire.  Quelle  indulgence  ne  devons-nous  donc  pas  avoir 
pour  les  opinions  différentes  des  nôtres,  puisque  cette  différence 
ne  dépend  souvent  que  des  points  de  vue  divers  où  les  circons- 
tances nous  ont  placés!  Eclairons  ceux  que  nous  ne  jugeons  pas 
suffisamment  instruits;  mais,  auparavant,  examinons  sévèrement 
nos  propres  opinions,  et  pesons  avec  impartialité  leurs  probabi- 
lités respectives. 

La  différence  des  opinions  dépend  encore  de  la  manière  dont 
on  détermine  l'influence  des  données  qui  sont  connues.  La  théorie 
des.  probabilités  tient  à  des  considérations  si  délicates  ^  qu'il  n'est 
pas  surprenant  qu'avec  les  mêmes  données  deux  personnes  trou- 
vent des  résultats  différents,  surtout  dans  les  questions  trèsKîom- 
pliquées.  Exposons  ici  les  principes  généraux  de  cette  théorie. 
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ir  Principe. 


Principes  généraux  du  calcul  des  probabilités. 

Le  premier  de  ces  principes  est  la  définition  même  de  la  pro- 
babilité, qui,  comme  on  Ta  vu,  est  le  rapport  du  nombre  des  cas 
favorables  à  celui  de  tous  les  cas  possibles. 

Mais  cela  suppose  les  divers  cas  également  possibles.  S'ils  ne 
le  sont  pas,  on  déterminera  d'abord  leurs  possibilités  respectives, 
dont  la  juste  appréciation  est  un  des  points  les  plus  délicats  de 
la  théorie  des  hasards.  Alors  la  probabilité  sera  la  somme  des 
possibilités  de  chaque  cas  favorable.  Éclaircissons  ce  principe  par 
un  exemple. 

Supposons  que  l'on  projette  en  l'air  une  pièce  large  et  très- 
mince,  dont  les  deux  grandes  faces  opposées,  que  nous  nomme- 
rons croix  et  pile,  soient  parfaitement  semblables.  Cherchons  la 
probabilité  d'amener  croix  une  fois  au  moins  en  deux  coups.  Il 
est  clair  qu'il  peut  arriver  quatre  cas  également  possibles,  savoir, 
croix  au  premier  et  au  second  coup;  croix  au  premier  coup  et  pile 
au  second;  pile  au  premier  coup  et  croix  au  second;  enfin,  pile  aux 
deux  coups.  Les  trois  premiers  cas  sont  favorables  à  l'événement 
dont  on  cherche  la  probabilité,  qui,  par  conséquent,  est  égale  à 
y;  en  sorte  qu'il  y  a  trois  contre  un  à  parier  que  croix  arrivera  au 
moins  une  fois  en  deux  coups. 

On  peut  ne  compter  à  ce  jeu  que  trois  cas  différents,  savoir, 
croix  au  premier  coup,  ce  qui  dispense  d'en  jouer  un  second; 
pile  au  premier  coup  et  croix  au  second;  enfin,  pile  au  premier 
et  au  second  coup.  Cela  réduirait  la  probabilité  à  y,  si  l'on  con- 
sidérait, avec  d'Alembert,  ces  trois  cas  comme  également  possibles. 
Mais  il  est  visible  que  la  probabilité  d'amener  croix  au  premier 
coup  est  Y,  tandis  que  celle  des  autres  cas  est  y;  le  premier  cas 
étant  un  événement  simple  qui  correspond  aux  deux  événements 
composés,  croix  au  premier  et  au  second  coup  et  croix  au  premier 
coup,  pile  au  second.  Maintenant,  si,  conformément  au  second 
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principe,  on  ajoute  la  possibilité  -  de  croix  au  premier  coup  à  la 
possibilité  ~  de  pile  arrivant  au  premier  coup  et  croix  au  second, 
on  aura  \  pour  la  probabilité  cherchée,  ce  qui  s  accorde  avec  ce 
que  Ton  trouve  dans  la  supposition  où  Ton  joue  les  deux  coups. 
Cette  supposition  ne  change  point  le  sort  de  celui  qui  parie  pour 
cet  événement  :  elle  sert  seulement  à  réduire  les  divers  cas  à  des 
cas  également  possibles. 

Un  des  points  les  plus  importants  de  la  théorie  des  probabilités ,  "i*  Principe. 
et  celui  qui  prête  le  plus  aux  illusions,  est  la  manière  dont  les 
probabilités  augmentent  ou  diminuent  par  leurs  combinaisons 
mutuelles.  Si  les  événements  sont  indépendants  les  uns  des  autres, 
la  probabiUté  de  l'existence  de  leur  ensemble  est  le  produit  de 
leurs  probabilités  particulières.  Ainsi  la  probabilité  d'amener  un 
as  avec  un  seul  dé  étant  un  sixième,  celle  d'amener  deux  as  en 
projetant  deux  dés  à  la  fois  est  un  trente-sixième.  En  e£Pet,  chacune 
des  faces  de  l'un  pouvant  se  combiner  avec  les  six  faces  de  l'autre, 
il  y  a  trente-six  cas,  également  possibles,  parmi  lesquels  un  seul 
donne  les  deux  as.  Généralement,  la  probabilité  qu'un  événement 
simple  dans  les  mêmes  circonstances  arrivera  de  suite  un  nombre 
donné  de  fois  est  égale  à  la  probabilité  de  cet  événement  simple 
élevée  à  une  puissance  indiquée  par  ce  nombre.  Ainsi  les  puis- 
sances successives  d'une  fraction  moindre  que  l'unité  diminuant 
sans  cesse,  un  événement  qui  dépend  d'une  suite  de  probabilités 
fort  grandes  peut  devenir  extrêmement  peu  vraisemblable.  Sup- 
posons qu'un  fait  nous  soit  transmis  par  vingt  témoins,  de  ma- 
nière que  le  premier  l'ait  transmis  au  second,  le  second  au  troi- 
sième, et  ainsi  de  suite;  supposons  encore  que  la  probabilité  de 
chaque  témoignage  soit  égale  à  ^  :  celle  du  fait,  résultante  des 
témoignages,  sera  moindre  qu'un  huitième.  On  ne  peut  mieux 
comparer  cette  diminution  de  la  probabilité  qu'à  l'extinction  de  la 
clarté  des  objets  par  l'interposition  de  plusieurs  morceaux  de 
verre,  un  nombre  de  morceaux  peu  considérable  suffisant  pour 
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dérober  la  vue  d'un  objet  qu'un  seul  morceau  laisse  apercevoir 
d'une  manière  distincte.  Les  historiens  ne  paraissent  pas  avoir 
fait  assez  d'attention  à  cette  dégradation  de  la  probabilité  des  faits, 
lorsqu'ils  sont  vus  à  travers  un  grand  nombre  de  générations 
successives  ;  plusieurs  événements  historiques  réputés  certains 
seraient  au  moins  douteux  si  on  les  soumettait  à  cette  épreuve. 

Dans  les  sciences  purement  mathématiques,  les  conséquences 
les  plus  éloignées  participent  de  la  certitude  du  principe  dont 
elles  dérivent.  Dans  les  applications  de  l'analyse  à  la  physique, 
les  conséquences  ont  toute  la  certitude  des  faits  ou  des  expériences. 
Mais,  dans  les  sciences  morales,  où  chaque  conséquence  n'est 
déduite  de  ce  qui  la  précède  que  d'une  manière  vraisemblable, 
quelque  probables  que  soient  ces  déductions,  la  chance  de  l'erreur 
croît  avec  leur  nombre,  et  finit  par  surpasser  la  chance  de  la  vé- 
rité dans  les  conséquences  très-éloignées  du  principe. 
IV  Principe.  Quaud  deux  événements  dépendent  Tun  de  l'autre,  la  proba- 
bilité de  l'événement  composé  est  le  produit  de  la  probabilité  du 
premier  événement  par  la  probabilité  que ,  cet  événement  étant 
arrivé,  l'autre  arrivera.  Ainsi,  dans  le  cas  précédent  de  trois  urnes 
A,  B,  C,  dont  deux  ne  contiennent  que  des  boules  blanches  et 
dont  une  ne  renferme  que  des  boules  noires,  la  probabilité  de 
tirer  une  boule  blanche  de  l'urne  C  est  -f ,  puisque,  sur  trois  urnes, 
deux  ne  contiennent  que  des  boules  de  cette  couleur.  Mais,  lors- 
qu'on a  extrait  une  boule  blanche  de  l'urne  C,  l'indécision  relative 
à  celle  des  urnes  qui  ne  renferme  que  des  boules  noires  ne  por- 
tant plus  que  sur  les  urnes  A  et  B,  la  probabilité  d'extraire  une 
boule  blanche  de  l'urne  B  est  y;  le  produit  de  -f-  par  ~,  ou  y,  est 
donc  la  probabilité  d'extraire  à  la  fois  des  urnes  B  et  C  deux  boules 
blanches.  En  eflfet,  il  est  nécessaire,  pour  cela,  que  l'urne  A  soit 
celle  des  trois  urnes  qui  contient  des  boules  noires,  et  la  proba- 
bilité de  ce  cas  est  évidemment  y. 

On  voit  par  cet  exemple  l'influence  des  événements  passés  sur 
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la  probabilité  des  événements  futurs;  car  la  probabilité  d'extraire 
une  boule  blanche  de  Turne  B,  qui  primitivement  est  -f-,  se  réduit 
à  Y  lorsqu'on  a  extrait  une  boule  blanche  de  l'urne  C  :  elle  se 
changerait  en  certitude  si  Ton  avait  extrait  une  boule  noire  de  la 
même  urne-  On  déterminera  cette  influence  au  moyen  du  prin- 
cipe suivant,  qui  est  un  corollaire  du  précédent. 

Si  l'on  calcule  à  priori  la  probabilité  de  l'événement  arrivé  et     v  Principe. 
la  probabilité  d'un  événement  composé  de  celui-ci  et  d'un  autre 
qu'on  attend,  la  seconde  probabilité,  divisée  par  la  première,  sera 
la  probabilité  de  l'événement  attendu  tiré  de  l'événement  observé. 

Ici  se  présente  la  question  agitée  par  quelques  philosophes, 
touchant  l'influence  du  passé  sur  la  probabilité  de  l'avenir.  Sup- 
posons qu'au  jeu  de  croix  ou  pile,  croix  soit  arrivé  plus  souvent 
que  pile  :  par  cela  seul,  nous  serons  portés  à  croire  que  dans  la 
constitution  de  la  pièce  il  existe  une  cause  constante  qui  le  favo- 
rise. Ainsi,  dans  la  conduite  de  la  vie,  le  bonheur  constant  est 
une  preuve  d'habileté  qui  doit  faire  employer  de  préférence  les 
personnes  heureuses.  Mais  si,  par  l'instabilité  des  circonstances, 
nous  sommes  ramenés  sans  cesse  à  l'état  d'une  indécision  absolue; 
si,  par  exemple,  on  change  de  pièce  à  chaque  coup  au  jeu  de 
croix  ou  pile,  le  passé  ne  peut  répandre  aucune  lumière  sur  l'a- 
venir, et  il  serait  absurde  d'en  tenir  compte. 

Chacune  des  causes  auxquelles  un  événement  observé  peut  être  vi-  Principe. 
attribué  est  indiquée  avec  d'autant  plus  de  vraisemblance  qu'il 
est  plus  probable  que,  cette  cause  étant  supposée  exister,  l'événe- 
ment aura  lieu;  la  probabilité  de  l'existence  d'une  quelconque  de 
ces  causes  est  donc  une  firaction  dont  le  numérateur  est  la  pro- 
babilité de  l'événement  résultante  de  cette  cause,  et  dont  le  dé- 
nominateur est  la  somme  des  probabilités  semblables  relatives  à 
toutes  les  causes  :  si  ces  diverses  causes,  considérées  à  priori,  sont 
inégalement  probables,  il  faut,  au  lieu  de  la  probabilité  de  Tévé- 
nement  résultante  de  chaque  cause,  employer  le  produit  de  cette 
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probabilité  par  celle  de  la  cause  elle-même.  C'est  le  principe  fon- 
damental de  cette  branche  de  l'analyse  des  hasards,  qui  consiste 
à  remonter  des  événements  aux  causes. 

Ce  principe  donne  la  raison  pour  laquelle  on  attribue  les  évé- 
nements réguliers  à  une  cause  particulière.  Quelques  philosophes 
ont  pensé  que  ces  événements  sont  moins  possibles  que  les  autres, 
et  qu'au  jeu  de  croix  ou  pile,  par  exemple,  la  combinaison  dans 
laquelle  croix  arrive  vingt  fois  de  suite  est  moins  facile  à  la  nature 
que  celles  où  croix  et  pile  sont  entremêlés  d'une  façon  irrégulière. 
Mais  cette  opinion  suppose  que  les  événements  passés  influent  sur 
la  possibilité  des  événements  futurs,  ce  qui  n  est  point  admissible. 
Les  combinaisons  régulières  n'arrivent  plus  rarement  que  parce 
qu'elles  sont  moins  nombreuses.  Si  nous  recherchons  une  cause 
là  où  nous  apercevons  de  la  symétrie,  ce  n'est  pas  que  nous  regar- 
dions un  événement  symétrique  comme  moins  possible  que  les 
autres;  mais  cet  événement  devant  être  l'effet  d'une  cause  régu- 
lière ou  celui  du  hasard,  la  première  de  ces  suppositions  est  plus 
probable  que  la  seconde.  Nous  voyons  sur  une  table  des  caractères 
d'imprimerie  disposés  dans  cet  ordre,  Constantinople,  et  nous  ju- 
geons que  cet  arrangement  n'est  pas  l'effet  du  hasard,  non  parce 
qu'il  est  moins  possible  que  les  autres,  puisque,  si  ce  mot  n  était 
employé  dans  aucune  langue,  nous  ne  lui  soupçonnerions  point 
de  cause  particulière;  mais  ce  mot  étant  en  usage  parmi  nous,  il 
est  incomparablement  plus  probable  qu'une  personne  aura  disposé 
ainsi  les  caractères  précédents ,  qu'il  ne  l'est  que  cet  arrangement 
est  dû  au  hasard. 

C'est  ici  le  lieu  de  définir  le  mot  extraordinaire.  Nous  rangeons, 
par  la  pensée,  tous  les  événements  possibles  en  diverses  classes, 
et  nous  regardons  comme  extraordinaires  ceux  des  classes  qui  en 
comprennent  un  très-petit  nombre.  Ainsi,  au  jeu  de  croix  on  pile, 
l'arrivée  de  croix  cent  fois  de  suite  nous  parait  extraordinaire, 
parce  que  le  nombre  presque  infini  des  combinaisons  qui  peuvent 
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arriver  en  cent  coups  étant  partagé  en  séries  régulières  ou  dans 
lesquelles  nous  voyons  régner  un  ordre  facile  à  saisir,  et  en  séries 
irrégulières,  celles-ci  sont  incomparablement  plus  nombreuses. 
La  sortie  d'une  boule  blanche  d'une  urne  qui,  sur  un  million  de 
boules,  n'en  contient  qu'une  seule  de  cette  couleur,  les  autres 
étant  noires,  nous  paraît  encore  extraordinaire,  par  ce  que  nous 
ne  formons  que  deux  classes  d'événements  relatives  aux  deux  cou- 
leurs. Mais  la  sortie  du  n**  4 758 1 3,  par  exemple,  d'une  urne  qui 
renferme  un  million  de  numéros,  nous  semble  un  événement  or- 
dinaire, parce  que,  comparant  individuellement  les  numéros  les 
uns  aux  autres  sans  les  partager  en  classes,  nous  n'avons  aucune 
raison  de  croire  que  l'un  d'eux  sortira  plutôt  que  les  autres. 

De  ce  qui  précède,  nous  devons  généralement  conclure  que 
plus  un  fait  est  extraordinaire,  plus  il  a  besoin  d'être  appuyé  de 
fortes  preuves;  car  ceux  qui  l'attestent  pouvant  ou  tromper  ou 
avoir  été  trompés,  ces  deux  causes  sont  d'autant  plus  probables, 
que  la  réalité  du  fait  l'est  moins  en  elle-même.  C'est  ce  que  l'on 
verra  particulièrement  lorsque  nous  parlerons  de  la  probabilité 
des  témoignages. 

La  probabilité  d'un  événement  futur  est  la  somme  des  produits    vu*  Principe, 
de  la  probabilité  de  chaque  cause,  tirée  de  l'événement  observé, 
par  la  probabilité  que,  cette  cause  existant,  l'événement  futur 
aura  lieu.  L'exemple  suivant  éclaircira  ce  principe. 

Imaginons  une  urne  qui  ne  renferme  que  deux  boules  dont 
chacune  soit  ou  blanche  ou  noire.  On  extrait  une  de  ces  boules,  que 
l'on  remet  ensuite  dans  l'urne,  pour  procéder  à  un  nouveau  tirage. 
Supposons  que  dans  les  deux  premiers  tirages  on  ait  amené  des 
boules  blanches;  on  demande  la  probabilité  d'amener  encore  une 
boule  blanche  au  troisième  tirage. 

On  ne  peut  faire  ici  que  ces  deux  hypothèses  :  ou  l'une  des  * 

boules  est  blanche  et  l'autre  noire,  ou  toutes  deux  sont  blanches. 
Dans  la  première  hypothèse,  la  probabilité  de  l'événement  observé 
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est  7;  elle  est  runité  ou  la  certitude  dans  la  seconde.  Ainsi/ en 
regardant  ces  hypothèses  comme  autant  de  causes,  on  aura,  par 
le  sixième  principe,  -5-  et  -f  pour  leurs  probabilités  respectives.' 
Or,  si  la  première  hypothèse  a  lieu,  la  probabilité  d'extraire  une 
boule  blanche  au  troisième  tirage  est  -;  elle  égale  Tunité  dans 
la  seconde  hypothèse*  En^  multipliant  donc  ces  dernières  pro- 
babilités par  celles  des  hypothèses  correspondantes,  la  somme  des 
produits,  ou^,  sera  la  probabilité  d  extraire  une  boule  blanche  au 
troisième  tirage. 

Quand  la  probabilité  d'un  événement  simple  est  inconnue,  on 
peut  lui  supposer  également  toutes  les  valeurs  depuis  zéro  jusqu'à 
l'unité.  La  probabilité  de  chacune  de  ces  hypothèses,  tirée  de 
l'événement  observé,  est,  par  le  sixième  principe,  une  fraction 
dont  le  numérateur  est  la  probabilité  de  l'événement  dans  cette 
hypothèse,  et  dont  le  dénominateur  est  la  somme  des  probabilités 
semblables  relatives  à  toutes  les  hypothèses.  Ainsi  la  probabilité 
que  la  possibilité  de  l'événement  est  comprise  dans  des  limites 
données  est  la  somme  des  fractions  comprises  dans  ces  limites. 
Maintenant,  si  l'on  multiplie  chaque  fraction  par  la  probabilité 
de  l'événement  futur  déterminée  dans  l'hypothèse  correspondante, 
la  somme  des  produits  relatifs  à  toutes  les  hypothèses  sera,  par  le 
septième  principe,  la  probabilité  de  l'événement  futur  tirée  de 
l'événement  observé.  On  trouve  ainsi  qu'un  événement  étant  ar- 
rivé de  suite  un  nombre  quelconque  de  fois,  la  probabilité  qu'il 
arrivera  encore  la  £ois  suivante  est  égale  à  ce  nombre  augmenté 
de  l'unité,  divisé  par  le  même  nombre  augmenté  de  deux  unités. 
En  faisant,  par  exemple,  remonter  la  plus  ancienne  époque  de 
l'histoire  à  cinq  mille  ans  ou  à  18262 1 3  jours.,  et  le  soleil  s'étant 
levé  constamment,  dans  cet  intervalle,  à  chaque  révolution  de 
vingt-quatre  heures,  il  ya  1826214  à  parier  contre  un  qu'il  se 
lèvera  encore  demain.  Mais  ce  nombre  est  incomparablement  plus 
fort  pour  celui  qui,  connaissant  par  l'ensemble  des  phénomènes 


INTRODUCTION.  xix 

le  principe  régulateur  des  jours  et  des  saisons,  voit  queiien,  dans 
le  moment  actuel,  ne  peut  en  arrêter  le  cours. 

Buffon,  dans  son  .arithmétique  politique,  calcule  difiFéremtnent 
la  probabilité  précédente.  Il  suppose  qu  elle  ne  diffère  de  l'unité 
que  dune  firaction  dont  le  numérateur  est  d'unité,  et  dont  le  dé- 
nominateur est  ie  nombre  deux  élevé  à  une  -puissance  égale  au 
nombre  des  jours  écoulés  depuis  Tépoque.  Mais  la  vraie  manière 
de  remonter  des  événements  passés  à  la  probabilité  des  causes  et 
des  événements  futurs  était  inconnue  à  cet  illustre  écrivain. 

De  lespérance. 

La  probabilité  des  événements  sert  à  déterminer  l'espérance  ou 
la  crainte  des  personnes  intéressées  à  leur  existence.  Le  mot  espé^ 
rance  a  diverses  acceptions  :  il  exprime  généralement  l'avantage 
de  celui  qui  attend  un  bien  quiconque  dans  des  suppositions  qui 
ne  sont  que  probables.  Cet  avantage,  dans  la  théorie  des  hasards, 
est  le  produit  de  la  somme  espérée  par  la  probabilité  de  l'obtenir  : 
c'est  la  somme  partielle  qui  doit  revenir  lorsqu'on  ne  veut  pas 
courir  les  risques  de  l'événement,  en  supposant  que  la  répartition 
se  fasse  proportionnellement  aux  probabilités.  Cette  répartition 
est  la  seule  équitable  lorsqu'on  fait  abstraction  de  toutes  circons- 
tances étrangères,  parce  qu'un  égal  degré  de  probabilité  donne 
un  droit  égal  sur  la  somme  espérée.  Nous  nommerons  cet  avan- 
tage espérance  mathématiqae. 

Lorsque  l'avantage  dépend  de  plusieurs  événements,  on  l'ob-   viii- Prindpe. 
tient  en  prenant  la  somme  des  produits  de  la  probabilité  de 
chaque  événement  par  le  hïen  attaché  à  son  arrivée. 

Appliquons  ce  principe  à  des  exemjdes.  Supposons  qu'au  jeu 
de  croix  ou  pile  Paul  reçoive  deux  francs  s'il  amène  croix  au  pre- 
mier coup,  et  cinq  s'il  ne  l'amène  qu'au  second.  En  multipliant 
deux  francs  par  la  probabilité  y  du  premier  cas  et  cinq  firancs  par 
la  probabilité  \  du  second  cas,  la  somme  des  produits,  ou  deux 
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francs  et  un  quart,  sera  lavantage  de  Paul.  Cest  la  somme  qu'il 
doit  donner  d'avance  à  celui  qui  lui  a  fait  cet  avantage;  car,  pour 
Fégalité  du  jeu,  la  mise  doit  être  égale  à  l'avantage  qu'il  procure. 
Si  Paul  reçoit  deux  firancs  en  amenant  croix  au  premier  coup, 
et  cinq  francs  en  l'amenant  au  second  coup,  dans  le  cas  même  où 
il  l'aurait  amené  au  premier,  alors  la  probabilité  d'amener  croix 
au  second  coup  étant  j-,  en  multipliant  deux  francs  et  cinq  francs 
par  Y  9  la  somme  de  ces  produits  donnera  trois  francs  et  demi 
pour  l'avantage  de  Paul,  et  par  conséquent  pour  sa  mise  au  jeu. 
ix*  Principe.  Daus  uuc  séric  d'événements  probables,  dont  les  uns  produisent 
un  bien  et  les  autres  une  perte,  on  aura  l'avantage  qui  en  résulte 
en  faisant  une  somme  des  produits  de  la  probabilité  de  chaque 
événement  favorable  par  le  bien  qu'il  procure,  et  en  retranchant 
de  cette  somme  celle  des  produits  de  la  probabilité  de  chaque 
événement  défavorable  par  la  perte  qui  y  est  attachée.  Si  la  se- 
conde somme  l'emporte  sur  la  première,  le  bénéfice  devient  perte, 
et  l'espérance  se  change  en  crainte. 

On  doit  toujours,  dans  la  conduite  de  la  vie,  faire  en  sorte 
d'égaler  au  moins  le  produit  du  bien  que  l'on  espère,  par  sa  pro- 
babilité, au  produit  semblable  relatif  à  la  perte.  Mais  il  est  néces- 
saire, pour  y  parvenir,  d'apprécier  exactement  les  avantages,  les 
pertes  et  leurs  probabilités  respectives.  Il  faut  pour  cela  une  grande 
justesse  d'esprit,  un  tact  délicat  et  une  grande  expérience  des 
choses  :  il  faut  savoir  se  garantir  des  préjugés,  des  illusions  de  la 
crainte  et  de  l'espérance,  et  de  ces  fausses  idées  de  fortune  et  de 
bonheur  dont  la  plupart  des  hommes  bercent  leur  amour-propre. 
L'application  des  principes  précédents  à  la  question  suivante  a 
beaucoup  exercé  les  géomètres.  Paul  joue  à  croix  ou  pile  avec  la 
condition  de  recevoir  deux  francs  s'il  amène  croix  au  premier 
coup,  quatre  francs  s'il  ne  l'amène  qu'au  second,  huit  francs  s'il 
ne  lamène  qu'au  troisième,  et  ainsi  de  suite.  Sa  mise  au  jeu  doit 
être,  par  le  huitième  principe,  égale  au  nombre  des  coups,  en 
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sorte  que,  si  la  partie  continue  à  Finfini,  la  mise  doit  être  infinie. 
Cependant  aucun  homme  raisonnable  ne  voudrait  exposer  à  ce 
jeu  une  somme  même  modique,  cinquante  francs,  par  exemple. 
D*où  vient  cette  différence  entre  le  résultat  du  calcul  et  Tindication 
du  sens  commun?  On  reconnut  bientôt  qu'elle  tenait  à  ce  que 
l'avantage  moral  qu'un  bien  nous  procure  n  est  pas  proportionnel 
à  ce  bien,  et  quil  dépend  de  mille  circonstances  souvent  très- 
difficiles  à  définir,  mais  dont  la  plus  générale  et  la  plus  importante 
est  celle  de  la  fortune.  En  eflFet,  il  est  visible  qu'un  firanc  a  beau- 
coup plus  de  prix  pour  celui  qui  n  en  a  que  cent  que  pour  un 
millionnaire.  On  doit  donc  distinguer,  dans  le  bien  espéré,  sa 
valeur  absolue  de  sa  valeur  relative  :  celle-ci  se  règle  sur  les 
motifs  qui  le  font  désirer,  au  lieu  que  la  première  en  est  indé- 
pendante. On  ne  peut  donner  de  principe  général  pour  apprécier 
cette  valeur  relative.  En  voici  cependant  un  proposé  par  Daniel 
Bemoulli,  et  qui  peut  servir  dans  beaucoup  de  cas. 

La  valeur  relative  d'une  somme  infiniment  petite  est  égale  à  sa  ^'  Principe. 
valeur  absolue  divisée  par  le  bien  total  de  la  personne  intéressée. 
Cela  suppose  que  tout  homme  a  un  bien  quelconque  dont  la 
valeur  ne  peut  jamais  être  supposée  nulle.  En  e£Fet,  celui  même 
qui  ne  possède  rien  donne  toujours  au  produit  de  son  travail  et 
à  ses  espérances  une  valeur  au  moins  égale  à  ce  qui  lui  est  ri- 
goureusement nécessaire  pour  vivre. 

Si  l'on  applique  l'analyse  au  principe  que  nous  venons  d'ex- 
poser, on  obtient  la  règle  suivante. 

En  désignant  par  l'unité  la  partie  de  la  fortune  d'un  individu 
indépendante  de  ses  expectatives,  si  l'on  détermine  les  diverses 
valeurs  que  cette  fortune  peut  recevoir  en  vertu  de  ces  expecta- 
tives et  leurs  probabilités,  le  produit  de  ces  valeurs  élevées  res- 
pectivement aux  puissances  indiquées  par  ces  probabilités  sera  la 
fortune  physique  qui  procurerait  à  l'individu  le  même  avantage 
moral  qu'il  reçoit  de  la  partie  de  sa  fortune  prise  pour  unité  et  de 
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ses  expectatives;  en  retranchant  donc  iunité  de  ce  produit,  la 
difiPérenoe  sera  laccroisfiement  de  la  fortune  physique,  dû  aux 
expectatives  :  nous  nommerons  cet  accroissement  espérance  morale. 
U  est  facile  'de  voir  .iju  elle  coïncide  avec  Tespérance  mathéma- 
tique, Icursque  la  fortune  iprise  pour  unité  devient  infinie  par  rap- 
port aux  variations  qu  elle  reçoit  des  expectatives.  Mais,  lorsque 
ces  variations  «ont  une  partie  sensible  de  cette  unité,  les  deux 
espérances  peuvent  différer  très-sensibiement  entre  elles. 

Cette  irègle  conduit  à  des  résultats  conformes  aux  indications 
du  sens  commun,  que  Ton  peut,  par  ce  moyen,  apprécier  avec 
quelque  exactitude.  Ainsi,  tlans  la  question  précédente,  on  trouve 
que  ai  la  fortune  de  Paul  est  de  deux  cents  francs,  il  ne  doit  pas 
raisonnablement  mettre  au  jeu  plus  de  neuf  francs.  La  même 
règle  conduit  encore  à  :répartir  le  danger  sur  plusieurs  parties 
d'un  bien  que  Ton  attend,  plutôt  que  d'exposer  ce  bien  tout  entier 
au  même  danger.  Il  en  résulte  pareillement  qu'au  jeu  le  plus  égal 
la  perte  est  toujours  relativement  plus  grande  que  le  gain.  En 
supposant,  par  exemple,  qu'un  joueur  ayant  une  fortune  de  cent 
francs  en  expose  ^cinquante  au  jeu  de  croiw  ou  pile,  sa  fortune, 
après  sa  mise  au  jeu^  sera  réduite  à  quatre-vingt-sept  francs,  c'est- 
à-dire  que  cette  dernière  sonmie  procurerait  au  joueur  le  même 
avantage  moral  que  l'état  de  «sa  fortune  après  sa  mise.  Le  jeu  est 
donc  désavantageux  dans  le  cas  même  où  la  mise  est  égale  au 
produit  de  la  somme  espérée  par  sa  probabilité.  On  peut  juger 
par  là  de  l'immoralité  des  jeux  dans  lesquels  la  somme  espérée 
est  au-*desfiOus  de  ce  produit.  Ils  ne  subsistent  que  par  les  faux 
raisonnements  ict  par  la  cupidité  qu'ils  fomentent,  et  qui,  portant 
le  peuple  à  sacrifier  son  nécessaire  à  des  espérances  chimériques 
dont  il  est  hors  d'état  d'apprécier  l'invraisemblance,  sont  la  source 
d'une  infinité  de  maux. 

Le  désavantage  des  jeuK,  l'avantage  de  ne  pas  exposer  au  même 
danger  tout  le  bien  qu'on  attend,  et  tous  les  résultats  semblables 
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indiqués  par  le  bon  sens-,  subsistent,  quelle  que  soit  la  fonction 
de  la  fortune*  physique  qui,  pour  chaque  individu,  exprime  sa 
fortune  morale.  Il  suffit'  que  le  rapport  de  laccroisBement  de 
cette  fonction  à  l'accroissement  de  la  fortune  physique  diminue  à 
mesure  que  celle-ci  augmente. 

Des  méthodes  analytiques  du  calcul  des  probabilités. 

L'application  dès  principes  que  nous  venons  d  exposer  aur  di- 
verses questions  de  probabilité  exige  des  méthodes  dont*  la  re- 
cherche a  donné  naissance  à  plusieurs  branches  de  l'analyse,  et 
spécialement  à  la  théorie  des-  combinaisons  et  au  calcul  des^  diffé- 
rences finies. 

Si  Ton  forme  le  produit  des  binômes,  l'unité  plus  une  première 
lettre,  l'unité  plus  une  seconde  lettre,  l'unité  plus  une  troisième 
lettre,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  n  lettres ^  en  retranchant  l'unité 
de  ce  produit  développé,  on  aura  la  sommer  des -combinaisons  de 
toutes  ces  lettres  prises  une  à  une,  deux  à  deux,  trois  à  trois^,  etc. 
chaque  combinaison  ayant  l'unité  pour  coefficient:  Pour  avoiar  le 
nombre  des  combinaisons  de  ces  n  lettres  prises  5  à  5,  on  obser- 
vera que,  si  l'on  suppose  ces  lettres  égales  entre  elles,  le  produit 
précédent  deviendra  la  puissance  n  du  binôme,  un  plus  la  pre- 
mière lettre;  ainsi  le  nombre  des  combinaisons  des  n  lettres  prises 
s  k  s  sera  le  coefficient  de  la  puissance  s  de  la-  première  lettre 
dans  le  développement  de  ce  binôme;  on  aura  donc  ce  nombre 
par  la  formule  connue  du  binôme. 

On  aura  égard  à  la  situation  respective  des  lettres  dâos  chaque 
combinaison  en  observant  que,  si  Ton  joint  une  seconde  lettre  à 
la  première,  on  peut  la  placer  au  premier- et  au  second  rang;  ce 
qui  donne  deux  combinaisons.  Si  f  on  joint  à  ces  combinaisons 
une  troisième  lettre,  on  peut  lui  donner,  dans  chaque  combinaison , 
le  premier,  le  second  et  le  troisième  rang,  ce  qui  forme  tlK)is 
combinaisons  relatives  à  chacune  diBs  deux  autres;  en  tout  six 
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combinaisons.  De  là  il  est  facile  de  conclure  que  le  nombre  des 
arrangements  dont  s  lettres  sont  susceptibles  est  le  produit  des 
nombres  depuis  l'unité  jusqu  à  s.  Il  faut  donc,  pour  avoir  égard 
à  la  situation  respective  des  lettres,  multiplier  par  ce  produit  le 
nombre  des  combinaisons  des  n  lettres  prises  s  k  s;  ce  qui  revient 
à  supprimer  le  dénominateur  du  coefficient  du  terme  du  binôme 
qui  exprime  ce  nombre. 

Imaginons  une  loterie  composée  de  n  numéros  dont  r  sortent 
à  chaque  tirage  :  on  demande  la  probabilité  de  la  sortie  de  s  nu- 
méros donnés,  dans  un  tirage.  Pour  y  parvenir,  on  déterminera 
le  nombre  des  combinaisons  des  n  numéros  pris  s  k  s.  Ensuite  on 
déterminera  le  nombre  des  combinaisons  de  r  numéros  pris  sem- 
blablement  s  k  s.  Le  rapport  de  ce  dernier  nombre  au  précédent 
est  évidemment  la  probabilité  que  les  s  numéros  donnés  seront 
compris  dans  les  r  numéros  qui  doivent  sortir  :  ce  rapport  est 
donc  la  probabilité  demandée.  Ainsi,  dans  la  loterie  de  France, 
formée,  comme  on  sait,  de  90  numéros  dont  cinq  sortent  à  chaque 
tirage,  la  probabilité  de  la  sortie  d*un  extrait  donné  est  7^  ou  1^; 
la  loterie  devrait  donc  alors,  pour  Tégalité  du  jeu,  rendre  dix- 
huit  fois  la  mise.  Le  nombre  total  des  combinaisons  deux  à  deux 
de  90  numéros  est  4oo5,  et  il  en  sort  dix  à  chaque  tirage.  La 
probabilité  delà  sortie  d'un  ambe  donné  est  donc  4^,  et  la  loterie 
devrait  rendre  alors  quatre  cents  fois  et  demie  la  mise;  elle  de- 
vrait la  rendre  1 1748  fois  pour  un  terne,  5i  io38  fois  pour  un 
quaterne,  et  43949268  fois  pour  un  quine  :  la  loterie  est  loin 
de  faire  aux  joueurs  ces  avantages. 

Supposons  dans  une  urne  a  boules  blanches  et  b  boules  noires, 
et  qu'après  en  avoir  extrait  une  boule  on  la  remette  dans  l'urne  : 
on  demande  la  probabilité  que  dans  le  nombre  n  de  tirages  on 
amènera  m  boules  blanches  et  n — m  boules  noires.  Il  est  clair  que 
le  nombre  de  cas  qui  peuvent  arriver  à  chaque  tirage  est  a  plus 
b.  Chaque  cas  du  second  tirage  pouvant  se  combiner  avec  tous 
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les  cas  du  premier,  le  nombre  de  cas  possibles  en  deux  tirages  est 
le  carré  du  binôme  a  plus  b.  Dans  le  développement  de  ce  carré, 
le  carré  de  a  exprime  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  on  amène 
deux  fois  une  boule  blanche;  le  double  produit  de  a  par  6  exprime 
le  nombre  des  cas  dans  lesquels  une  boule  blanche  et  une  boule 
noire  sont  amenées;  enfin  le  carré  de  b  exprime  le  nombre  des 
cas  dans  lesquels  on  amène  deux  boules  noires.  En  continuant 
ainsi,  on  voit  généralement  que  la  puissance  n  du  binôme  a  plus 
b  exprime  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  dans  n  tirages,  et 
que,  dans  le  développement  de  cette  puissance,  le  terme  multi- 
plié par  la  puissance  m  de  a  exprime  le  nombre  des  cas  dans 
lesquels  on  peut  amener  m  boules  blanches  et  n — m  boules  noires. 
En  divisant  donc  ce  terme  par  la  puissance  entière  du  binôme, 
on  aura  la  probabilité  d'amener  m  boules  blanches  et  n — m  boules 
noires.  Le  rapport  des  nombres  a  et  a  plus  b  étant  la  probabilité 
d'amener  une  boule  blanche  dans  un  tirage,  et  le  rapport  des 
nombres  6  et  a  plus  b  étant  la  probabilité  d'amener  une  boule 
noire,  si  l'on  nomme  p  et  9  ces  probabilités,  la  probabilité  d'a- 
mener m  boules  blanches  dans  n  tirages  sera  le  terme  multiplié 
par  la  puissance  m  de  p  dans  le  développement  de  la  puissance  n 
du  binôme  p  plus  q  :  on  peut  observer  que  la  somme  p  plus  q  est 
l'unité.  Cette  propriété  remarquable  du  binôme  est  très-utile  dans 
la  théorie  des  probabilités. 

Mais  la  méthode  la  plus  générale  et  la  plus  directe  pour  ré- 
soudre les  questions  de  probabilité  consiste  à  les  faire  dépendre 
d'équations  aux  différences.  En  comparant  les  états  successifs  de 
la  fonction  qui  exprime  la  probabilité ,  lorsque  l'on  fait  croître  les 
variables  de  leurs  différences  respectives,  la  question  proposée 
fournit  souvent  un  rapport  très-simple  entre  ces  états.  Ce  rapport 
est  ce  que  l'on  nomme  équation  aux  différences  ordinaires  ou  partielles  : 
ordinaires  lorsqu'il  n'y  a  qu'une  variable,  partielles  lorsqu'il  y  en 
a  plusieurs.  Donnons*en  quelques  exemples. 
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Trois  joueurs  dont  les  forces  sont  supposées  les  mêmes  jouent 
ensemble  aux   conditions  suivantes.  Celui  des   deux  premiers 
joueurs  qui  gagné  son  adversaire  joue  avec  le  troisième,  et,  s'il 
le  gagne,  la  partie  est  finie.  S'il  est  vaincu,  le  vainqueur  joue 
avec  l'autre,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  l'un  des  joueurs  ait 
gagné  consécutivement  les  deux  autres,  ce  qui  termine  la  partie  : 
on  demande  la  probabilité  que  la  partie  sera  finie  dans  un  nombre 
quelconque  n  de  coups.  Cherchons  d'abord  la  probabilité  qu'elle 
finira  précisément  au  coupn.  Pour  cela,  le  joueur  qui  gagne  doit 
entrer  au  jeu  au  coup  n  moins  un,  et  le  gagner  ainsi  que  le  coup 
suivant.  Mais  si,  au  lieu  de  gagner  le  coup  n  moins  un,  il  était 
vaincu  par  son  adversaire,  celui-ci  venant  de  gagner  l'autre  joueur, 
la  partie  finirait  à  ce  coup.  Ainsi  la  probabilité  qu'un  des  joueurs 
entrera  au  jeu  au  coup  n  moins  un  et  le  gagnera  est  égale  à  celle 
que  la  partie  finira  précisément  à  ce  coup;  et,  comme  ce  joueur 
doit  gagner  le  coup  suivant  pour  que  la  partie  se  termine  au  coup 
n,  la  probabilité  de  ce  dernier  cas  ne  sera  qu'un  demi  de  la  précé- 
dente. Cette  probabilité  est  évidemment  une  fonction  du  nombre 
n;  cette  fonction  est  donc  égale  à  la  moitié  de  la  même  fonction 
lorsqu'on  y  diminue  n  de  l'unité.  Cette  égalité  forme  une  de  ces 
équations  que  l'on  nomme  équations  aux  différences  finies  ordinaires. 
On  peut  déterminer  facilement,  à  son  moyen,  la  probabilité 
que  la  partie  finira  précisément  à  un  coup  quelconque.  Il  est 
visible  que  la  partie  ne  peut  finir,  au  plus  tôt,  qu'au  second  coup, 
et,  pour  cela,  il  est  nécessaire  que  celui  des  deux  premiers  joueurs 
qui  a  gagné  son  adversaire  gagne  au  second  coup  le  troisième 
joueur;  la  probabilité  que  la  partie  finira  à  ce  coup  est  donc  \. 
De  là,  en  vertu  de  l'équation  précédente,  on  conclut  que  les  pro- 
babilités successives  de  la  fin  de  la  partie  sont  -j-  pour  le  troisième 
coup,  y  pour  le  quatrième,  etc.  et  généralement  -j  élevé  à  la  puis- 
sance n  moins  un  pour  le  n*"**  coup.  La  somme  de  toutes  ces 
puissances  de  -  est  l'unité  moins  la  dernière  de  ces  puissances; 
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c  e3t  ia  probabilité  que  la  partie  sera  terminée,  au  plus  tard,  dans 
n  coups. 

Considérons  encore  le  premier  problème  un  peu  difficile  que 
l'on  ait  résolu  sur  les  probabilités,  et  que  Pascal  proposa  de  ré- 
soudre à  Fermât.  Deux  joueurs  A  et  B*  dont  les  adresse3  sont 
égales,  jouent  ensemble  avec  la  condition  que  celui  qui,  le  pre- 
mier, aura  vaincu  Tautre  un  nombre  donné  de  fois,  gagnera  la 
partie  et  emportera  la  somme  des  mises  au  jeu;  après  quelques 
coups,  les  joueurs  conviennent  de  se  retirer  sans  avoir  terminé 
la  partie  :  on  demande  de  quelle  manière  cette  somme  doit  être 
partagée  entre  eux.  11  est  visible  que  les  parts  doivent  être  pro- 
portionnelles aux  probabilités  respectives  de  gagner  la  partie;  la 
question  se  réduit  donc  à  déterminer  ces  probabilités.  Elles  dé- 
pendent évidemment  des  nombres  de  points  qui  manquent  à 
chaque  joueur  pour  atteindre  le  nombre  donné.  Ainsi  la  proba- 
bilité de  A  est  une  fonction  de  ces  deux  nombres,  que  nous  nom- 
merons indices.  Si  les  deux  joueurs  convenaient  de  jouer  un  coup 
de  plus  (convention  qui  ne  change  point  leur  sort,  pourvu  qu  a- 
près  ce  nouveau  coup  le  partage  se  fasse  toujours  proportionnel- 
lement aux  nouvelles  probabilités  de  gagner  la  partie],  alors,  ou  A 
gagnerait  ce  coup,  et,  dans  ce  cas,  le  nombre  des  points  qui  lui 
manquent  serait  diminué  d'une  unité;  ou  le  joueur  B  le  gagne- 
rait, et,  dans  ce  cas,  le  nombre  des  points  manquant  à  ce  dernier 
joueur  deviendrait  moindre  d'une  unité.  Mais  la  probabilité  de 
chacun  de  ces  cas  est  y;  la  fonction  cherchée  est  donc  égale  à  la 
moitié  de  cette  fonction  dans  laquelle  on  diminue  de  Tunité  le 
premier  indice,  plus  à  la  moitié  de  la  même  fonction  dans  laquelle 
le  second  indice  est  diminué  de  l'unité.  Cette  égalité  est  une  de 
ces  équations  que  l'on  nomme  équations  aux  différences  partielles. 

On  peut  déterminer,  à  son  moyen,  les  probabilités  de  A,  en 
partant  des  plus  petits  nombres  et  en  observant  que  la  probabilité 
ou  la  fonction  qui  lexprime  est  égale  à  l'unité  lorsqu'il  ne  manque 
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aucun  point  au  joueur  A  ou  lorsque  le  premier  indice  est  nul,  et 
que  cette  fonction  devient  nulle  avec  le  second  indice.  En  sup- 
posant ainsi  qu'il  ne  manque  qu'un  point  au  joueur  A,  on  trouve 
que  sa  probabilité  est  -5-,  -j-,  y,  etc.  suivant  qu'il  manque  à  B  un 
point,  ou  deux,  ou  trois,  etc.  Généralement  elle  est  alors  égale  à 
l'unité  moins  la  puissance  de  \ ,  égale  au  nombre  des  points  qui 
manquent  à  B.  On  supposera  ensuite  qu'il  manque  deux  points 
au  joueur  A,  et  l'on  trouvera  sa  probabilité  égale  à  -J-,  -,  r,  etc. 
suivant  qu'il  manque  à  B  un  point,  ou  deux  ou  trois,  etc.  On 
supposera  encore  qu'il  manque  trois  points  au  joueur  A,  et  ainsi 
de  suite. 

Cette  manière  d'obtenir  les  valeurs  successives  d'une  quantité 
au  moyen  de  son  équation  aux  différences  est  longue  et  pénible. 
Les  géomètres  ont  cherché  des  méthodes  pour  avoir  la  fonction 
générale  des  indices  qui  satisfait  à  cette  équation,  en  sorte  que 
l'on  n'ait  besoin ,  pour  chaque  cas  particulier,  que  de  substituer 
dans  cette  fonction  les  valeurs  correspondantes  des  indices.  Con- 
sidérons cet  objet  d'une  manière  générale.  Pour  cela,  concevons 
une  suite  de  termes  disposés  sur  une  ligne  horizontale,  et  tels  que 
chacun  d'eux  dérive  des  précédents  suivant  une  loi  donnée.  Sup- 
posons cette  loi  exprimée  par  une  équation  entre  plusieurs  termes 
consécutifs,  et  leur  indice  ou  le  nombre  qui  indique  le  rang  qu'ils 
occupent  dans  la  série.  Cette  équation  est  ce  que  je  nomme  équa- 
tion aux  différences  finies  à  un  seul  indice.  L'ordre  ou  le  degré  de 
cette  équation  est  la  différence  du  rang  de  ses  deux  termes  ex- 
trêmes. On  peut,  à  son  moyen,  déterminer  successivement  les 
termes  de  la  série  et  la  continuer  indéfiniment;  mais  il  faut,  pour 
cela,  connaître  un  nombre  de  termes  de  la  série  égal  au  degré  de 
l'équation.  Ces  termes  sont  les  constantes  arbitraires  de  l'expres- 
sion du  terme  général  de  la  série  ou  de  l'intégrale  de  l'équation 
aux  différences. 

Concevons  maintenant  au-dessus  des  termes  de  la  série  précé- 
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dente  une  seconde  série  de  termes  disposés  horizontalement; 
concevons  encore  au-dessus  des  termes  de  la  seconde  série  une 
troisième  série  horizontale,  et  ainsi  de  suite  à  Tinfini,  et  suppo* 
sons  les  termes  de  toutes  ces  séries  liés  par  une  équation  générale 
entre  plusieurs  termes  consécutifs  pris  tant  dans  le  sens  horizontal 
que  dans  le  sens  vertical,  et  les  nombres  qui  indiquent  leur  rang 
dans  les  deux  sens.  Cette  équation  est  ce  que  je  nomme  équation 
aux  différences  finies  partielles  à  deux  indices. 

Concevons  pareillement  au-dessus  du  plan  des  séries  précé- 
dentes un  second  plan  de  séries  semblables  dont  les  termes  soient 
placés  respectivement  au-dessus  de  ceux  du  premier  plan;  con- 
cevons ensuite  au-dessus  de  ce  second  plan  un  troisième  plan  de 
séries  semblables,  et  ainsi  à  Tinfini  :  supposons  tous  les  termes  de 
ces  séries  liés  par  une  équation  entre  plusieurs  termes  consécutifs 
pris  dans  les  sens  de  la  longueur,  de  la  largeur  et  de  la  profon- 
deur, et  les  trois  nombres  qui  indiquent  leur  rang  dans  ces  trois 
sens.  Cette  équation  est  ce  que  je  nomme  équation  aux  différences 
finies  partielles  à  trois  indices. 

Enfin ,  en  considérant  la  chose  d*une  manière  abstraite  et  in- 
dépendante des  dimensions  de  l'espace,  concevons  généralement 
un  système  de  grandeurs  qui  soient  fonctions  d'un  nombre  quel- 
conque d'indices,  et  supposons  entre  ces  grandeurs,  leurs  diffé- 
rences relatives  à  ces  indices,  et  les  indices  eux-mêmes,  autant 
d'équations  qu'il  y  a  de  ces  grandeurs;  ces  équations  seront  aux 
différences  finies  partielles  à  un  nombre  quelconque  d'indices. 

On  peut,  à  leur  moyen,  déterminer  successivement  ces  gran- 
deurs. Mais,  de  même  que  l'équation  à  un  seul  indice  exige  pour 
cela  que  l'on  connaisse  un  certain  nombre  de  termes  de  la  série, 
de  même  l'équation  à  deux  indices  exige  que  l'on  connaisse  une 
ou  plusieurs  lignes  de  séries  dont  les  termes  généraux  puissent 
être  exprimés  chacun  par  une  fonction  arbitraire  d'un  des  indices. 
Pareillement  l'équation  à  trois  indices  exige  que  l'on  connaisse 
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un  ou  plusieurs  plans  de  séries  dont  les  termes  généraux  puissent 
être  exprimés  chacun  par  une  fonction  arbitraire  de  deux  indices, 
ainsi  de  suite.  Dans  tous  ces  cas,  on  pourra,  par  des  éliminations 
successives,  déterminer  un  terme  quelconque  des  séries.  Mais 
toutes  les  équations  entre  lesquelles  on  élimine  étant  comprises 
dans  un  même  système  d'équations,  toutes  les  expressions  des 
termes  successifs  que  Ton  obtient  par  ces  éliminations  doivent 
être  comprises  dans  une  expression  générale,  fonction  des  indices 
qui  déterminent  le  rang  du  terme.  Cette  expression  est  l'intégrale 
de  l'équation  proposée  aux  différences,  et  sa  recherche  est  l'objet 
du  calcul  intégral. 

Taylor  est  le  premier  qui,  dans  son  ouvrage  intitulé  Methodus 
incrementoram,  ait  considéré  les  équations  linéaires  aux  différences 
finies.  Il  y  donne  la  manière  d'intégrer  celles  du  premier  ordre 
avec  un  coefficient  et  un  dernier  terme,  fonctions  de  l'indice.  A 
la  vérité,  les  relations  des  termes  des  progressions  arithniétiques 
et  géométriques  que  l'on  a  considérées  de  tout  temps  sont  les  cas 
les  plus  simples  des  équations  linéaires  aux  différences;  mais  on 
ne  les  avait  pas  envisagées  sous  ce  point  de  vue,  l'un  de  ceux  qui, 
se  rattachant  à  des  théories  générales,  conduisent  à  ces  théories, 
et  sont  par  là  de  véritables  découvertes. 

Vers  le  même  temps,  Moivre  considéra  sous  la  dénomination 
de  suites  récurrentes  les  équations  aux  différences  finies  d'un  ordre 
quelconque  à  coefficients  constants.  Il  parvint  à  les  intégrer  d'une 
manière  très-ingénieuse.  Comme  il  est  toujours  intéressant  de 
suivre  la  marche  des  inventeurs ,  je  vais  exposer  celle  de  Moivre 
en  l'appliquant  à  une  suite  récurrente  dont  la  relation  entre  trois 
termes  consécutifs  est  donnée.  D'abord  il  considère  la  relation 
entre  les  termes  consécutifs  d'une  progression  géométrique,  ou 
l'équation  à  deux  termes  qui  l'exprime.  En  la  rapportant  aux 
termes  inférieurs  d'une  unité,  il  la  multiplie  dans  cet  état  par 
un  facteur  constant,  et  il  retranche  le  produit  de  Téquation  pri- 
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mitive.  Par  là,  il  obtient  une  équation  entre  trois  termes  consé- 
cutifs de  la  progression  géométrique.  Moivre  considère  ensuite 
une  seconde  progression  dont  la  raison  des  termes  est  le  facteur 
même  qu  il  vient  d'employer.  Il  diminue  pareillement  d'une  unité 
l'indice  des  termes  de  l'équation  de  cette  nouvelle  progression  : 
dans  cet  état,  il  la  multiplie  par  la  raison  des  termes  de  la  pre- 
mière progression ,  et  il  retranche  le  produit  de  l'équation  de  la 
seconde  progression,  ce  qui  lui  donne,  entre  trois  termes  consé- 
cutifs de  cette  progression,  une  relation  entièrement  semblable  à 
celle  qu'il  a  trouvée  pour  la  première  progression.  Puis  il  observe 
que,  si  l'on  ajoute  terme  à  terme  les  deux  progressions,  la  même 
relation  subsiste  entre  trois  quelconques  de  ces  sommes  consécu- 
tives. Il  compare  les  coefficients  de  cette  relation  à  ceux  de  la 
relation  des  termes  de  la  suite  récurrente  proposée,  et  il  trouve, 
pour  déterminer  les  rapports  des  deux  progressions  géométriques, 
une  équation  du  second  degré  dont  les  racines  sont  ces  rapports. 
Par  là,  Moivre  décompose  la  suite  récurrente  en  deux  progressons 
géométriques  multipliées  chacune  par  une  constante  arbitraire 
qu'il  détermine  au  moyen  des  deux  premiers  termes  de  la  suite 
récurrente.  Ce  procédé  ingénieux  est,  au  fond,  celui  que  d'Alem- 
bert  a  depuis  employé  pour  l'intégration  des  équations  linéaires 
aux  différences  infiniment  petites  à  coefficients  constants,  et  que 
Lagrange  a  transporté  aux  équations  semblables  à  différences 
finies. 

Ensuite  j'ai  considéré  les  équations  linéaires  aux  différences 
partielles  finies,  d'abord  sous  la  dénomination  de  suites  récurro- 
récurrentes,  et  après  sous  leur  dénomination  propre.  La  manière 
la  plus  générale  et  la  plus  simple  d'intégrer  toutes  ces  équations 
me  parait  être  celle  que  j'ai  fondée  sur  la  considération  des  fonc^ 
tions  génératrices  dont  voici  l'idée. 

Si  l'on  conçoit  une  fonction  A  d'une  variable  t,  développée  dans 
une  série  ascendante  par  rapport  aux  puissances  de  celte  variable. 
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le  coefficient  de  Tune  quelconque  de  ces  puissances  sera  une 
fonction  de  fexposant  ou  indice  de  cette  puissance.  A  est  ce  que 
je  nomme  fonction  génératrice  de  ce  coefficient  ou  de  la  fonction 
de  l'indice. 

Maintenant,  si  Ton  multiplie  la  série  A  par  une  fonction  linéaire 
de  la  même  variable  t,  telle,  par  exemple,  que  Tunité  plus  deux 
fois  cette  variable ,  le  produit  sera  une  nouvelle  fonction  généra- 
trice dans  laquelle  le  coefficient  d'une  puissance  quelconque  de 
la  variable  sera  égal  au  coefficient  de  la  même  puissance  dans  A, 
plus  au  double  du  coefficient  de  la  puissance  inférieure  d'une 
unité.  Ainsi  la  fonction  de  findice,  dans  le  produit,  égalera  la 
fonction  de  findice  dans  A,  plus  le  double  de  cette  même  fonction 
dans  laquelle  Findice  est  diminué  de  l'unité.  Cette  fonction  de 
findice  dans  le  développement  du  produit  est  ainsi  une  dérivée 
de  la  fonction  de  findice  dans  A,  dérivée  que  Ton  peut  exprimer 
par  une  caractéristique  5,  placée  devant  cette  dernière  fonction. 
La  dérivation  indiquée  par  la  caractéristique  dépend  du  multi- 
plicateur de  A,  que  nous  désignerons  par  B,  et  que  nous  sup- 
poserons développé  comme  A  par  rapport  aux  puissances  de  la 
variable  t. 

Si  fon  multiplie  de  nouveau  par  B,  le  produit  de  A  par  B,  ce 
qui  revient  à  multiplier  A  par  le  carré  de  B;  on  formera  une 
troisième  fonction  génératrice  dans  laquelle  le  coefficient  d'une 
puissance  quelconque  de  t  sera  une  dérivée  semblable  du  coeffi- 
cient correspondant  du  produit  précédent;  on  pourra  donc  f ex- 
primer par  la  même  caractéristique  5 ,  placée  devant  la  dérivée 
précédente;  et  alors  cette  caractéristique  sera  deux  fois  écrite  de- 
vant le  coefficient  correspondant  de  la  série  A.  Mais,  au  lieu  de 
récrire  ainsi  deux  fois,  on  lui  donne  pour  exposant  le  nombre 
deux. 

En  continuant  ainsi,  on  voit  généralement  que,  si  fon  multi- 
plié A  par  la  puissance  n  de  B ,  on  aura  le  coefficient  d'une  puis- 
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sance  quelconque  de  la  variable  t  dans  le  produit,  en  plaçant 
devant  le  coefficient  correspondant  de  A  la  caractéristique  5 ,  avec 
n  pour  exposant. 

Supposons  que  B  soit  Tunité  divisée  par  t;  alors,  dans  le  pro- 
duit de  A  par  B,  le  coefficient  d'une  puissance  de  cette  variable 
sera  le  coefficient  d'une  puissance  supérieure  d'une  unité  dans  A; 
d'où  il  suit  que,  dans  le  produit  de  A  par  la  puissance  /i  de  B, 
ce  coefficient  sera  celui  de  la  puissance  supérieure  de  n  unités 
dans  A. 

Désignons  par  C,  l'unité  divisée  par  la  variable  t,  moins  un; 
alors,  dans  le  produit  de  A  par  C,  le  coefficient  d'une  puissance 
de  la  variable  sera  le  coefficient  de  sa  puissance  supérieure  d'une 
unité  dans  la  série  A,  moins  le  coefficient  de  cette  puissance  dans 
la  même  série  ;  il  sera  donc  la  différence  finie  de  ce  dernier  coeffi- 
cient dans  lequel  on  fait  varier  l'indice  de  l'unité.  Ainsi,  dans  le 
produit  de  A  par  la  puissance  w  de  C,  le  coefficient  sera  la  diffé- 
rence n}^  du  coefficient  correspondant  de  A. 

B  étant  ici  égal  à  l'unité  plus  G,  la  puissance  n  de  B  est  iden- 
tiquement égale  à  la  même  puissance  du  binôme,  un  plus  C.  En 
multipliant  donc  par  A  ces  deux  puissances,  les  deux  produits 
seront  identiques.  Or,  dans  le  produit  de  A  par  la  puissance  n 
de  B,  le  coefficient  d'une  puissance  quelconque  de  la  variable  t 
est,  comme  on  l'a  vu,  le  coefficient  de  la  puissance  supérieure 
de  71  unités  dans  A;  il  est  donc  la  fonction  de  l'indice  augmenté 
du  nombre  ti.  Dans  le  produit  de  A  par  le  développement  du 
binôme,  un  plus  C,  on  aura,  par  ce  qui  précède,  les  coefficients 
correspondants,  en  écrivant,  au  lieu  des  produits  de  A  par  les 
puissances  successives  de  C,  les  différences  successives  de  la  fonc- 
tion de  l'indice  dans  A,  et  en  multipliant  par  cette  fonction  le  terme 
indépendant  de  C.  On  aura  donc  une  fonction  quelconque  de 
l'indice,  augmenté  de  l'indéterminée  n,  exprimée  par  les  coeffi- 
cients de  la  puissance  n  du  binôme,  un  plus  un,  multipliés  res- 

TOMB   TU,  B 


XXXIV  INTRODUCTION, 

pectivement  par  la  fonction  elle-même  et  par  ses  différences 
successives,  ce  qui  donne  l'interpolation  des  séries  au  moyen  des 
différences  de  leurs  termes  consécutifs,  en  considérant  Tindéler- 
minéè  n  comme  fractionnaire. 

L'équation  identique,  B  égale  G  plus  un,  donne  Téquation 
identique  C  égale  B  moins  un.  En  élevant  à  la  puissance  n  les  deux 
membres  de  cette  dernière  égalité,  et  multipliant  par  A  ces  deux 
puissances;  dans  le  produit  de  A  par  la  puissance  n  de  C ,  le  coeffi- 
cient d'une  puissance  donnée  de  la  variable  t  sera  la  différence 
finie  n"^  du  coefficient  de  la  même  puissance  dans  A.  Dans  le 
produit  de  A,  par  le  développement  de  la  puissance  n  du  binôme, 
B  moins  un  ;  le  coefficient  de  la  puissance  donnée  de  la  variable 
sera  la  somme  des  termes  de  ce  développement,  multipliés  res- 
pectivement par  les  valeurs  du  coefficient  de  la  même  puissance 
dans  A,  lorsqu'on  fait  croître  successivement  l'indice  de  ce  coeffi- 
cient des  quantités  n,  n  moins  un,  n  moins  deux,  etc.  ce  qui  donne 
la  différence  finie  /i"*"**  d'une  fonction  de  l'indice,  au  moyen  des 
valeurs  successives  de  cette  fonction. 

S  désignant  la  dérivée  du  coefficient  d'une  puissance  donnée 
de  la  variable  l  dans  A,  relative  au  multiplicateur  B;  désignons 
par  la  caractéristique  A,  la  dérivée  relative  au  multiplicateur  C. 
Si,  dans  l'équation  B  égale  C  plus  un,  on  substitue  S  au  lieu  de  B, 
et  A  au  lieu  de  C,  par  ce  qui  précède,  en  élevant  les  deux  membres 
de  cette  équation  à  la  puissance  w,  il  y  aura  toujours  égalité, 
pourvu  que,  dans  chaque  terme  du  développement,  on  place  le 
coefficient  de  la  puissance  donnée  de  la  variable  dans  A,  ou  la 
fonction  de  l'indice,  à  la  suite  de  chaque  puissance  des  caracté- 
ristiques, et  que  l'on  multiplie,  par  cette  fonction,  le  terme  indé- 
pendant des  caractéristiques.  La  même  chose  a  lieu  dans  l'équa- 
tion, C  égale  B  moins  un,  et  encore  dans  l'équation,  B  moins  C 
égale  un.  En  substituant  S  et  A  au  lieu  de  B  et  de  C ,  et  élevant 
les  deux  membres  de  cette  dernière  équation  à  la  puissance  n 


INTRODUCTION.  xxxv 

en  développant  ensuite  le  premier  membre,  Tégalité  subsistera, 
pourvu  que,  dans  chaque  terme,  on  place  la  fonction  de  Tindice 
à  la  suite  des  puissances  des  caractéristiques  d  et  A,  et  des  pro- 
duits de  ces  puissances  ;  et  que  Ton  écrive  cette  fonction ,  au  lieu 
de  Tunité,  dans  le  second  membre;  ce  qui  donne  une  expression 
de  cette  fonction,  au  moyen  de  ses  valeurs  successives  et  de  ses 
différences. 

Si  l'on  applique  les  mêmes  considérations  à  d'autres  valeurs  des 
multiplicateurs  B  et  C,  on  est  conduit  à  ce  résultat  général: 
quelles  que  soient  les  fonctions  de  la  variable  t,  représentées  par 
B  et  C,  on  peut,  dans  le  développement  de  toutes  les  équations 
identiques  qui  peuvent  être  formées  entre  elles,  substituer  au  lieu 
de  ces  fonctions  les  caractéristiques  correspondantes  ^  et  A, 
pourvu  que  Ion  écrive  la  fonction  de  l'indice  à  la  suite  des  puis- 
sances ou  des  produits  de  puissances  des  caractéristiques,  et  que 
l'on  multiplie,  par  cette  fonction,  les  termes  indépendants  des 
caractéristiques.  En  effet,  il  est  visible  que  si,  dans  un  terme 
quelconque  du  développement  de  l'équation  entre  B  et  C ,  dont 
il  s'agit,  r  est  la  puissance  de  B,  et  r  celle  de  C,  il  faut,  pour 
repasser  des  fonctions  génératrices  à  leurs  coefficients,  écrire  5  au 
lieu  de  B,  A  au  lieu  de  C,  et  placer  le  produit  des  puissances 
r  et  r  de  ces  caractéristiques,  devant  la  fonction  de  l'indice. 

On  doit  observer  ici  que  les  équations  entre  les  caractéristiques 
sont  identiques,  comme  les  équations  correspondantes  entre  B  et  C. 
Ainsi  la  fonction  de  l'indice  augmenté  de  l'indéterminée  n,  par  une 
série  de  différences,  est  identique  avec  cette  série  :  elle  n'est,  au 
fond,  que  cette  fonction  transformée.  Mais  c'est  dans  ces  trans- 
formations que  résident  le  pouvoir  de  l'analyse  et  ses  avantages. 
Si,  par  exemple,  la  nature  d'une  question  conduit  à  regarder 
comme  nulle  la  différence  troisième  d'une  fonction ,  alors  la  série 
précédente  se  termine  et  devient  la  fonction  de  n,  qui  satisfait  à 
cette  condition,  et  qui,  par  conséquent,  est  l'intégrale  de  l'équa- 
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tion  que  ron  obtient,  en  égalant  à  zéro  la  troisième  différence  de 
la  fonction.  Cette  intégrale  renferme,  comme  constantes  arbi- 
traires,  la  fonction  de  l'indice  et  ses  différences  première  et  se- 
conde, relatives  au  cas  de  n  nul. 

Convenons  maintenant  que  A  soit  une  fonction  de  deux  va- 
riables t  et  t\  développée  dans  une  série  ordonnée  par  rapport 
aux  puissances  et  aux  produits  de  puissances  de  ces  variables;  le 
coefficient  du  produit  de  deux  puissances  quelconques  sera  une 
fonction  des  indices  de  ces  puissances ,  dont  A  sera  la  fonction 
génératrice. 

Multiplions  A  par  une  fonction  B  des  deux  variables  t  et  t\ 
développée  par  rapport  aux  puissances  et  aux  produits  de  ces 
variables ,  telle ,  par  exemple ,  que  la  première  variable ,  plus  la 
seconde,  moins  deux;  le  produit  sera  une  nouvelle  fonction  gé- 
nératrice dans  laquelle  le  coefficient  du  produit  de  deux  puis- 
sances quelconques  n  et  n  des  mêmes  variables  sera  égal  à  ce 
même  coefficient  dans  A,  en  y  diminuant  d'une  unité  l'indice  n 
de  la  première  variable ,  plus  à  ce  même  coefficient  dans  lequel 
on  diminue  d'une  unité  l'indice  n'  de  la  seconde  variable ,  moins 
le  double  de  ce  coefficient.  On  pourra  exprimer  ce  nouveau  coeffi- 
cient par  une  caractéristique  3  placée  devant  le  coefficient  de  A. 
On  verra,  comme  ci-dessus,  que  le  coefficient  correspondant  dans 
le  produit  de  A,  par  une  puissance  quelconque  de  B ,  sera  ex- 
primé par  cette  caractéristique  toujours  placée  devant  le  coeffi- 
cient de  A,  et  à  laquelle  on  donne  pour  exposant  celui  de  la 
puissance  de  B.  De  là  résultent  des  théorèmes  analogues  à  ceux 
qui  sont  relatifs  aux  fonctions  d'une  seule  variable. 

On  pourra  développer,  d'une  manière  semblable,  une  fonction 
quelconque  dé  deux  indices  augmentés  respectivement  des  indé- 
terminées n  et  n,  dans  une  série  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 
sances d'une  caractéristique  :  montrons-le  par  un  exemple.  Pour 
cela ,  conservons  à  B  la  valeur  que  nous  venons  de  lui  supposer. 
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Dans  ce  cas,  la  première  variable  sera  identiquement  égale  au 
trinôme,  deux  moins  la  seconde  variable  plus  B;  la  première  va- 
riable, élevée  à  la  puissance  n  prise  en  moins ,  sera  donc  égale  à  ce 
trinôme  élevé  à  la  même  puissance.  Multiplions  les  deux  membres 
de  cette  égalité  par  la  série  A,  divisée  par  la  puissance  n  de  la 
seconde  variable,  et  développons  le  second  membre.  En  repassant 
des  fonctions  génératrices  à  leurs  coefficients ,  celui  du  produit  de 
deux  puissances  données  des  variables  dans  le  premier  membre 
sera  ce  que  devient  le  coefficient  du  même  produit  dans  A,  lors- 
qu'on augmente  ses  indices,  respectivement,  des  indéterminées  n 
et  n.  Dans  un  terme  quelconque  du  développement  du  second 
membre ,  le  coefficient  du  même  produit  sera  ce  que  ce  terme 
devient,  en  y  substituant  au  lieu  de  B,  ô  a£Pecté  du  même  expo- 
sant et  placé  devant  le  coefficient  de  A,  dans  lequel  on  diminue 
le  second  indice  de  l'exposant  de  la  seconde  variable  que  l'on  sup- 
prime. Chaque  terme,  indépendant  de  B,  doit  être  multiplié  par 
le  coefficient  de  A,  dans  lequel  le  second  indice  est  pareillement 
diminué  de  l'exposant  de  la  seconde  variable  que  Ton  supprime 
encore.  On  aura  ainsi  une  fonction  des  indices  augmentés  respec- 
tivement de  n  et  de  n,  par  une  suite  de  puissances  successives 
de  3  placées  devant  la  fonction  dans  laquelle  le  second  indice  sera 
seul  variable. 

Si  la  fonction  des  indices  est  telle  qu'aflFectée  de  la  caractéris- 
tique B,  elle  devienne  nulle;  alors  le  second  membre  se  réduit  à 
une  suite  de  termes  multipliés  par  la  fonction  des  indices  dont 
le  second  varie  seuL  Cette  fonction  est  le  dévdoppement  du  bi- 
nôme, deux  moins  un,  élevé  à  la  puissance  n  prise  en  moins  ;  les 
termes  successifs  de  ce  développement  devant  être  multipliés  res- 
pectivement par  la  fonction  des  indices ,  dans  laquelle  on  fait 
croître  successivement  le  second  indice,  des  quantités  n\  n  moins 
un,  n  moins  deux,  etc.  En  considérant  donc  comme  fonction  des 
deux  indéterminées  n  et  n,  la  fonction  précédente  dans  laquelle 
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les  indices  sont  augmentés  de  n  et  de  n,  cette  fonction  sera  donnée 
par  le  développement  du  binôme,  deux  moins  un ,  élevé  à  la  pub- 
sance  n  prise  en  moins,  en  multipliant  respectivement  les  termes 
de  ce  développement,  par  la  même  fonction  dans  laquelle  on  doit 
faire  n  nul,  et  n  successivement  égal  à  n\  n'  moins  un,  n  moins 
deux,  etc.  :  la  fonction  de  n  nul  et  de  n  est  une  fonction  arbitraire 
de  n,  qui  doit  être  déterminée  par  les  conditions  du  problème. 
Telle  est  donc  l'intégrale  de  Téquation  aux  difiFérences  partielles, 
représentée  par  l'égalité  à  zéro,  de  S  placé  devant  une  fonction 
de  n  et  de  n;  et  il  est  clair  que,  pour  cette  égalité,  la  fonction 
des  indices  dans  A  doit  être  telle  qu'en  y  diminuant  l'indice  n  de 
Tunité,  en  l'ajoutant  à  cette  fonction  dans  laquelle  n  est  diminué 
de  l'unité,  en  retranchant  de  cette  somme  le  double  de  la  fonction 
elle-même,  le  reste  soit  nul;  ce  qui  donne  la  fonction  de  n  et 
de  n,  égale  à  la  moitié  de  cette  fonction  dans  laquelle  n  est  dimi- 
nué de  l'unité,  plus  à  la  moitié  de  la  même  fonction  dans  laquelle 
n  est  diminué  de  l'unité.  C'est  l'équation  aux  différences  partielles, 
représentée  par  la  condition  de  S  nul. 

Cette  équation  est  celle  à  laquelle  on  est  conduit  par  la  consi- 
dération du  problème  proposé  par  Pascal  à  Fermât,  et  dont  nous 
avons  parié  ci-dessus  :nei  n  sont  ici  les  coups  qui  manquent  au 
premier  et  au  second  joueur  pour  gagner  la  partie  ;  et  la  fonction 
de  ces  indices  est  la  probabilité  qu'elle  sera  gagnée  par  le  premier 
joueur.  Cette  probabilité  devient  l'unité,  lorsque  ti  est  nul,  et 
jamais  n  étant  nul,  n  ne  peut  être  zéro,  ou  négatif;  en  sorte  qu'il 
faut  rejeter  de  l'intégrale  précédente  tous  les  termes  dans  lesquels 
cela  existe.  De  là  il  suit  que  la  probabilité  du  premier  joueur, 
pour  gagner  la  partie,  est  égale  aux  n  premiers  termes  du  bi- 
nôme, deux  moins  un,  élevé  à  la  puissance  n  prise  en  moins. 
Telle  est  la  solution  générale  de  ce  problème. 

De  plus  amples  développements  de  la  méthode  que  nous  ve- 
nons d'exposer  seraient  difficilement  entendus  sans  le  secours  de 
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fanalyse.  Nous  observerons  seulement  que  A,  exprimant  une  fonc- 
tion de  la  variable  t,  développée  en  série,  B  étant  Tunité  divisée 
par  la  variable,  moins  un,  et  C  étant  Tunité  divisée  par  la  puis- 
sance i  de  la  variable,  moins  un;  le  produit  de  Â,  par  une  puis- 
sance quelconque  n  de  B ,  sera  la  fonction  génératrice  des  diffé- 
rences n^"^  des  coefficients  de  la  série  A ,  Tindice  variant  de  l'unité  : 
le  produit  de  A  par  une  puissance  n  de  C  sera  la  fonction  géné- 
ratrice des  différences  n'^^'^des  mêmes  coefficients,  l'indice  variant 
de  i.  Ainsi  S  et  A  étant  supposés  être  les  caractéristiques  corres- 
pondantes à  B  et  à  C,  toutes  les  équations  identiques  que  l'on  peut 
former  entre  B  et  C  donneront,  en  y  changeant  ces  quantités 
dans  leurs  caractéristiques,  autant  d'équations  identiques  entre 
ces  caractéristiques,  pourvu  que,  dans  le  développement  de  ces 
équations,  on  place  les  puissances  et  les  produits  de  puissances 
de  ces  caractéristiques  devant  la  fonction  de  l'indice. 

Si  ce  développement  donne  aux  caractéristiques  des  exposants 
négatifs,  elles  indiqueront  alors  des  intégrales  finies.  En  effet,  le 
produit  de  A  par  la  puissance  n  de  B,  étant  la  fonction  génératrice 
des  différences  n"^'  des  coefficients  de  A,  ces  coefficients  sont  les 
intégrales  n**"^  des  coefficients  de  la  fonction  génératrice  que 
forme  ce  produit;  d'où  il  suit  qu'une  fonction  génératrice,  mul- 
tipliée par  B,  élevé  à  la  puissance  n  prise  en  moins,  est  la  fonction 
génératrice  des  intégrales  nf^"^'  des  coefficients  de  cette  fonction. 
Les  puissances  négatives  de  S,  placées  devant  ces  coefficients, 
indiquent  par  conséquent  des  intégrales;  ce  qui  donne  la  raison 
de  l'analogie  observée  entre  les  puissances  positives  et  les  diffé- 
rences, et  entre  les  puissances  négatives  et  les  intégrales. 

Il  est  facile  de  voir  que  C  est  égal  à  la  puissance  i  du  binôme, 
un  plus  B,  en  retranchant  l'unité  de  cette  puissance.  Si  l'on  élève 
à  la  puissance  n  les  deux. membres  de  cette  égaUté,  elle  subsistera 
toujours ,  quels  que  soient  n  et  son  signe  :  en  changeant  B  et  C 
dans  leurs  caractéristiques  S  et  A ,  et  en  observant  que  les  carac- 
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téristiques  négatives  expriment  des  intégrales,  on  aura,  par  ie 
développement  du  second  membre,  les  différences  et  les  inté- 
grales dans  lesquelles  Tindice  varie  d*une  quantité  quelconque  i, 
par  une  suite  de  différences  et  d'intégrales  dans  lesquelles  Tindice 
varie  de  Tunité.  Si  Ton  suppose  i  infiniment  petit,  les  résultats 
subsisteront  toujours  et  se  simplifieront,  en  rejetant  les  infiniment 
petits  d'un  ordre  supérieur  à  celui  que  Ton  conserve.  Ces  passages 
du  fini  à  Tinfiniment  petit  ont  l'avantage  d'éclairer  les  points  dé- 
licats de  l'analyse  infinitésimale  qui  ont  été  l'objet  de  grandes 
discussions  parmi  les  géomètres.  C'est  ainsi  que  j'ai  démontré  la 
possibilité  d'introduire  des  fonctions  discontinues,  dans  les  inté- 
grales des  équations  aux  différentielles  partielles,  pourvu  que  la 
discontinuité  n'ait  lieu  que  pour  les  différentielles  des  fonctions, 
de  l'ordre  de  ces  équations.  Les  résultats  transcendants  du  calcul 
sont,  comme  toutes  les  abstractions  de  l'entendement,  des  signes 
généraux  dont  on  ne  peut  connaîti^e  la  véritable  étendue  qu  en 
remontant  par  l'analyse  métaphysique  aux  idées  élémentaires  qui 
y  ont  conduit,  ce  qui  présente  souvent  de  grandes  difficultés;  car 
l'esprit  humain  en  éprouve  moins  encore  a  se  porter  en  avant  qu'à 
se  replier  sm*  lui-même. 

Le  passage  du  fini  à  l'infiniment  petit  répand  un  grand  jour 
sur  la  métaphysique  du  calcul  différentiel.  On  voit  clairement,  par 
ce  passage,  que  ce  calcul  n'est  que  la  comparaison  des  coefficients 
des  mêmes  puissances  des  différentielles,  dans  le  développement 
en  série,  de  fonctions  identiquement  égales  des  indices  augmentés 
respectivement  de  différentielles  indéterminées.  Les  quantités  que 
l'on  néglige  comme  infiniment  petites  d'un  ordre  supérieur  à  celui 
que  l'on  conserve,  et  qui  semblent,  par  cette  omission,  ôter  à  ce 
calcul  la  rigueur  de  l'algèbre,  ne  sont  que  des  puissances  de  ces 
différentielles,  supérieures  aux  puissances  dont  on  compare  les 
coefficients,  et  qui,  par  là,  doivent  être  rejetées  de  cette  compa- 
raison ,  en  sorte  que  le  calcul  différentiel  a  toute  l'exactitude  des 
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autres  opérations  algébriques.  Mais,  dans  ses  applications  à  ia 
géométrie  et  à  la  mécanique,  il  est  indispensable  d'introduire  le 
principe  des  limites.  Par  exemple,  la  soutangente  d'une  courbe 
étant  la  limite  géométrique  de  la  sousécante ,  ou  la  ligne  dont 
celle-ci  approche  sans  cesse,  à  mesure  que  les  points  d'intersection 
de  la  sécante  avec  la  courbe  se  rapprochent,  l'expression  analy- 
tique de  la  soutangente  doit  être  pareillement  la  limite  de  lexpres- 
sion  analytique  de  la  sousécante;  elle  est,  par  conséquent,  égale 
au  premier  terme  de  cette  dernière  expression  développée  suivant 
les  puissances  de  l'intervalle  qui  sépare  les  ordonnées  des  deux 
points  d'intersection. 

On  peut  encore  envisager  la  tangente ,  comme  la  droite  dont 
l'équation  approche  le  plus  de  celle  de  la  courbe  près  du  point 
de  contingence.  L'ordonnée  de  cette  courbe  étant  une  fonction 
de  l'abscisse,  si,  à  partir  de  ce  point,  on  fait  croître  l'abscisse 
d'une  quantité  indéterminée,  suivant  les  puissances  de  laquelle  la 
fonction  soit  développée ,  il  est  visible  que  la  somme  des  deux 
premiers  termes  de  ce  développement  sera  l'ordonnée  de  la  droite 
la  plus  approchante  de  la  courbe;  elle  sera,  conséquemment, 
l'ordonnée  de  la  tangente ,  et  le  coefficient  de  l'indéterminée  dans 
le  second  terme  exprimera  le  rapport  de  l'ordonnée  à  la  soutan- 
gente. Il  est  facile  de  prouver,  par  le  principe  des  limites,  que 
toute  autre  droite,  menée  par  le  point  de  contingence,  entrerait 
dans  la  courbe  près  de  ce  point. 

Cette  manière  singulièrement  heureuse  de  parvenir  à  l'expres- 
sion des  soutangentes  est  due  à  Fermât,  qui  l'a  étendue  aux 
courbes  transcendantes.  Ce  grand  géomètre  exprime,  par  la  carac- 
téristique E,  l'accroissement  de  l'abscisse;  et,  en  ne  considérant 
que  la  première  puissance  de  cet  accroissement,  il  détermine 
exactement,  comme  on  le  fait  par  le  calcul  diflFérentiel,  les  sou- 
tangentes des  courbes,  leurs  points  d'inflexion,  les  maxima  et 
minima  de  leurs  ordonnées,  et  généralement  ceux  des  fonctions 
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rationnelles.  On  voit  même  par  sa  belle  solution  du  problème  de 
la  réfraction  de  la  lumière,  insérée  dans  le  Recueil  des  lettres  de 
Descartes,  qu  il  savait  étendre  sa  méthode  aux  fonctions  irration- 
nelles, en  se  débarrassant  des  irrationnalités  par  l'élévation  des 
radicaux  aux  puissances.  On  doit  donc  regarder  Fermât  comme 
le  véritable  inventeur  du  calcul  différentiel.  Newton  a  depuis  rendu 
ce  calcul  plus  analytique,  dans  sa  Méthode  des  fluxions,  et  il  en 
a  simplifié  et  généralisé  les  procédés  par  son  beau  théorème  du 
binôme.  Enfin,  presqu'en  même  temps,  Leibnitz  a  enrichi  le  cal- 
cul différentiel  d'une  notation  qui,  en  indiquant  le  passage  du 
fini  à  Tinfiniment  petit,  réunit  à  l'avantage  d'exprimer  les  résultats 
généraux  de  ce  calcul,  celui  de  donner  les  premières  valeurs  ap- 
prochées des  différences  et  des  sommes  des  quantités,  notation 
qui  s'est  adaptée  d'elle-même  au  calcul  des  différentielles  par- 
tielles. 

On  est  souvent  conduit  à  des  expressions  qui  contiennent  tant 
de  termes  et  de  facteurs,  que  les  substitutions  numériques  y  sont 
impraticables.  C'est  ce  qui  a  lieu  dans  les  questions  de  probabilités 
lorsque  l'on  considère  un  grand  nombre  d'événements.  Cependant 
il  importe  alors  d'avoir  la  valeur  numérique  des  formules ,  pour 
connaître  avec  quelle  probabilité  les  résultats  que  les  événements 
développent  en  se  multipliant  sont  indiqués.  Il  importe  surtout 
d'avoir  la  loi  suivant  laquelle  cette  probabilité  approche  sans  cesse 
de  la  certitude,  qu'elle  finirait  par  atteindre  si  le  nombre  des  évé- 
nements devenait  infini.  Pour  y  parvenir,  je  considérai  que  les 
intégrales  définies  de  différentielles  multipliées  par  des  facteurs 
élevés  à  de  grandes  puissances  donnaient,  par  l'intégration,  des 
formules  composées  d'un  grand  nombre  de  termes  et  de  facteurs. 
Cette  remarque  me  fit  naître  l'idée  de  transformer  dans  de  sem- 
blables intégrales  les  expressions  compliquées  de  l'analyse  et  les 
intégrales  des  équations  aux  différences.  J'ai  rempli  cet  objet  par 
une  méthode  qui  donne  à  la  fois  la  fonction  comprise  sous  le 
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signe  intégral  et  les  limites  de  Tintégration.  Elle  offre  cela  de 
remarquable,  savoir,  que  cette  fonction  est  la  fonction  même 
génératrice  des  expressions  et  des  équations  proposées;  ce  qui 
rattache  cette  méthode  à  la  théorie  des  fonctions  génératrices  dont 
elle  est  ainsi  le  complément.  Il  ne  s  agissait  plus  ensuite  que  de 
réduire  l'intégrale  définie  en  série  convergente.  C'est  ce  que  j'ai 
obtenu  par  un  procédé  qui  fait  converger  la  série  avec  d'autant 
plus  de  rapidité  que  la  formule  qu'elle  représente  est  plus  com- 
pliquée, en  sorte  qu'il  est  d'autant  plus  exact  qu'il  devient  plus 
nécessaire.  Le  plus  souvent,  la  série  a  pour  facteur  la  racine  carrée 
du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre;  quelquefois  elle 
dépend  d'autres  transcendantes  dont  le  nombre  est  infini. 

Une  remarque  importante,  qui  tient  à  la  grande  généralité  de 
l'analyse,  et  qui  permet  d'étendre  cette  méthode  aux  formules  et 
aux  équations  à  différences  que  la  théorie  des  probabilités  pré- 
sente le  plus  fréquemment  est  que  les  séries  auxquelles  on  par- 
vient, en  supposant  réelles  et  positives  les  limites  des  intégrales 
définies,  ont  également  lieu  dans  le  cas  où  l'équation  qui  dé- 
termine ces  limites  n'a  que  des  racines  négatives  ou  imaginaires. 
Ces  passages  du  positif  au  négatif  et  du  réel  à  l'imaginaire,  dont 
j'ai  le  premier  fait  usage,  m'ont  conduit  encore  aux  valeurs  de 
plusieurs  intégrales  définies  singulières  que  j'ai  ensuite  démontrées 
directement.  On  peut  donc  considérer  ces  passages  comme  un 
moyen  de  découverte  pareil  à  l'induction  et  à  l'analogie  employées 
depuis  longtemps  par  les  géomètres,  d'abord  avec  une  extrême 
réserve,  ensuite  avec  une  entière  confiance,  un  grand  nombre 
d'exemples  en  ayant  justifié  l'emploi.  Cependant  il  est  toujours 
nécessaire  de  confirmer  par  des  démonstrations  directes  les  résul- 
tats obtenus  par  ces  divers  moyens. 

J'ai  nommé  calcul  des  fonctions  génératrices  l'ensemble  des  mé- 
thodes précédentes  :  ce  calcul  sert  de  fondement  à  l'ouvrage  que 
j*ai  publié  sous  ce  titre,  Théorie  analytique  des  probabilités.  Il  se 
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rattache  à  Tidée  simple  d'indiquer  les  multiplications  répétées 
d'une  quantité  par  elle-même,  ou  ses  puissances  entièi^es  et  posi- 
tives, en  écrivant  vers  le  haut  de  la  lettre  qui  l'exprime  les  nom- 
bres qui  marquent  les  degrés  de  ces  puissances.  Cette  notation, 
employée  par  Descartes  dans  sa  géométi*ie,  et  généralement  adoptée 
depuis  la  publication  de  cet  important  ouvrage,  est  peu  de  chose, 
surtout  quand  on  la  compare  à  la  tliéorie  des  courbes  et  des  fonc^ 
tions  variables,  par  laquelle  ce  grand  géomètre  a  posé  les  fonde- 
ments des  calculs  modernes.  Mais  la  langue  de  l'analyse,  la  plus 
parfaite  de  toutes,  étant  par  elle-même  un  puissant  instrument 
de  découvertes,  ses  notations,  lorsqu'elles  sont  nécessaires  et  heu- 
reusement imaginées,  sont  autant  de  germes  de  nouveaux  calculs  : 
c'est  ce  que  cet  exemple  rend  sensible. 

Wallis,  qui,  dans  son  ouvrage  intitulé  Arithmetica  infinitorum, 
l'un  de  ceux  qui  ont  le  plus  contribué  aux  progrès  de  l'analyse, 
s'est  attaché  spécialement  à  suivre  le  fil  de  l'induction  et  de  l'a- 
nalogie, considéra  que,  si  l'on  divise  l'exposant  d'une  lettre  par 
deux,  trois,  etc.  le  quotient  sera  suivant  la  notation  cartésienne, 
et,  lorsque  la  division  est  possible,  l'exposant  de  la  racine  carrée, 
cubique,  etc.  delà  quantité  que  représente  la  lettre  élevée  à  l'ex- 
posant dividende.  En  étendant,  par  analogie,  ce  résultat  au  cas 
où  la  division  n'est  pas  possible,  il  considéra  une  quantité  élevée 
à  un  exposant  fractionnaire  comme  la  racine  du  degré  indiqué 
par  le  dénominateur  de  cette  fraction,  de  la  quantité  élevée  à  la 
puissance  indiquée  par  le  numérateur.  Il  observa  ensuite  (jue, 
suivant  la  notation  cartésienne,  la  multiplication  de  deux  puis- 
sances d'une  même  lettre  revient  à  ajouter  leiurs  exposants,  et  que 
leur  division  revient  à  soustraire  l'exposant  de  la  puissance  divi- 
seur de  celui  de  la  puissance  dividende  lorsque  le  second  de  ces 
exposants  surpasse  le  premier.  Wallis  étendit  ce  résultat  au  cas 
où  le  premier  exposant  égale  ou  surpasse  le  second,  ce  qui  rend 
la  différence  nulle  ou  négative.  Il  supposa  donc  qu'un  exposant 
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négatif  indique  Tunité  divisée  par  là  quantité  élevée  au  même  ex-r 
posant  pris  positivement.  Ces  remarques  le  conduisirent  à  intégrer 
généralement  les  di£Pé)rentielles  monômes;  d'où  il  conclut  les  in- 
tégrales définies  don  genre  particulier  de  différentielles  binômes 
dont  lexposant  est  uïvnoriibi^e  entier  positif.  En  observant  ensuite 
la  loi  des  nombres  qui  êxpriMedt  ces  intégrales,  une  série  d'inter- 
polations et  d'inductions  heureuses ^  o^  l'ôta  aperçoit  le  germe  du 
caUul  des  ihtégrales  définies,  qui  a  tant  exercé  les  géomètres,  et 
l'une  des  bases  de  ma  nouvdle  théorie  des  probabilités,  luî  donna  le 
rapport  de  la  surface  du  cetcl^  an  cairé  de  son  diamètre  exprimé 
par  un  produit  infini  qui,  lorsqu'on  l'arrête,  resserre  ce  rapport 
dans  des  limites  de  plus  en  plus  rapprochées  :  résultat  l'un  des 
plus  singuliers  de  l'analyse.  Mais  il  est  remarquable  que  Wallis, 
qui  avait  si  bien  considéré  les  exposants  fractionnaires  des  puis- 
sances radicales,  ait  continué  de  noter  ces  puissances  comme  on 
l'avait  fait  avant  lui-  Newton ^  si  je  ne  me  trompe,  employa  le 
premier,  dans  ses  Lettres  à  Oldembourg,  la  notation  de  ces  puis- 
sances par  des  exposants  fractionnaires.  En  comparant  par  la  voie 
de  l'induction  dont  Wallis  avait  fait  un  si  bel  usage,  les  exposants 
des  puissances  du  binôme  avec  les  coefficients  des  termes  de  son 
développement,  dans  le  cas  où  cet  exposant  est  entier  et  positif, 
il  détermina  la  loi  de  ces  coefficients,  et  il  l'étendit,  par  analogie, 
aux  puissances  fractionnaires  et  négatives.  Ces  divers  résultats, 
fondés  sur  la  notation  de  Descartes,  montrent  son  influence  sur  les 
progrès  de  l'analyse.  Elle  a  encore  l'avantage  de  donner  l'idée  la 
plus  simple  et  la  plus  juste  des  logarithmes,  qui  ne  sont,  en  effet, 
que  les  exposants  d'une  grandeur  dont  les  puissances  successives, 
en  croissant  par  degrés  infiniment  petits,  peuvent  représenter 
tous  les  nombres. 

Mais  l'extension  la  plus  importante  que  cette  notation  ait  reçue 
est  celle  des  exposants  variables,  ce  qui  constitue  le  calcul  expo- 
nentiel, l'une  des  branches  les  plus  fécondes  de  l'analyse  moderne. 
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Leibnitz  a  indiqué,  îe  premier,  les  transcendantes  à  exposants 
variables,  et,  par  là,  il  a  complété  le  système  des  éléments  dont 
une  fonction  finie  peut  être  composée;  car  toute  fonction  finie 
explicite  d'une  variable  se  réduit,  en  dernière  analyse,  à  des  gran- 
deurs simples  combinées  par  voie  d'addition,  de  soustraction,  de 
multiplication  et  de  division,  et  élevées  à  des  puissances  cons- 
tantes ou  variables.  Les  racines  des  équations  formées  de  ces  élé- 
ments sont  des  fonctions  implicites  de  la  variable.  C'est  ainsi 
qu'une  variable  ayant  pour  logarithme  l'exposant  de  la  puissance 
qui  lui  est  égale,  dans  la  série  des  puissances  du  nombre  dont  le 
logarithme  hyperbolique  est  l'unité,  le  logarithme  d'une  variable 
en  est  une  fonction  implicite. 

Leibnitz  imagina  de  donner  k  sa  caractéristique  différentielle 
les  mêmes  exposants  qu'aux  grandeurs;  mais  alors  ces  exposants, 
au  lieu  d'indiquer  les  multiplications  répétées  d'une  même  gran- 
deur, indiquent  les  différentiations  répétées  d'une  même  fonction. 
Cette  extension  nouvelle  de  la  notation  cartésienne  conduisit 
Leibnitz  à  l'analogie  des  puissances  positives  avec  les  différen- 
tielles, et  des  puissances  négatives  avec  les  intégrales.  Lagrange 
a  suivi  cette  analogie  singulière  dans  tous  ses  développements; 
et,  par  une  suite  d'inductions  qui  peut  être  regardée  comme  une 
des  plus  belles  applications  que  l'on  ait  faites  de  cette  méthode, 
il  est  parvenu  à  des  formules  générales  aussi  curieuses  qu'utiles 
sur  les  transformations  des  différences  et  des  intégrales  les  unes 
dans  les  autres,  lorsque  les  variables  ont  des  accroissements  finis 
divers,  et  lorsque  ces  accroissements  sont  infiniment  petits.  Mais  il 
n'en  a  point  donné  les  démonstrations  qu'il  jugeait  difficiles.  La 
théorie  des  fonctions  génératrices  étend  à  des  caractéristiques 
quelconques  la  notation  cartésienne  :  elle  montre  avec  évidence 
l'analogie  des  puissances  et  des  opérations  indiquées  par  ces  ca- 
ractéristiques, en  sorte  qu  elle  peut  encore  être  envisagée  comme 
le  calcul  exponentiel  des  caractéristiques.  Tout  ce  qui  concerne 
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les  séries  et  Tintégration  des  équations  aux  différences  en  découle 
avec  une  extrême  facilité. 


APPLICATION  DU  CALCUL  DES  PROBABILITÉS. 
Des  jeux. 

Les  combinaisons  que  les  jeux  présentent  ont  été  Tobjet  des 
premières  recherches  sur  les  probabilités.  Dans  Tinfinie  variété 
de  ces  combinaisons,  plusieurs  d'aitre  elles  se  prêtent  avec  faci- 
lité au  calcul,  d'autres  exigent  des  calculs  plus  difficiles,  et  les 
difficultés  croissant  à  mesure  que  les  combinaisons  deviennent 
plus  compliquées,  le  désir  de  les  surmonter  et  la  curiosité  ont 
excité  les  géomètres  à  perfectionner  de  plus  en  plus  ce  genre 
d^analyse.  On  a  vu  précédemment  que  Ton  pouvait  facilement  déter- 
miner, par  la  théorie  des  combinaisons,  les  bénéfices  d'une  lote- 
rie; mais  il  est  plus  difficile  de  savoir  en  combien  de  tirages  on 
peut  parier  un  contre  un ,  par  exemple ,  que  tous  les  numéros  seront 
sortis,  n  étant  le  nombre  des  numéros ,  r  celui  des  numéros  sor- 
tant à  chaque  tirage,  et  i  le  nombre  inconnu  de  tirages,  lexpres- 
sion  de  la  probabilité  de  la  sortie  de  tous  les  numéros  dépend  de 
la  différence  finie  n^"^  de  la  puissance  i  d'un  produit  de  r  nombres 
consécutifs.  Lorsque  le  nombre  n  est  considérable,  la  recherche 
de  la  valeur  de  i,  qui  rend  cette  probabilité  égale  à  y,  devient 
impossible,  à  moins  qu'on  ne  convertisse  cette  différence  dans 
une  série  très-convergente.  C'est  ce  que  l'on  fait  heureusement 
par  la  méthode  ci-*dessus  indiquée  pour  les  approximations  des 
fonctions  de  très-grands  nombres.  On  trouve  ainsi  que,  la  loterie 
étant  composée  de  dix  mille  numéros  dont  un  seul  sort  à  chaque 
tirage,  il  y  a  du  désavantage  à  parier  un  contre  un  que  tous  les 
numéros  sortiront  dans  96767  tirages,  et  de  l'avantage  à  faire  le 
même  pari  pour  96768  tirages.  A  la  loterie  de  France,  ce  pari 
est  désavantageux  pour  85  tirages  et  avantageux  pour  86  tirages. 


xLviH  INTRODUCTION. 

Considérons  encore  deux  joueurs  A  et  B  jouant  ensemble  à 
croix  ou  pile,  de  manière  quà  chaque  coup,  si  croix  arrive,  A 
donne  un  jeton  à  B,  qui  lui  en  donne  un  si  pile  arrive  :  le  nombre 
des  jetons  de  B  est  limité,  celui  des  jetons  de  A  est  illimité,  et  la 
partie  ne  doit  finir  que  lorsque  B  n'aura  plus  de  jetons.  On  de- 
mande en  combien  de  coups  on  peut  parier  un  contre  un  que 
la  partie  sera  terminée.  L'expression  de  la  probabilité  que  la 
partie  sera  terminée  dans  un  nombre  i  de  coups  est  donnée  par 
une  suite  qui  renferme  un  grand  nombre  de  termes  et  de  fac*- 
teurs,  si  le  nombre  des  jetons  de  B  est  considérable;  la  recherche 
de  la  valeur  de  l'inconnue  i,  qui  rend  cette  suite  égale  à  7,  serait 
donc  alors  impossible,  si  l'on  ne  parvenait  pas  à  réduire  la  suite 
dans  une  série  très-convergente.  En  lui  appliquant  la  méthode 
dont  on  vient  de  parier,  on  trouve  une  expression  fort  simple 
de  l'inconnue,  de  laquelle  il  résulte  que  si,  par  exemple,  B  a 
cent  jetons,  il  y  a  un  peu  moins  d'un  contre  un  à  parier  que  la 
partie  sera  finie  en  28780  coups,  et  un  peu  plus  d'un  contre  un 
à  parier  quelle  sera  finie  dans  a 87 81  coups. 

Ces  deux  exemples,  joints  à  ceux  que  nous  avons  déjà  donnés, 
sufiisent  pour  faire  voir  comment  les  problèmes  sur  les  jeux  ont 
pu  contribuer  à  la  perfection  de  l'analyse. 

Des  inégalités  inconnues  qui  peuvent  exister  entre  les  chances 
que  Ton  suppose  égales. 

Les  inégalités  de  ce  genre  ont  sur  les  résultats  du  calcul  des 
probabilités  une  influence  sensible  qui  mérite  une  attention  par- 
ticulière. Considérons  le  jeu  de  croix  ou  pile,  et  supposons  qu'il 
soit  également  facile^  d'amener  l'une  ou  lautre  face  de  la  pièce  : 
alors  la  probabilité  d'amener  cwix  au  premier  coup  est  y,  et  celle 
de  l'amener  deux  fois  de  suite,  est  \.  Mais  s'il  existe  dans  la  pièce 
une  inégalité  qui  lasse  paraître  une  des  faces  plutôt  que  l'autre^ 
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sans  que  Ton  connaisse  quelle  est  la  face  favorisée  par  cette  iné- 
galité ;  la  probabilité  d'amener  croix  au  premier  coup  sera  tou- 
jours Y,  parce  que  dans  l'ignorance  où  l'on  est  de  la  face  que  cette 
inégalité  favorise,  autant  la  probabilité  de  l'événement  simple  est 
augmentée,  si  cette  inégalité  kii  est  favorable,  autant  elle  est  di- 
minuée si  l'inégalité  lui  est  <io&tràire.  Mais,  dans  cette  ignorance 
même,  la  probabilité  d'ameûer  c/wr  deux  fois  de  suite  est  aug- 
mentée. En  effet,  cette  probabilité  est  ceUe  d'amener  croix  au 
premier  coup,  multipliée  par  la  probabilité  que,  l'ayant  amené 
au  premier  coup,  on  l'amènera  au  second;  or  son  arrivée  au  pre- 
mier coup  est  un  motif  de  croire  que  l'inégalité  de  la  pièce  le 
favorise ,  l'inégalité  inconnue  augmente  donc  alors  la  probabilité 
d'amener  croix  au  second  coup;  elle  accroît,  par  conséquent,  le 
produit  des  deux  probabilités.  Pour  soumettre  cet  objet  au  calcul, 
supposons  que  cette  inégalité  augmente  d'un  vingtième  la  pro- 
babilité de  l'événement  simple  qu'elle  favorisa  Si  cet  événement 
est  croix,  sa  probabilité  sera  \  pluâ  ^  ou  3^,  et  la  probabilité  de 
l'amener  deux  fois  de  suite  sera  le  carré  de  ^  ou  j§J.  Si  l'événement 
favorisé  est  pile,  la  probab^ité  de  croix  sera  y  moins  ^  ou  ^,  et  la 
probabilité  de  l'amener  deux  fois  de  suite  sera  ^.  Comme  on  n'a 
d'avance  aucune  raison  de  croire  que  l'inégalité  favorise  l'un  de 
ces  événements  plutôt  que  l'autre,  il  est  clair  que,  pour  avoir  la 
probabilité  de  l'événement  composé  croix  croix,  il  faut  ajouter  les 
deux  probabilités  précédentes  et  prendre  la  moitié  de  leur  somme, 
ce  qui  donne  555  pour  cette  probabilité  qui  surpasse  -J-,  de  ^  ou  du 
carré  de  l'accroissement  ^  que  l'inégalité  ajoute  à  la  possibilité  de 
l'événement  qu'elle  favorise.  La  probabilité  d'amener  pile  pile  est 
pareillement  ^\  mais  les  probabilités  d'amener  croix  pile,  ou  pile 
croix  ne  sont  chacune  que  ^;  car  la  somme  de  ces  quatre  pro- 
babilités doit  égaler  la  certitude  ou  l'unité.  On  trouve  ainsi  gêné-- 
ralement  que  les  causes  constantes  et  inconnues,  qui  favorisent  les 
événements  simples  que  l'on  juge  également  possibles,  accroissent 
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toujours  la  probabilité  de  la  répétition  d'un  même  événement 
simple. 

Dans  un  nombre  pair  de  coups,  croix  et  pile  doivent  arriver 
tous  deux,  ou  un  nombre  pair  ou  un  nombre  impair  de  fois.  La 
probabilité  de  chacun  de  ces  cas  est -f,. si  les  possibilités  des  deux 
faces  sont  égales;  mais^  s  il  existe  entre  elles  une  inégalité  incon- 
nue, cette  inégalité  est  toujours  favorable  au  premier  cas. 

Deux  joueurs,  dont  on  suppose  les  adresses  égales,  jouent  avec 
les  conditions  qu  a  chaque  coup  celui  qui  perd  donne  un  jeton 
à  son  adversaire,  et  que  la  partie  dure  jusqu'à  ce  que  Tun  des 
joueurs  n  ait  plus  de  jetons.  Le  calcul  des  probabilités  nous  montre 
que,  pour  l'égalité  du  jeu,  les  mises  des  joueurs  doivent  être  en 
raison  inverse  de  leurs  jetons.  Mais,  s'il  existe  entre  leurs  adresses 
une  petite  inégalité  inconnue,  elle  favorise  celui  des  joueurs  qui 
a  le  plus  petit  nombre  de  jetons.  Sa  probabilité  de  gagner  la  par- 
tie augmente ,  si  les  joueurs  conviennent  de  doubler,  de  tripler 
leurs  jetons,  et  eUe  serait  y  ou  la  même  que  la  probabilité  de  l'autre 
joueur,  dans  les  cas  où  les  nombres  de  leurs  jetons  deviendraient 
infinis,  en  conservant  toujours  le  même  rapport. 

On  peut  corriger  l'influence  de  ces  inégalités  inconnues  en  les 
soumettant  elles-mêmes  aux  chances  du  hasard.  Ainsi  au  jeu  de 
croix  ou  pile,  si  l'on  a  une  seconde  pièce  que  Ton  projette  chaque 
fois  avec  la  première  ;  et  que  l'on  convienne  de  nommer  constam- 
ment croix,  la  face  amenée  par  cette  seconde  pièce,  la  probabi- 
lité d'amener  croix  deux  fois  de  suite  avec  la  première  pièce, 
approchera  beaucoup  plus  d'un  quart  que  dans  le  cas  d'une  seule 
pièce.  Dans  ce  dernier  cas,  la  différence  est  le  carré  du  petit 
accroissement  de  possibilité  que  l'inégalité  inconnue  donne  à  la 
face  de  la  première  pièce  qu'elle  favorise  :  dans  l'autre  cas,  cette 
différence  est  le  quadruple  produit  de  ce  carré,  par  le  carré 
correspondant  relatif  à  la  seconde  pièce. 

Que  l'on  jette  dans  une  urne  cent  numéros  depuis  un  jusqu'à 
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cent,  dans  Tordre  de  la  nmnération,  et,  qu  après  avoir  agité  lume^ 
pour  mêler  ces  numéros,  on  en  tire  un;  il  est  clair  que^  ^i  le 
mélange  a  été  bien  fait,*  les  probâcbilitéB' de  sortie  des  .numéros 
seront  les  mêmes.  Mms^si  littiJûrâdiât;  qu'il; ay  ait  entre  elles  de 
petites  différences  dépëmdaiifes^  de  Tordre  suivant  lequel  les  nu^ 
méros  ont  été  jetés^  dêtm  Tiit^ne;*i0n  dimiouera  considérablement 
ces  différences  eu; jetant 'dausfunec^ecoode  urne  ces  numéros 
suivant  leur  ordi^  de  ^dortîe'de  la  première  urne  ^  et  en  agitant 
ensuite  cette  seconde  uftiS' pour  î  mêler  ;ees  numéros.  Une  troi- 
sième urne,  une  quatrième,  eto^  dîintnueraient  de  plus  en  plus 
ces  (Ufférences  déjÀ  insensibles  ïdans  la  seconde  urne. 

Des  lois  de  la  probabilité'  qui  résultent  àé  la  làultiplicatîon  indéfinie  des 

Au  milieu  des  causeà  Taviables<et  inconnues  que  nous  compre^ 
nous  sous  le  nom  dp fhmajtt y  Btcfui  rendent  incertaine,  et  i^régurf 
lière  la  marche  des;  évéïaemieiits,^  on  voit  naître,  à  mesàre  qWik 
se  midtiplient,  une  ^  régularité  firappante  qui  semble  tenir  à  un 
dessein  et  que  Ton  a  conaidérée  comme  une  preuve  de  la  Provi- 
dence. Mais,  en  y  réfléchissant,  on  reconnaît  bientôt  que  cette 
régularité  nest  que  le  développement  des  possibilités  respectives 
des  événements  simples,  qui  doivent  se  présenter  plus  souvent 
lorsqu'ils  sont  plus  probables.  Concevons^  par  exemple,  une  urne 
qui  renferme  des  boules  blanches  et  des  boides  noires,  et  sup- 
posons qua  chaque  fois  que  l'on  en  tire  une  boule,  on  la  remette 
dans  l'urne  pour  procéder  à  un  nouveau  tirage.  Le  rapport  du 
nombre  des  boules  blanches  extraites,  au  nombre  des  boules 
noires  extraites,  sera  le  plus  souvent  très*irrégulier  dans  les  pre- 
miers tirages  ;  mais  les  causes  variables  de  cette  irrégularité  pro- 
duisent des  effets  alternativement  favorables  et  contraires  à  la 
marche  régulière  des  événements,  et  qui,  se  détruisant  mutuel- 
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iement  dans  lensemble  d'un  grand  nombre  de  tirages,  laiasent 
de  plus  en  plus  apercevoir  le  rapport  des  boules  blanches  aux 
boules  noires  contenues  dans  Tume,  ou  les  possibilités  respectives 
d'en  extraire  une  boule  blanche  ou  une  boule  noire  à  chaque 
tirage.  De  là  résulte  le  théorème  suivant  : 

La  probabilité  que  le  rapport  du  nombre  des  boules  blanches 
extraites,  au  nombre  total  des  boules  sorties,  ne  s'écarte  pas,  au 
delà  d'un  intervalle  donné,  du  rapport  du  nombre  des  boules 
blanches  au  nombre  total  des  boules  contenues  dans  l'urne,  ap- 
proche indéfiniment  de  la  certitude,  par  la  multiphcation  indé- 
finie des  événements ,  quelque  petit  que  l'on  suppose  cet  inter- 
valle. 

Ce  théorème,  indiqué  par  le  bon  sens,  était  difficile  à  démontrer 
par  l'analyse.  Aussi  l'illustre  géomètre  Jacques  BernouUi,  qui 
s'en  est  occupé  le  premier,  attachait-il  une  grande  importance  à 
la  démonstration  qu'il  en  a  donnée.  Le  calcul  des  fonctions  gé- 
nératrices, appliqué  à  cet  objet,  non-seulement  démontre  avec 
facilité  ce  théorème,  mais  de  plus  il  donne  la  probabilité  que 
le  rapport  des  événements  observés  ne  s'écarte  que  dans  certaines 
limites  du  vrai  rapport  de  leurs  possibilités  respectives. 

On  peut  tirer  du  théorème  précédent  cette  conséquence,  qui 
doit  être  regardée  comme  une  loi  générale,  savoir,  que  les  rap- 
ports des  efiets  de  la  nature  sont,  à  fort  peu  près,  constants  quand 
ces  e£Pets  sont  considérés  en  grand  nombre.  Ainsi,  malgré  la 
variété  des  années,  la  somme  des  productions,  pendant  un  nombre 
d'années  considérable,  est  sensiblement  la  même;  en  sorte  que 
l'homme,  par  une  utile  prévoyance,  peut  se  mettre  à  l'abri  de 
l'irrégularité  des  saisons,  en  répandant  également  sur  tous  les 
temps  les  biens  que  la  nature  distribue  d'une  manière  inégale. 
Je  n  excepte  pas  de  la  loi  précédente  les  effets  dus  aux  causes 
morales.  Le  rapport  des  naissances  annuelles  à  la  population,  et 
celui  des  mariages  aux  naissances,  n'éprouvent  que  de  très-petites 
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variations:  à  Paris,  le  nombre  des  iiaidsances'annuelkd  esta 
près  le  même;  et  j'ai  ôtaï  dipeiiqiu'à  la  p06te^  dansies  temps  ordi- 
naires, le  nombre  des- lettres  mises  afu  rsd}Ut  pai»  les  défauts 'des 
adresses  change  pea,  chaque  année;  ce^qui  a  été  pareillement 
observé  à  Londres.         j  i!.  Mii- imi   >^    i<*  •  ?         .  . 

Il  suit  encore  de  ce  rîvéorème^  que  ^  dlansiune  3érie  d'événe- 
ments indéfiniment  proloû^vil'^cttioiit  des  causes  régulières  et 
constantes  doit  TempeiHier^à  la  dongueisor  celle  t  des  causes  irré- 
gulières. C'est  ce*qm  rend 'les  gains  des  loteries  aussi  certains 
que  les  produits  de  l'agriculturev  ies  chances  qudles  se  réservent 
leur  assurant  un  bénéfice  dans  Tensemble  dun  grand  nombre  de 
mises.  Ainsi  des  chances  favorables  et  nombreuses  étant  cons- 
tamment attachées  à  l'observation  des:  principes  étemels  de  rai- 
son, de  justice  et  d'humanité^  >qui  (fendent <  et  maintiennent  les 
sociétés,  il  y  a  un  grand  avantagera'  se > conformer  à  ces  principes 
et  de  graves  inconvénientfe  à  s^en  écarter.  Que  l'on  consulte  les 
histoires  et  sa  propre  expériencev  on  y  verra  tous  ies  fûts  venir 
à  l'appui  de  ce  résultat  du  calcul;  Considères  les  heureux  efiPets 
des  institutions  fondées  sur  la  raison  et  sur  les  droits  naturels  de 
l'homme  chez  les  peuples  qui  ont  su  les  établir  et  les  conserver. 
Considérez  encore  les  avantages  que  la  bonne  foi  a  procurés  aux 
gouvernements  qui  en  ont  fait  la  base  de  leur  conduite^  et  comme 
ils  ont  été  dédommagés  des  sacrifices  qu'une  scrupuleuse^  exacti- 
tude à  tenir  ses  engagements  leur  a  coûtés.  Quel  immense  crédit 
au  dedans!  quelle  prépondérance  au  dehors  !  Voyez ^  au  contraire, 
dans  quel  abime  de  malheurs  les  peuples  ont  été  souvent  préci- 
pités par  l'ambition  et  par  la  perfidie  de  leurs  chefs.  Toutes  les 
fois  qu'une  grande  puissance,  enivrée  de  l'amour  des  conquêtes, 
aspire  à  la  domination  universelle,  le  sentiment  de  l'indépendance 
produit  entre  les  nations  menacées  une  coalition  dont  elle  devient 
presque  toujours  la  victime.  Pareillement,  au  milieu  des  causes 
variables,  qui  étendent  ou  qui  resserrent  les  divers  états,  les  li- 
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mites  naturelles,  en  agissant  comme  causes  constantes,  doivent 
finir  par  prévaloir,  H  importe  donc  à  la  stabilité,  comme  au  bon- 
heur des  empires,  de  ne  pas  les  étendre  au  delà  de  ces  limites 
dans  lesquelles  ils  sont  ramenés  sans  cesse  par  l'action  de  ces 
causes,  ainsi  que  les  eaux  des  mers,  soulevées  par  de  violentes 
tempêtes,  retotnbent  dans  leurs  bassins  par  la  pesanteur.  C'est 
encore  un  résultat  du  calcul  des  prdbabilités,  confirmé  par  de 
nombreuses  et  funestes  expériences.  L'histoire,  traitée  sous  le  point 
de  vue  de  l'influence  des  causes  constantes,  unirait,  à  l'intérêt  de 
la  curiosité,  celui  d*ofirir  aux  hommes  les  plus  utiles  leçons.  Quel'* 
quefois  on  attribue  les  effets  inévitables  de  ces  causes  à  des  cir- 
constances accidentelles  qui  n'ont  fait  que  développer  leur  action  : 
il  est,  par  exemple,  contre  la  nature  des  choses  qu'un  peuple  soit 
à  jamais  gouverné  par  un  autre,  qu'une  vaste  mer  ou  une  grande 
distance  en  sépare.  On  peut  affimer  qu'à  la  longue  cette  cause 
constante,  se  joignant  soucis  ce$se  atu;  causes  variables  qui  agissent 
dans  le  même  sens  et  que  la  suite  des  temps  développe,  finira 
par  en  trouver  d'assez  fortes  pour  rendre  au  peuple  soumis  son 
indépendance  naturelle,  ou  pour  le  réunir  à  un  état  puissant  qui 
lui  soit  contigu. 

Dans  un  grand  nombre  de  cas,  et  ce  sont  les  plus  importants 
de  l'analyse  des  hasards,  les  possibilités  des  événements  simples 
sont  inconnues,  et  nous  sommes  réduits  à  chercher,  dans  les  évé- 
nements  passés,  des  indices  qui  puissent  nous  guider  dans  nos 
conjectures  sur  les  causes  dont  ils  dépendent.  En  appliquant 
l'analyse  des  fonctions  génératrices  au  principe  exposé  ci-devant 
sur  la  probabilité  des  causes,  tirée  des  événements  observés,  on 
est  conduit  au  théorème  suivant* 

Lorsqu'un  événement  simple,  ou  composé  de  plusieurs  événe- 
ments simples^  tel  qu'une  partie  de  jeu,  a  été  répété  un  grand 
nombre  de  fois;  les  possibilités  des  événements  simples,  qui  ren- 
dent ce  que  Ton  a  observé,  ie  plus  probable,  sont  celles  que  l'ob- 
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servation  indique  avec  le  pli»  de  vraisemblance  :  à  mesure,  que 
révénement  observé  se  répète,  cette  ^vridsemblaDee  augmente  et 
finirait  par  se  confondre  ^avecla^cârlâtqdei,  siile  nombdre  des  répé^ 
titions  devenait  infini'.'         u      —    ;     >.   ;  >:       ;>    - 

Il  y  a  ici  deux  sortes  d'approximations  i>f  une  doUes  est  relative 
aux  limites  prises  de  part  et^dautee  des  possibilités  qui  donnent 
au  passé  le  plus  de  vraisemblanoe;  1  autre  iappcoximfttion  se  rap- 
porte à  la  probabilité  que  ces. possibilités  tombent  d;aiis  ces  limites. 
La  répétition  de  levén^nent' composé  accraSt  de  plus  en  plus  cette 
probabilité,  les  limitesirestaatlee: mêmes;  elle  resserre  déplus 
en  plus  Fintervalie  de  ce»  limiUesv  ia  pFobabilité  restant  la  même  : 
dans  Tinfini,  cet  intervalle  devient  nuly  ft  la  probabilité  se  change 
en  certitude.  i    ♦mî.,    r    »     - 

Si  Ton  appliq^  ee •  théorème. an ii^ppoi!t  des  naissances  des 
garçons  à  celles  des  filles^  observé  dans  les  diverses  contrées  de 
l'Europe,  on  trouve  que  ce  rapport,- partout  à  peu  près  égal  à  celui 
de  2  2  à.3 1 ,  indique,  avec  une> extrême  probabilité,  uQefdus  grande 
facilité  dans  les  Baiseances>  des?  ^gaorçons*  En  considérant  ensuite 
qui!  est  le  même  à  Napies^et^à^Pétershourg,  on  verra  qu'à  cet 
égard  l'influence  du  climat  est  insensible.  On  pouvait  donc  soup^- 
çonner,  contre  l'opinion  commune,  que  cette  supériorité  des  nais- 
sances masculines  subsiste  dans  TOrient  même.  J'avais,  en  consé- 
quence, invité  les  savants  ârançais  envoyés  en  Egypte  à  s'occuper 
de  cette  question  intéressante;  mais  la  difficulté  d'obtenir  des 
renseignements  précis  stœ  les  naissances  ne  leur  a  pas  permis  de 
la  résoudre.  Heureusement  Humboldt  n  a  point  négligé  cet  objet 
dansTimmensité  des  choses  nouvedles  qu'il  a  observées  et  recueil- 
lies en  Amérique,  avec  tant  de  sagacité,  de  constance  et  de  cou- 
rage. Il  a  retrouvé,  entre  les  tropiques,  le  même  rapport  des 
naissances  des  garçons  à  celles  des  filles*  que  l'on  observe  à  Paris, 
ce  qui  doit  faire  regarder  la  supériorité  des  naissances  masculines 
comme  une  loi  générale  de  l'espèce  humaine.  Les  lois  que  suivent 
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à  cet  égard  les  divei'ses  espèces  d'animaux  me  paraissent  dignes 
de  Tattention  des  naturalistes. 

Le  rapport  des  naissances  des  giarçons  à  celles  des  filles,  diffé- 
rant très-peu  de  lunité,  des'  nombres  même  assez  grands  de 
naissances  observées  dans  un  lieu  pourraient  offrir,  à  cet  égard, 
un  résultat  contraire  à  ia  loigénéraie^,  sans  que  Ion  fût  en  droit 
d'en  conclure  que  cette  loi  n  y  «eadste  "pas.  Pour  tirer  cette  consé* 
quence,  il  faut  employer  de:  très^rands  nombres,  et  s*assurer 
quelle  est  indiquée  avec  une;  grande^probabilité.Buffon  cite,  par 
exemple,  dans  son  Arithmétique  politique,  plusieurs  communes 
de  Bourgogne,  où  les  naissances  de&  filles  ont  surpassé  celles  des 
garçons.  Parmi  ces  communes,;  celle  de  Carcelie-le^Grignon  pré- 
sente, sur  2009  naissances  pendant  cinq  années,  1026  filles  et 
1)83  garçons.  Quoique  ces  nombres  soient  considérables,  cepen- 
dant ils  n  indiquent  une  plus  grande  possibilité  dans  les  naissances 
des  filles  qu'avec  la  probabilité^;  et  cette  probabilité,  plus  petite 
que  celle  de  ne  pas  amener  croix  quatre  fois  de  suite,  au  jeu  de 
croix  ou  pile,  n'est  pas  suffisante  pour  rechercher  la  cause  de  cette 
anomalie  qui,  selon  toute  vraisemblance ,  disparaîtrait ,  si  Ton 
suivait,  pendant  un  siècle^  les  naissances  dans  cette  commune. 

:Les  registres  des  naissances,  ^ue  l'on  tient  avec  soin  pour  as« 
surer  l'état  des  citoyens,  peuvent  servir  à  déterminer  la  population 
d'un  grand  empire,  sans  recourir  au  dénombrement  de  ses  habi- 
tants, opération  pénible  et  difficile  à  faire  avec  exactitude.  Mais 
il  faut,  pour  cela,  connaître  le  rapport  de  la  population  aux  nais- 
sances annuelles.  Le  moyen  d'y  parvenir,  le  plus  précis,  consiste 
1*"  à  choisir,  dans  l'empire,  des  départements  distribués  d'une 
manière  à  peu  près  égale  sur  toute  sa  surface,  afin  de  rendre  le 
résultat  général  indépendant  des  circonstances  locales;  3^  à  dé- 
nombrer avec  soin,  pour  une  époque  donnée,  les  habitants  de 
plusieurs  communes  dans  chacun  de  ces  départements;  S''  à  dé- 
terminer, par  le  relevé  des  naissances  durant  plusieurs  années 
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qui  précèdeat  et  Buivent  cette  épofiœ»  ie  sombre  Bdoyen  corres- 
pondant des  naissances  annndles.  Ge^  aomhre,  divisé  par  celui 
des  habitants^ donneiai  kbjnqyfiprti.da  aflôssanoes  aniMi^  à  la 
population,  dune  mamièrejdikutant'idus  sûre  que  le  dénombre- 
ment sera  plus*  consiitémbiK)  LeignaveraieiBent^  convaincu  de 
lutilité  dun aemldablft HéngdArpment^: a  bieuTOulu en  ordonner 
Texécution,  à  mapiièrt.  Ûa|ia>tn90t9  départements^  répandus  éga- 
lement sur  toute  la  Foraolcevij^.a^  fiait  cfacùx  des  communes  qui 
pouvaient  fournir  fea  ranse^gaeinsAta  èssplnspifécis.  Leurs  dé* 
ncHxtbrements  ont  donné  3pâ()6f  àôjidtyâdAB  pour  la  somme  totale 
de  leurs  habitants  au  aS  septembre  ii8aa.  Le  rdevé  des  nais- 
sances dans  ces  commuhess  t|Msnd«it  les  «anées  1800,  1801  et 
i8ost5:a  donné  ;   •  ;iit:.i  .i  .n. 

Naiisaneai;      -irii^i^axl  ^MéÉiàigé^.^c.i'. ,  •    Oéeès. 

iio3iagaîçori8;  )    '*' *  *  *^4«o37  **'  idSôSg  hommes. 

io5a87ffll«.       -       i-Mj^    .,   v     .  99448  femhiei. 

Le  rapport  de^  la ipopuiationiiauxi  «naissances  annuettes  est  donc 
jtS  ^^:  il  est  plus  grand  qutM  ne  Tavait  estimé  jusquici.  En 
multipliant,  par  ce  rapport,  le  nombre  des  naissances  annuelles 
en  France,  on  auva  la  population  de-  ce  royaume.  Mais  quelle  est 
ia^robabilité  que  la  popolaftion>  ainsi  déterminée  ne  s  écartera 
pas  de  la  véritable  an  ddà d'une  limite  donnée?  En  résolvant  ce 
problème  et  appliquant  à  sa  sofaition  lea  données  précédentes,  j  ai 
trouvé  que  le  nominje  des  naissMices  annudles  en  France,  étant 
supposé  dun  million,  ce  qui  porte  sa  population  à  ^835^8^5 
habitants,  ii  y  a  près  de  trois  cent  mille  k  paner  contre  un  que 
Terreur  de  ce  résultat  n  est  pas  d'un  demi-million. 

Le  rapport  des  naissances  des  ^rçons  à  celles  des  filles  qu  offre 
ie  relevé  précécfeat  est  celui  de  2^3  à  a  1  ;  et  les  mariages  sont  aux. 
naissances  comnie  trois  lest  à  ifuatorze.  ' 
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A  Paris,  les  baptêmes  des  en&ats  des  deux  sexes  s'écartent  un 
peu  du  raj^ort  de  23  à  3  jl.  Depuis  1745,  époque  à  laquelle  on 
a  commencé  à  distiQguer  les  sexes  sur  les  registres  des  naissances, 
jusquà  la  fiu  de  1784,  on  a  b9pti9é^4^ns  cette  capitale,  393386 
gargons  et  377555  iille^.  Le  rapport  dç  ces  deux  nombres  est  à 
peu  près  celui  de  25:  ^  ^4;  il  pmr^l^t  donc  qua  Paris  une  cause 
particulière  rapproche  de  Téga^té  les  baptêmes  des  deux  sexes. 
Si  Ton  applique  à  cet  obj^ «le. calcul  des  probabilités,  on  trouve 
qu'il  y  a  a38  à  parier  contre .^joi,  en  faveur  de  l'existence  de  cette 
cause,  ce  qui  suJOQ<t  pour  en  autoriser  la  recherche.  En  y  réflé- 
chissant, il  m'a  paru  que  la  difTérence  obsei^ée  tient  à  ce  que  les 
parents  de  la  campagne  et  des  provinces,  trouvant  quelque  avan- 
tage à  retenir  près  d'eux  les  garçons,  en  avaient  envoyé  à  l'hospice 
des  Enfants-Trouvés  de  Paris,  moips,  relativement  aux  filles,  que 
suivant  le  rapport  des  naissanpes  des.  deux  sexes.  C'est  ce  que  le 
relevé  des  registres  de  cet  hx>;sp^ce  m'a  prouvé.  Depuis  le  com- 
mencem^t  de  1 745  jusqu'à  la  fin  de  180^,  il  y  est  entré  1 63499 
garçons  et  1 594o5  filles.  Le  premier  de  ces  nombres  n'excède  que 
d'xm  tr^te*;l;uiitième  le  second ,. qu'il  aurait  dû  surpasser  au  moins 
d'un  vingt-quatrième.  Ce  qui  confirme  l'existence  de  la  cause 
assignée,  c'est  qu'en  n'ayant  point  égard  au^  enfants  trouvés,  le 
rapport  des  naissances  des  gajcçons.  à.  celles  des  filles  est  à  Paris, 
comme  dans  le  reste  de  la  France,  celui  de  9 2  à  3 1 . 

La  constance  de  la  supériorité  dçs  naissances  des  garçons  sur 
celles  d^  filles,  à  Paris  et  à  Londres,  depuis. qu'on  les  observe, 
a  paru  à  qutdques  savants  être  une  preuve  de  la  Providence,  sans 
laquelle  ils  ont  pensé  que  les  causes  irréguiières  qui  troublent 
saxks  cesse  Jla  marche  des  événements  auraient  dû  plusieurs  fois 
rendre  les  naissances  annuelles  des  fiilles,  supérieures  à  celles  des 
garçons.   ^ 

Mais,  cette  preuve  est  un  nouvel  exemple  dç  l'abus  que  l'on  a 
fait  si  souvent  des  causes  finales  qui  dispai*aiâ|sçfxt .  toujours  par 
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un  exdmen  approfondi  défs  questions  ^  lorsqubn  à  ieâ' données 
nécessaires  ponr  les  résoudriez.  Là'  constance  doùt  ii  ir'kgif  est  un 
résultat  des  causes  réçdîèl^iiq[iir donnent! 
sances  des  garçons  et  qUil^empottent'  sùr^  les  vanbmalieift- dues  au 
hasard,  lorsque  lé  nôkïibi^  ^eJsiÂÀissahcfes'annmâles  est'c^ 
rable.  La  recherche  de  la^ràbâtbilil^  qttte  cette  constance  se  main* 
tiendra  pendant  un  ktog'éÀpàlôë'cdé  temps  appartient  à  cette 
branche  de  lartdiy^' dè^'^Uéisérds^qmirefm  des  événements 
passés  à  la  probabilité^  ^deï^'^Vénettkèiiii  et^  H  en  résuite 

qu-en  partent  des  nmstoiiciëè'ciËsefvées' depuis  17  4S  jusqu'en 
1784*  il  y  a  près  de  qtiatre^  *  p^  contre  tm  qu'à  Paris  les 
naissancies  annuelles^s^i^^bbisfi^u^^  pen- 

dant un  siècle,  le&  naiissdfafc^^fté^fi&sr^il  ny  a  donc  aucune 
r&ison  de  s  étonner  quié'^ëéla^iltfëù'Hëu^péfùdartt'un  demi-siècle; 
Donnons  encoi*é  ûrf^ëkîèiô^^dti'^dé^  des  rapports 

constants  que  les  èyëriébiferfb^èSé^  itouU 

tiplient.  Concevoris  uÂé^^érîè^  d^hiés^  disposées  cih^irkiriéinenft; 
et  renfermant ,  chateunéi^iîiD(%^ê^)grèé^  de  bbufei^biknèhes 

et  noires;  les  rà|)potts^tfëi^î)iftdte'blkùches  aux  notices, MdàbiMcJés 
urnes,  poûvarit  êtt^ë'  très-dlfflffiréBlfe  le  f  origine  ret  tels,  piairéiem][^e, 
que  Tune  de  '  ces  urnes  rtè^  rétrferme- que  des  botdes  blànt^ès, 
tandis  qu'une  autre  né  bWitiferf^^é*  des  boules  noittes.  Si  ftttitîre 
une  boule  de  la  premïéré%Wiei^J>6urlà^  mettre  dans  k^ed6tartie, 
qu après  avoir  agité  céttfer'sfeèonde  urne,  afin  de  bien  mêler  la 
boule  ajoutée,  aivec  lésatttfès;  on  en  tire  une  boule  pour  la 
mettre  dans  la*  troisième' Utile;' et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  der- 
nière urne  dont  on  extrait  uïfebotde  pour  la  mettre  dans  la  pre- 
mière, et  que  Ton  recbminehce  indéfiniment  cette  série  de  tirages; 
l'analyse  des  probabilit^s'àèHs  moritrt  que  les  tàppoitè  dès  boules 
blanches  aux  noires,  dans  ces  urnes,  finiront  par  être  les  mèches  et 
égaux  au  rapport  de  la  ^è^nlé  dé  tdute^  le^  botdè!^  blanthés  à  la 
somme  de  toutes  tes  btfàlks  "ù^àireÀ^ttmtenviés  data  M  ittHés.  Ainsi 
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par  ce  mode  régiolier  de  ohaog^mefit^  rirrégoiarité  primitive  de  cefe 
rappoirtSi  disparaît  à  ia  longue  pom*:  faire  place  à  Tordre  le  jdas 
sim^ki  Maintenant^  si  entre  ctis  urne^'on  en-  intercale  de  nouveUes 
dans  ;lesqud[lfi8-ie  rapport  de  àat^mme  des 'boules  blanches  i  k 
somoaiedes  boules  noires  qu'elles' edntieiînent' diffère  du  précé- 
dent ^  en  eontinnant  indéfiniment,  suri  ensemble  de  ces  umesv 
les  extractions  que lUotis  venons  dlindiiquer y  lordre  simple,  établi 
dans  les  anciebnes  utmès ,  -  sera  \  d'abord^  troublé^ •  et  les  rappcnrts 
des  boules  blanches  •  m%'  bpules  noires  deviendront  irrégulieraip 
mais  peu  à  peu  cette  irrégularité  disparaîtra  pour  faire  place 'à 
un  nouvel  ordre,  qui  sera  enfin  celui  de  Tégalité  des  rapports 
des  boules  blanches. aax  boules  noires  contenues  dans  leswmes. 
On  peut  étendre  ces  résultats  à  toutes  les  combinaisons  de  la  na- 
ture^ dans  lesqueUestletsIomes"  constantes  dont  leurs  éléments 
sont  animés  étnblissrot  desi^nuiKies-régtdiers  dWtio  propi^  A 
faire  éclore  du  sein  m^me  4o«4htfoâi«lés'^tèmes  régis  par  des 
lois  sdmiraMies.     "•'■'   i!»i-M^n    /  ju'mj  *,;.    •.• 

-  «1^1^ 'phénomènes  quiseM^eiff^  4e 'iplw  dépendre  du  hasard 
présentent  dono,  en  se  mulf&pliantv  »tttie'ttttdânc0  à  se  rapprocher 
sans  4:éàbe  de  rapports  ^xes^^ë  biatoière  (que  si  Ton  conçoit  de 
pattet  d'autre  de  chacun  deicels^  rapporte  tfn  intervalle  aussi  petit 
que  l'Oti  voudra,  la  probabiltlé  qUQ  le  résultat  moyen  des  obser- 
vAttMis  tombe  dans  cet  intèrvaHè  fiviirâ  pariie  différer  de  la  cer- 
tittide  que  d'une  quantité  au-dessoufrde'Mute  grandeur  assignable. 
Oni peut  ainsi,  par  le  calcul  de6  probabilités,  appliqué  à  un  grand 
nombre  d'observations,  reconnaître  l'existence  de  ces  rapports. 
Mais,  avant  que  d'en  reeheMheT'  les  causes,  il  est  nécessaire^ 
pour  ne  point  s'égarer  dans  de 'Vaines  ^écmiations,  de  s  assurer 
qu'ils  sont  indiqués  (ffvectme  probabilité  qui  we^  permet  point  de 
les  >  regarda  comme  de&ànoinitlies  dues*  au  hasard.  La  théorie 
des  fonctions  géiàératrieesi  donne  ^ne  expression  très-simple  de 
cette  probabilité^*  ^p|ie>i'on^4ibtient'ieâJ^^^  lé  produit  de  la 
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di£Férentiette  de  k  qpaiHké^'  cbottliï^iiésultett;  déduit  dfnnf  grand 
nombre  dofaseirvatianfi^ Vécàite^dp  lavn^tjé,  pdr  unetcelistetnte 
moindre  qiie*fiini)bévdi^ndanto  dei  kiiiftliHrdiidao|yrailb{è]iitev  et 
élevée  à  une  piibsadce)âonrtilIex{)oia»ll  «st)(|nrâp^of(ildaTe»éré  de 
cet  écart  au*  ï3AimhÊSt)iitiBi\€haemk!ÉQvp^^  prise^rentre 

des  limites  diODriéea()>etodiiœé€t^flBDdàiihéme  iaftégidile^étendiM  k 
f  infini  positif  efcinégfatifvi^^qiiriiitepatdai^^  de 

la  vérité  est  com]drEBre*tteoci3BiiiBiites«^lj^  gébéirale 

de  la  ^  probabilité  i  des  'vèsHkâtai  iadLnpiésipaE'i>diiiî^àndi  «noinbM 
dohservaticms.-  !>•  !    .\\\rnrx\?ib  tiihvÀu'prn  e^i^^i  ni  •  •■    ."::. 

Ti^.  •:•;       i    -'îï    lub)    fiflfî')   fi'19?.  lUP  ,î/f.îvir    i    .   <.  .<      îM 

^        ApplicatHHi'  du  tiàlMl'dës ^%iK»6iB^^S><l$a  '^cÂdt^fiîë^iiataréile.  • 
.        M.   -     -    :    ...»   »M  ?/)\  ?'3is50t  h  e.JBilj.ï?/^'i  ?0D  oii.  w  <    .  »v'  .>; 
<  :  Lies  phénomène^  dek.iMlittee  sfi^Mnle^u«î«kMiy^&ti  «n^dioppéâ 
de  tant  d^  çiffcoa9t|ne«$r^)^^gikt)^(VQ^ 

perturbatrices  .yM»)éie9t^^«c«l6iue4i^eiii^^  tr6sr«Ufli«il©  :die 

les  reconnaître.  On  ne  peut  y  parvenir  qu  en  oiMll^ptttilil  ^ka 
observations  ou  -  le»  i  ei^qie^cesif .  iafi«  qutei .  le» .  effïto  i  ^é^a^gârs , 
venant  à  se»  détruira,  féeif«r©qBem«»t,|  tes^nésultate  mo3(teiifl«»»teii4 
en  évidence  ces  phéppm^^nj^rieit  ie^i«r,)éJéme*rt*|div*s/>J?lttSrAw 
observations  soc^t .  qQ«fcbi»oa«f »,  t  «t>:)mbin^  elles  fi  éoaiieiit  :  iBatre 
elles,  plus  leurs  ïrésultatq  A^pix^hmlfidéjJ4  névMiiyiOn  irettiptii 
cette  dernière  «)nditioB,pAnfel(^<)i»i^^  d^^^b^crvttlskmi, 

par  la  précision  des  fin»tani4»9n^rial<piu^  i*  «soi»  qiustl'Oi^met  » 
bien  observer;  enwîte:^<>oÀ.déle¥apif^  par  la  théoi^OfdestqM^^biiif- 
bilités,  les  rési;dtat9rfm9(feit)S'Ji9$t.plM^^ 

donnent  le  moins  de* ipri3e  àtTeiPiiewri  iMais;i(^la  net  siifiËit  p9Si;(jl 
estvde  plus^,  néçéssl^w^.^^apprécicyrilac probabilité  quelles  «erreui^^ 
de  ces  rjésuljAts  •  so«t  iepmpme«i  di^n^t tdes'  Unûteq  ^donnéfts;  Mm 
cela,  QVi  a  11  <|u!uneiconnaia(»nMunpar&kei  du, degré  d^exutsiÂtude 
obtenu.tI)es  formules  pj^presi  $fiSiobjeto60Dt^^^^ 
fectionnemefit  d«  kiH^fi$knd«deft:a^^      Hif^'il^ostihieirimpor^ 
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tant  d'ajouter  à  cette  méthode.  L^analyse  qu'dies  exigent  est  la 
plus  déHcate  et  ia  plus  difficile  de  la  théorie  des  probabilités;  c  est 
un  des  principaux  objets  de  Touvrage  que  j*ai  publié  sur  cette 
théorie^  et  dans  lequd  je  suis  parvenu  à  des  formules  de  ce  genre, 
qui  ont  lavantage  remarquable  d*étre  indépendantes  de  la  loi  de 
probabilité  des  erreurs,  et  de  ne  renfermer  que  des  quantités 
données  par  les  observations  mêmes  et  par  leurs  expressions. 

Chaque  observation  a  pour  expression  analytique  une  fonction 
des  éléments  que  l'on  veut  déterminer;  et,  si  ces  déments  sont  à 
peu  près  connus,  cette  fonction  devient  une  fonction  Hnéaire  de 
leurs  corrections.  En  l'égalant  à  l'observation  même,  on  forme 
ce  que  l'on  nomme  équation  de  condition.  Si  Ton  a  un  grand  nombre 
d'équations  semblables,  on*  les  (ïombine  de  manière  à  obtenir 
atrtant  d'équations  finales  qu'A  y  a  d'éléments,  dont  on  détermine 
eiisKttte  les  corrections  en  résolvant  cefr  équations.  Mais  quelle  eil 
ht  manière  la  pins  avantageuse' 'de  combiner  les  équation^  de 
condition  pour  obtenir  les*  équation»  finales?  Quelle  est  la  loi  de 
pn^bainlHé  des;  erreurs  dotit  les^  élémenfe  que  Ton  en  tire  sont 
entotè  stiscëptil^?  C'est  ce  que  k  théorie  des  probabilités  fait 
connaître.  Là  formation  d'une  équation  finale,  au  moyen  des 
é^ation»  de  condition ,  revient*  à  mnhipHer*  chacune  de  celles-^i 
pttr  tin  facteur  indéterminée,  et  à  réunir  ces  produits;  il  faut  donc 
choisir  le  système  des  facteurs  ^i  donne  la  pins  petite  erreur  à 
craindre.  Or,  tt  est  visible  que  si  Vôtt*  multi^piie  les  erreurs  possibles 
d*tt«  ornent  par  leurs  probalnhlé»: respectives,  le  système  le  plus 
aVanii&geux  sera  celui  dans  lequel  la  somme  de  ces  produits,  tous 
pri*  Jtoiiîtivement,  est  un  mm/mam,  car  une  erreur  positive  ou 
tiégâlîve'dteiV^tre  ëOtisidérée 'comme  une  perte.  En  formant  donc 
cette  séttfttie'*de'prOéuît#,  là?  condition  du  mïWwmm  déterminera 
le ^tèmei defâctieWb '^dil' y^  le  système  le 

phiH  atanttgetii  'On  trcWVe  ainsi  cplé  ce  syèti^e  est  celui  des 
cbeffîdéntd'deisfélëttifèttts'danâ  chaque  é(^  de  condition,  en 
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sorte  que  Ton  forme- uue  piremière:éqnationJiaaie  en  multipliant 
respectivement  chaque  équation  de  ,con<}ition  par  son  coefficient 
du  premier  élément,  et  en  r^nisçanl;  toutes  ces  équations  ainsi 
multipliées.  On  forme,  une  sçcon^^  équation  finale  en  employant 
de  même  les.  coefficient  du  second  élément,  et  ainsi  de  suite.  De 
cette  manière  les  éléments  «et  les  lois  des  phénomènes,  renfermés 
dans  le  recueil  dun  grAijid  noioJbre  d*oh»ervatioKis»  se  développent 
avec  le  plus  dévidence* 

La  probabilité  des  erreurs^  que,  chaque  élément  labse  encore 
^  crûndre,  est  proportionnelle  au  nombre  dont  le  logarithme 
hyperbolique  est  Tunité  éleyé  à  un^  puissance  égale  au  carré  de 
ierreur,  pris  en  moii)s,,;et  multif^é  par  un  coefficient  constant, 
qui  peut  être  considéré  conyxie  le. module  de  la  probabilité  des 
erreurs,  parce  que,  lenoe^r  irestant  i,a  même»  sa  probabilité  décroît 
avec. rapidité  quand  il. ^ugmepte;  en ^orte  que  l'élément  obtenu 
pèse,  si  je  puis  ainsi,  dire*  vers  1^.  vérité,  dautant  plus  que  ce 
xnodule  est  plus  grande.  Je,noj)iimeriai,par:  cette  raison,  ce  module, 
poids  de  l'élément  ou. du  xéSsi^taL  Ce  poids  esl'le  plus  girand  pos- 
sible dans  le  système  ,4«  façteur«.ie  plus  avantageux;  c  est  ce  qui 
donne  à  ce  système  la.  supériorité  sur  les  autres.  Par  une  analogie 
remarquable  de  ce .  poids  avec  ceux  des  corps^  comparés  à  leur 
centre  commun.de  gravité,  il  arrive  que  si  un  même  élément  est 
donné  par  divers  systèmes,  composés  chacun  d'un  grand  nombre 
d'observations,  le  résultat  moyen,  ie  plus  avantageux  de  leur 
ensemble,  est  la  somme  des  produits  de  chaque  ré^dtat  partiel, 
par  son  poids,  cette  somme  étant  divisée  par  celle  de  tous  les 
poids.  De  plus,,  le  poids  total  du  résultat  des  divers  systèmes  ^t 
la  somme  de  leurs  poids. partiels,  en  sorte  que  la  probabilité  des 
erreurs  du  résultat  moyen,  de  leur  ensemble  est  proportionnelle 
au  nombre  qui  a  l'unité  pour  logarithme  hyperbolique  élevé  k 
une  puissance  égale  au,  carré,  de  l'erreur,  pris  en  moins,  et  mul* 
tiplié  par  la  somme  dçJ^us.l^sppidAr  Chaque  poids;  dépend,  à  la 
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vérité,  de  la  loi  de  probabilité  des  erreurs »de  cliaque  système, 
et  presque  toujours  cette  loi  est  inconnue;  mais  je  suis  heureu- 
sement parvenu  à  éliminer  le  fatcteur  qui  la  renferme,  au  moyen 
de  la  somme  des  carrés  des  écarts  des  observations  du  système  de 
leur  résultat  moyen.  Il  serait  donc  à  désirer,  pour  compléter  nos 
connaissances  sur  les  résultats  obtenus  par  l'ensemble  d*un  grand 
nombre  d'observations,  qu  on  épâvît,  à  côté  de  chaque  résultat, 
le  poids  qui  lui  correspond;  .l'analyse. fournit,  pour  cet  objet, 
desu  méthodes  générales  et  sioipjies., Quand  on  a  ainsi  obtenu  Tex- 
ponentielle  qui  représente  }a,loi  de .  probabilité  des  erreurs,  on 
aura  la  probabilité  que  Terreur  du  résultat  est  comprise  dans  des 
limites  données,  en  prenant  .daq^i/^^  limites  l'intégrale  du  pro^ 
duit  de  cette  exponenti^e  p^r>la,flîfférenlielle  de  l'erreur,  et  en 
la  multipliant  par  k  racine  Cftcréâ, du,  poids  du  résultat,  divisé 
par  la  circonférence  dont  iû|  djan^ètfç  est  l'unité.  De  là,  il  suit 
que,  pour  une  même  probiJ^i^^^fies  erreurs  des  résultats  sont 
réciproques  aux  racines  caiixées  deil^furs  p^ids,  ce  qui  peut  servir 
à  comparer  .leurs  précisions^  i^speqtives*   . 

Pour  appliquer  cette  méthodei: avec  succès,  il  faut  varier  les 
circonstances,  des  observations  ou  des  expériences,  de  manière  à 
éviter  les  causes  ccmstantes  d*erreur.  Jl  faut  que  les  observations 
soient  nombreuses,  et  qu'elles  le  soient  d'autant  plus  qu'il  y  a 
plus  d'éléments  à  déterminer;  car  le  poids  du  résidlat  moyen 
croît  comme  le  nombre  des  observations,  divisé  par  le  nombre 
des  éléments.  Il  est  encore  nécessaire  que  les  éléments  suivent 
dans  ces  observations  une  marche  différente,  car,  si  la  marche  de 
deux  éléments  était  rigoureusement  la  même,  ce  qui  rendrait 
leurs  coeiTicients  proportionnels  dans  les  équations  de  condition, 
ces  éléments  ne  formeraient  qu'une  seule,  inconnue,  et  il  serait 
impossible  de  les  distinguer  par  ces  observations.  Ënfm,  il  faut 
que  les  olx^t^rvations  soient  précises:  cette  condition,  la  première 
de  toutes,  aug«iente. beaucoup,  le.poids  du  résultat,  dont  l'exprès- 


sion  a  pouf'ditw6ilrla'90ùMi^tlésbai4é^'dés  écarts  dés  ti^bsieKa- 
tioias  de  <»  ï^stdtat  Arefe  feW  ♦pWcSutibrià 'dû  pdtii¥a  fafW^  ùsàge 
dé  ia  méthode'  péëéé&eiH»,  iél'^iÉitésll^iÊ"1èl' degré'  dé  'bbn'fia'tfcé 
qtie  méritent' ie^¥éwa^#dê*iïitefdSïtf*^hd  'rfoÀibré  d'bbser- 

La  règle  que  tttftfe'Vétfdnà'ttë^dbfafliéi^pt^tércoiieh^^  équa- 
tions de  condition  W'«S(}ù(atiiîffi?fihà*éiik*eviënt' à  rëiidrè  un  mi- 
nOnitm,  isL  somiiie  déè"éirWi'€è9Urkiiri"dfe!8  observations;  car 
chaque  équatioti  de  <idfidSlidti<l^^^¥¥i^iii^8ëeto  y  substituant 
l'obsertiâtién  plus  ittîi-  éiWëuW'et^isif  l'éA^'ëfi^  l'expression  de 
cette  ékTeur,  il  «at  fkcilè  dè'^i^ii'^Tië'îà"'Cèndîfion  du  minimum  de 
la'sdinme  des  éarré9-deeies^'(^pi^i6liji'lfetine  le  règle  dont  il 
9''tigit:  Cette  règle  e«f#ëtiltd]^>^his<$^Hèiké<}ùtelë^  observations 
sout  l^lùs-iiombi^sè^V^ail^^dèftifis^'lè'^iftô'ttêii^^  iént  noinbre 
est  petit;  il  {krattii^tiii^  ^d^^li^^  k'  tiiêthë  fè^,  qui,  dans 
t&u»les  cas,  offi«>tfik^<âJd^eiti'^sitfif^<d^d!Meiiîr  sans  tfttdànëment 
les'  corrections  que  l^)caéSftihèl'*4âéléiWi  ElDé?  pëià^èékyir 
encore  à  comparer  la  préci9iOh>  dtr'^vefàé^  labl^  ïlMiibiâki^ës 
d'un  même  astrei'  Ce»'<aMeà^)péiAièâ!f''to^jtiuils^  êl^'Stt'f>j^séié!s?  fé- 
duites  à  la  même  Ibrta^r^ef'^Mofi^'  elles  ne  diffèrent  i^ùè^ar  lès^ 
époques,  les  moyei{i5''tfioùveâ^e^lâ^  etlës  coefficiélitts  d^»  argu- 
ments; car  si' IfuTie  d'elle^ -eètatietitiiu  argument  quî'iie  se  trouve 
point  dans  les  auti«es;  !il  eM  tilair'qute  éda  revient  à  supposer  nul 
dans  c^ies-ci'  le  coë^oietit-^'dé' cet  argument;  Si  maintenant 'on 
rectifiait  ces  tables  par  Itr  tolàHté'dés  bonnes  obsérvàtiôhs;' elles 
satisferaient  k  la  conditioa  'è(ife  la  somme  des  carréis  dés  eireùrs 
soit  un  minimum;  les-  tablas,  qui,  comparées  à  Un' nombre  con- 
sidérable d'c^servèitiotis,  apprôéhéût' te  phis  de  cette  audition, 

méritent  donc  la  préféreiktâe.  '  ■'  ■  r      '•'■■  '  '  "• --.•... 

'C'est  prindpideBieut>dàttsri*astrdn6Mrie<qnë  la  tnéihddef  expo- 
sée ci*^e$sUs  pe«t  é^re'  eflipK>yéie  avec  avantage:  'Lë«  fables  astrcn 
nomiques'  «liÂvetat' 'i'^nae^adé'  jvraiiÉeat'  étdù'iJ^Mé''  qti'dl^  ont 
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atteinte  à  la  précision  des  observations  et  des  théories,  et  à  Tusage 
des  équations  de  condition,  qui  font  concourir  un  grand  nombre 
d*excellentes  observations  à  la  correction  d  un  même  élément. 
Mais  il  restait  à  déterminer  la  probabilité  des  erreurs  que  cette 
correction  laisse  encore  à  craindre;  cest  ce  que  la  méthode  que 
je  viens  d'exposer  fait  connaître.  Pour  en  donner  quelques  ap- 
plications intéressantes,  j*ai  profité  de  Fimmense  travail  que 
Bouvard  vient  de  terminer  sur  les  mouvements  de  Jupiter  et 
de  Saturne,  dont  il  a  construit  des  tables  très-précises.  Il  a  dis- 
cuté avec  le  plus  grand  soin  les  oppositions  et  les  quadratures 
de  ces  deux  planètes  observées  par  Bradley  et  par  les  astronomes 
qui  Tout  suivi  jusqu'à  ces  dernières  années;  il  en  a  conclu  les 
corrections  des  éléments  de  leur  mouvement  et  leurs  masses  com- 
parées à  celle  du  soleil  prise  pour  unité.  Ses  calculs  lui  donnent 
la  masse  de  Saturne  égale  à  la  35 12^  partie  de  celle  du  soleil. 
En  leur  appliquant  mes  formules  de  probabilité ,  je  trouve  qu'il  y 
a  onze  mille  à  parier  contre  un ,  que  l'erreur  de  ce  résultat  n'est 
pas  un  centième  de  sa  valeur;  ou,  ce  qui  revient  à  peu  près  au 
même,  qu'après  un  siècle  de  nouvelles  observations  ajoutées  aux 
précédentes,  et  discutées  de  la  même  manière,  le  nouveau  résui* 
tat  ne  différera  pas  d'un  centième  de  celui  de  Bouvard.  Ce  sa- 
vant astronome  trouve  encore  la  masse  de  Jupiter  égale  à  la 
1071^  partie  du  soleil;  et  ma  méthode  de  probabilité  donne  un 
million  à  parier  contre  un ,  que  ce  résultat  n'est  pas  d'un  centième 
en  erreur. 

Cette  méthode  peut  encore  être  appliquée  avec  succès  aux  opé- 
rations géodésiques.  On  détermine  la  longueur  d'un  grand  arc  à 
la  surface  de  la  terre,  par  une  chaîne  de  triangles  qui  s'appuient 
sur  une  base  mesurée  avec  exactitude;  mais,  quelque  précision 
que  l'on  apporte  dans  la  mesure  des  angles,  les  erreurs  inévitables 
peuvent,  en  s'accumulant,  écarter  sensiblement  de  la  vérité  la  va- 
leur de  l'arc  que  l'on  a  conclu  d'un  grand  nombre  de  triangles. 
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On  ne  connaît  donc  qu*imparfkitemient  cette  valeur,  si  Ton  ne 
peut  pas  assigner  la  probabilité  quç  son  erreur  est  comprise  dans 
des  limites  données.  L'erreur  d'un  résult«,t  géodésique  est  une 
fonction  des  erreurs  des  an^es  de  chaque  triangle.  J'ai  donnée 
dans  Touvrage  cité,  des  formules  générales  pour  avoir  la  proba* 
bilité  des  valeurs  d'une  pu  de  plusieurs  fonctions  linéaires  d'un 
grand  nombre  d'erreurs  partielles  dont  on  connaît  la  loi  de  pro- 
babilité; on  peut  donc^  ai^  moyen  de  ces  formules,  déterminer 
la  probabilité  que  l'erreur  d'un  résultat  géodésique  est  contenue 
dans  des  limites  assignées,  quelle  que  soit  la  loi  de  probabilité  des 
erreurs  partielles.  Il  est  d'autant  plus  nécessaire  de  se  rendre  in- 
dépendant de  cette  loi^  que  Içs  lois  les  plus  simples  $ont  toujours 
infiniment  peu  probables,  vu  le  nombre  infini  de  celles  qui 
peuvent  exister  dans  h.  nature.  Mais  lia  loi  inconnue  des  erreurs 
partielles  introduit  dans  Içs  formules  une  indéterminée  qui  ne 
permettrait  point  de  l^s  réduire  en  nombres,  si  l'on  ne  parvenait 
pas  à  l'éliminer.  On  a  vuque  dans  les  questions  astronomiques, 
où  chaque  observation  fournit  une  équation  de  condition  pour 
avoir  les  éléments,  on  éjiimiAe  cette  indéterminée  au  moyen  de  la 
somme  des  carrés  des  .restes,  lorsqu'on  a  substitué  dans  chaque 
équation  les  valeurs  l«s  plus  probables  des  éléments.  Les  ques- 
tions géodésiques  n offrant  point  de  semblables  équations,  il. faut 
chercher  un  autre  moyen  d'éhmination.  La  quantité  dont  la  somme 
des  angles  de  chaque  triangle  observé  surpasse  deux  angles  d^rpits 
plus  l'excès  sphérique  fournit  ce  moyen.  Ainsi  l'on  rempljtçe.  par 
la  somme  des  carrés  de  c^  quantités  la  somme  des  carrés  des 
restes  des  équations  de  condition;  et  l'on  peut  assigner  en  noçi- 
bres  la  probabilité  que  l'erreur  du  résultat  final  d'une  suite  d'o- 
pérations géodé^ques  n'excède  pas  une  quantité  donnée..  Mais 
quelle  est  la  manière  la  plus  avantageuse  de  répartir  enti?e  les 
trois  angles  de  chaque  triangle  La  somme  observée  dç  ieurs  er- 
reurs? L'analyse  des  probabilités  fait  voir  que  chaque  angle  doit 
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être  diminué  du  tiers  de  cette  somme,  pour  que  le  poids  du  ré* 
sultat  géodésique  soit  le  plus  grand  qu'il  est  possible;  ce  qui  rend 
une  même  erreur  moins  probable.  Il  y  a  donc  beaucoup  d  avan- 
tage à  observer  les  trois  an^es  de  chaque  triante  et  à  les  corriger 
comme  on  vient  de  le  dire^  Le  simple  bon  sens  fait  pressentir  cet 
avantage;  mais  le  calcul  des  probabilités  peut  seul  l'apprécier  et 
faire  voir  que,  par  celte  correction,  il  devient  le  plus  grand  quil 
est  possible. 

Pour  s  assurer  de  l'exactitude  de  la  valeur  d'un  grand  arc  qui 
s'appuie  sur  une  base  mesurée  à  Tune  de  ses  extrémités,  on  mesure 
une  seconde  base  vers  l'autre  extrémité;  et  l'on  conclut,  de  l'une 
de  ces  bases,  la  longueur  de  l'autre.  Si  cette  longueur  s'écarte 
très-peu  de  l'observation,  il  y  a  tout  lieu  de  croire  que  la  chaîne 
des  triangles  qui  unit  ces  bases  est  exacte,  à  fort  peu  près,  ainsi 
que  la  valeur  du  grand  arc  qui  en  résulte.  On  corrige  ensuite 
cette  valeur  en  modifiant  les  angles  des  triangles,  de  manière  que 
les  bases  calculées  s'accordent  avec  les  bases  mesurées;  mais  cela 
peut  se  faire  d'une  infinité  de  aaanières,  parmi  lesquelles  on  doit 
préférer  celles  dont  le  résultat  géodésique  a  le  plus  grand  poids, 
puisque  la  même  erreur  devient  moins  probable.  L'analyse  des 
probabilités  donne  des  formules  pour  avoir  directement  la  cor^ 
rection  la  plus  avantageuse  qui  résulte  des  mesures  de  plusieurs 
bases,  et  les  lois  de  probabilité  que  fait  naître  la  multiplicité  des 
bases,  lois  qui  deviennent  plus  rapidement  décroissantes  par  cette 
multiplicité. 

Généralement,  les  erreurs  des  résultats  déduits  d'un  grand 
nombre  d'observations  sont  des  fonctions  linéaires  des  erreurs 
partielles  de  chaque  observation.  Les  coefficients  de  ces  fonctions 
dépendent  de  la  nature  du  problème  et  du  procédé  suivi  pour 
obtenir  les  résultats.  Le  procédé  le  plus  avantageux  est  évidem- 
ment celui  dans  lequel  une  même  erreur  dans  les  résultats  est 
moins  probable  que  suivant  tout  autre  procédé.  L'application  du 
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cakul  des  probabilités^  à  la  phiiosoplûe  naturelle  consiste  ^onc  à 
détermiiier  analytiquemenGla^prdbabiUté desvâieiirs'de ces  fonc- 
tions, et  à  choisir  lenrs^  co^cienlB  indétetinînés,  de  manière  que 
la  loi  de  cette  prfiâiabili;qé'  soit'lé  ]pltis  rapidement  décroissante. 
En  éliminant  enistiit»  d«s>fort9|«ifes,'^ai>  iës  données  de  la  <piestion , 
le  facteur,  qnintrdduit^ià  'Idi'pi^é^qTie  toujours  inconnue  de  la 
probabilité  des  errêrar»  |ftLrtiei^,'Oti  pontra  évaluer  numérique- 
ment la  probabilité  que  les  erreurs  des  résultats  n  excèdent  pas 
une  quantité  donnée:'  Onv  hn^aaiM^iloât'  ce  que  i-on  peut  dé- 
sirer touchant  les  résuitàfis  déduit»  d'ttn  grand  nombre  d'obser- 
vations.- "     ^     m:.-,  fî/»  Mjrr:  '  >.    . 

On  peut  encore  obteitirâési^-èsâltali^'lb)?!  approchés  par  d  au- 
tres considérati<;ms.  SuppOstus^,  ^ijÇr^iexeiiQrple^  que  Ion  ait  mille 
et  une  observations'd'tiu^4ndAie^^Atide^^iia  moyenne  arithmé- 
tique de  toutes  ces  observationâi^t  te^  résultat  donné  par  la  mé- 
thode la  plus  axàtitageA»^jna!^U^iêrt(^  choisir  le  résultat 
d  après  la  condition^  qaié  *h^  £K»nni6  denses  écarts  de  chaque  va- 
leur partielle,  pri^tou^  posi^tienvent»,  soitlïn  minmom:  Il  paraît, 
en  e£Pet,  naturel  kl^i^gai«iepi6omitfe€liiarèsHapproché^l^  qui 
satisfait  à  cette  condition;  Il  est  facile  ck  voir  que  si  Ion  dispose 
les  valeurs  données  parles  observations,  suivant  Tordre  de  gran- 
deur, la  valeur  qui  occupera  le  milieu  remplira  la  condition  pré- 
cédente, et  le  calcul  'fait  voir  que,  dans  le  cas  d'un  nombre  infini 
d'observations,  elle  coindd^ait  aveci  la  vérité;  mais  le  résultat 
donné  par  la  méthode  la  plus  avantageuse  est  encore  préférable. 

La  considération  des  ;^Ql)abilités  pieut  servir  à  démêler  les  pe- 
tites inégalités  des  mouvements  célestes^  envdioppéès  dans  les  er- 
reurs des  observations;-  et  à  remonter  à  la  cause  des  anomalies 
observées  dans  ces  mouvements*  Gfe  fot  en  èompàrant  entre  elles 
toutes  ses  observations  que  Tycho^ahé  reconnut  la  nécessité 
d'appliquer  à  la  lune  une  équation  du  temps  différente  de  celle 
que  l'on  app^Uait  au  soleil  et  aux  planètes.  Ce  ftit  parlement 
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l'ensemble  d  un  grand  nombre  d'observations  qui  fit  connattre  à 
Mayer  que  le  coefficient  de  Tinégalité  de  la  précession  doit  être 
un  peu  diminué  pour  la  lune^  Mais  comme  cette  diminution, 
quoique  confirmée  et  même  augmentée  par  Mason»  ne  paraissait 
pas  résulter  de  la  gravitation  universedle,  la  plupart  des  astro- 
nomes la  négligèrent  dans  leurs  calculs.  Ayant  soumis  au  calcul 
des  probabilités  un  nombre  considérable  d'observations  lunaires 
choisies  dans  cette  vue,  et  que  Bouvard  voulut  bien  discuter,  à  ma 
prière;  elle  me  parut  indiquée  avec  une  probabilité  si  forte,  que 
je  crus  devoir  en  rechercher  la  cause.  Je  vis  bien  qu  elle  ne  pouvait 
être  que  Tellipticité  du  sphéroïde  terrestre,  négligée  jusqu alors 
dans  la  théorie  du  mouvement  lunaire,  comme  ne  devant  y  pro- 
duire que  des  termes  insensibles;} en  conclus  que  ces  termes  de- 
viennent sensibles  par  les  intégrations  successives  des  équatioaa 
difîérentielles.  Je  déterminai  donc  cas  termes  par  une  analyse 
particulière,  et  je  découvris  d  abord  iwégalité  du  mouvement  lu* 
naire  en  latitude,  qui  est  proportioiMielle  au  sinus  de  la  longi- 
tude de  la  lunç,  et  qu  aucun  astronome  n  avait  encore  soupçon* 
née.  Je  reconnus  ensuite,  au  moyen  de  cette  inégalité,  quil  en 
existe  une  autre  dans  le  mouvement  lunaire  en  longitude  qui  pro-* 
duit  la  diminution  observée  par  Mayer,  dans  Téquation  de  la 
précession,  applicable  à  la  lune.  La  quantité  de  cette  diminution, 
et  le  coefficient  de  l'inégalité  précédente  en  latitude,  sont  très- 
propres  à  fixer  l'aplatissement  de  la  terre.  Ayant  fait  part  de  mes 
recherches  à  Burg,  qui  s  occupait  alors  à  perfectionner  les  tables 
de  la  lune,  par  la  comparaison  de  toutes  les  bonnes  observa- 
tions, je  le  priai  de  déterminer  avec  un  soin  particulier  ces  deux 
quantités.  Par  un  accord  très-remarquaUe,  les  valeurs  quil  a 
trouvées  donnent  à  la  terre  le  même. aplatissement  39$,  aplatisse^ 
ment  qui  difière  peu  du  milieu  conclu  des  mesures  des  degrés 
du  méridien  et  du  pendule,  mais  qui,  vu  Tinfluence  des  er- 
reurs des  observations,  et  des  causes  perturbatrices  sur  ces  me- 
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sures,  me  fMiratt  plus  exactement  idétenniiié  par  les  inégalités 
lunaires.  ■  ■"    ■  ••^■- 

Ce  fut  encore  pallia 'conMlèèatkw?de6  probabilités  que  je  re- 
connus la  cause  de  réqu^bU'^écniaîre  de  la  lune.  Les  observa-- 
tiens  moderiÊies^  de  cet .  ^MM^  comparées^  aux  anciennes  éclipses , 
avaient  indk{ué' atOL  aitrdttiOibes  ^^-i^  aocAlènition  dans  le  mou- 
vement lunaire  I  mois  lës^  gébmétresv  et  particulièrement  La^ 
grange,  ayant  ifiutileinettt  diercbév  dans- les  perturbations  que  ce 
mouvement'^rottvevles'4etfn)eflrfdMit  eette  accélération  dépend, 
ils  la  rejetèrent;  Un  exanieb  attentif  des' observations  anciennes 
et  modernes,  et  des  édîpâeb  intemiédiaires  observées  par  les 
Arabes,  me  fit  voir  qu'elfe  éukiindifqnée  avec  une  grande  probar 
bilité.  Je  repris  alors,  m«i»  ée^poîntideiviie,  4a  théorie  lunaire,  et 
je  reconnu  que  Téqualion^ètailttii^^e'la  lune  est  due  à  laction 
du  soleil  sur  ce  satdlite;  (MMnbiiDée  flvea^ia  variation  séculaire  de 
Texcentricité  de  rorbd^terre6frè,*^^tc(uî'nïe  fit  découvrir  les  équa- 
tions séculaires  des  mouveiMitit»  des  noeads  et  du  périgée  deTor^ 
bite  lunaire,  équatiotiS'quit»avaiefiii<pas  même*  été  soupçonnées 
par  les  astronomes* 'L'àcc(ird  It^reï&arqitable  ^  théorie 

avec  toutes  les  c^Dservations  anciennes  et  modernes  la  portée  au 
plus  haut  deg^é  d'évidence. 

Le  calcul  dés  probabilités  m*a  conduit  pareillement  à  la  cause 
des  grandes  irrégularités  de  Jupiter  et  de  Saturne.  En  comparant 
les  observations  modernes  aux:  anciennes,  Halley  trouva  une  ac- 
célération dans  le  mouvement  de  Jupiter  et  un  ralentissement  dans 
celui  de  Saturne.  Pour  concilier  les  observations,  il  assujettit  ces 
mouvements  à  deux  équations  séculaires  de  signes  contraires  et 
croissantes,  comme  les  carrés  des  temps  écoulés  depuis  17Ô0. 
Euler  et  Lagra»ge  soumirent  à  lana^se  les  altérations  que  devait 
produire,  dans  ces^  mouvements,  l'attraction  mutiielle  des  deux 
planètes.  Us  y  trouvèrent  des  équations  séculaires;  maifi  leurs  ré^ 
sultats  étaient  éi  ^diffévents,  tjue  l*unr  d'eux  i  au  mcms^  devait  être 
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erroné.  Je  me  déterminai  donc  à  reprendre  ce  problème  impor- 
tant de  la  mécanique  céleste ,  et  je  reconnus  rinvariabiiité  des 
moyens  mouvements  planétaires,  ce  qui  fit  disparaître  les  équa* 
tions  séculaires  introduites  par  Halley  dans  les  tables  de  Jupiter 
et  de  Saturne.  Il  ne  restait  ainsi,  pour  expliquer  les  grandes  irré* 
gularités  de  ces  planètes,  que  les  attractions  des  comètes,  aux- 
quelles plusieurs  astronomes  eurent  eflectivement  recours,  ou 
Texistence  d'une  inégalité  à  longue  période  produite  dans  les  mou- 
vements des  deux  planètes  par  leur  action  réciproque,  et  affectée 
de  signes  contraires  pour  chacune  d-dles.  Un  théorème,  que  je 
trouvai  sur  les  inégalités  de  ce  genre,  me  rendit  cette  inégalité 
très-vraisemblable.  Suivant  ce  théorème,  si  le  mouvement  de  Ju- 
piter s'accélère,  celui  de  Saturne  se  ralentit,  ce  qui  est  déjà  con- 
forme à  ce  que  Halley  avait  remarqué;  de  plus,  Taccélération  de 
Jupiter,  résultante  du  même  théorème,  est  au  ralentissement  de 
Saturne  à  très-peu  près  dans  le  ri^port  des  équations  séculaires 
proposées  par  Halley.  En  considérfintles  moyens  mouvements  de 
Jupiter  et  de  Saturne,  il  me  fut  aisé  de  reconnaître  que  deux  fois 
celui  de  Jupiter  ne  surpasse  que  d'une  très*petite  quantité,  cinq 
fois  celui  de  Saturne.  La  période  d'une  inégalité  qui  aurait  cet 
argument  serait  d'environ  neuf  siècles.  À  la  vérité,  son  coefficient 
serait  de  Tordre  des  cubes  des  excentricités  des  orbites;  mais  je 
savais  qu  en  vertu  des  intégrations  successives,  il  acquiert,  pour 
diviseur,  le  carré  du  très-petit  multiplicateur  du  temps  dans 
Targument  de  cette  inégalité,  ce  cpii  peut  lui  donner  une  grande 
valeur  :  Texistence  de  cette  inégalité  me  parut  donc  très-probable. 
La  remarque  suivante  accrut  encore  sa  probabilité.  En  supposant 
cet  ai^ment  nul,  vers  Tépoque  des  observations  de  Tycho-Brahé, 
je  vis  que  Halley  avait  dû  trouver,  par  la  comparaison  des  ob- 
servations modernes  aux  anciennes,  les  altérations  qu  il  avait  in* 
diquées,  tandis  que  la  comparaison  des  observations  modernes 
entre  elles  devait  offrir  des  altérations  contraires  et  pareilles  à 
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celles  qu6>  Lambert  avait  ei90«i«e9  de  eet4i6 «comparaison.  Je  ahé- 
sitdi  donc  point  à  entrejpçendre  le^cul,  long  et  pénible*  néces- 
saire pour  m!aerareRdeJ'«iwtenQe4er.c€tltf^  fné  &it  en- 
tièrement con&npaé»fWshjfAwil^^  ^vuL^  de^plus, 
me  fit  oomiat}i».un{(nii^^ 
semble  a  porté  lesitableiideiiJapKl^c^et  do  $at«w>e 
des  observations  ménics.  !t)    iîiiui  ^oi,    ,.    >. 

Ce  &t  encore  au. incfysn>jdjij€»i^iil  re* 

comioëia  loi  ctnar^piaÛei^  w«tiiiwiipaiitàii»Dyeiis.  des  trois  pre^ 
mien  satdtites  <kiJiip&tarufaidvanftr]ffi|^^  iaogttnde  moyenne 
du  premier^  -moitiSîtrDiarfciaicfiii^  du  sécQiidi:pliwi  deux,  fois  celle 
du  troisième i»  est  tigâiUBeuatri»nl légale  ck  ia ^demircirconférence. 
Lapprf»ima1îonîiaYec)2ttqurile<ilesrmoyt9é  mouvements;  de  ces 
astres  satisfont  à  cette  Infini  ;d0piitfrj[euriidéc(^¥i«fte^  indiquait  son 
existence  nvec  une  wmintobbneft^tnèntes  jAn  «herchai.  doiic  la 
cause:  dans  leur  apticoiniiiAciejyie.  fL*esalE«ai  iqpiprofendi  <  de  :  cette 
action  me  fit  voirriqaviiia  soffiniji^âkoiYguiè  les irappos^de^ leurs 
moyens  immijfemfiaitBiaMQtoai^râKlié  de  tètte.loiv  daiis  wiSsm^ 
limites,  pour iqué^kfurjafction  inmt{iieikcl|aitr  établki^t  da  joain^* 
tienne  en  rigueur.i  Ansiv^cest^trôiaicofpa  be  baiaiteerant  éternel- 
lement dans  lespaoey  sKtiVant  la  iei [pcéoédentei» À  moins  que  des 
causes  étrangères^^teUesi  jqueèn'oomètest.  ne^viennent  changer 
brusquement  ^kur  xnoumnuBi^  aiibQAurjdie^^  < 

On  voitpaD/là  otiiyDmniîiimtiétfQ  attentif  auKÎndicatioiis^^^ 
la  nature,  bi»qu^eBesisont:le;résiiltat  d^unrgrand:  nombre  dob- 
servationsv  qiioiqae  ^d'aâ^eurs  eâes  aoient  inexplicables  par:  les 
moyens  4X)nnusiiÂL'extarênie.dd€&oulté  .des  problèmes,  nriatif»  au 
système  du  monde  ^  >£tircé»ka  géomètpes.  à  recourir  à  des;  approxi*^ 
malions:  quir  liaissjBnttoitjaBqs  À  craindra  qiije^les^'^tiàAtités  négli- 
gées <  n*  aieiit:iiisB c iuftoeiice'jéoaibie.'  i  iiorsqi£ik> miti  ébk  avertis  de 
cette  inftuaioftfpartr^  observationa^iiils  sonftFpeimimi)  sur  leur 
analyse;iieii  Ja  WDtÂfinnt^  âaootil}  iKwjefinrsîrÉtro*^      cause  des 
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anomalies  observées;  ils  en  ont  déterminé  les  lois,  et  souvent  ils 
ont  devancé  Vobservationt  en  découvrant  des  inégalités  qu*dié 
n  avait  pas  encore  indiquées.  Ainsi,  Ton  peut  dire  que  la  natiu€ 
elle-même  a  concouru  à  la  perfection  analytique  des  théwMB 
fondées  sur  le  principe  de  la  pesanteur  universdle,  et  cest^  à 
mon  sens,  une  des  plus  fortes  preuves  de  la  vérité  de  ce  principe 
admirable. 

L'un  des  phénomènes  les  plus  remarquables  du  système  du 
monde  est  celui  de  tous  les  mouvements  de  rotation  et  de  révo- 
lution des  planètes  et  des  satellites,  dans  le  sens  de  la  rotatiim 
du  soleil,  et  à  peu  près  dans  le  plan  de  son  équateur.  Un  phéno- 
mène aussi  remarquable  nest  point  Teffet  du  hasard:  il  indique 
une  cause  générale  qui  a  déterminé  tous  ces  mouvements.  Pour 
avoir  la  probabilité  avec  laquelle  cette  cause  est  indiquée,  nous 
observerçns  que  le  système  planétaire^  tel  que  nous  le  connais- 
sons aujourd'hui,  est  composé  de  onze  planètes,  et  de  dix.*huit 
satellites,  du  moins  si  Ion  attribue  avec  Herschel  six  satellites  à 
la  planète  Uranus.  On  a  reconnu  les  mouvem^ents  de  rotation  du 
soleil^  de  six  planètes,  de  la  lune,  des  satdilites  de  Jupiter,  de 
Tanneau  de  Saturne,  et  d'un  de  ses  satellites.  Ces  mouvements 
forment  avec  ceux  de  révolution  un  ensemble  de  quarante-trois 
mouvements  dirigés  dans  le  même  sens;  or,  on  trouve  par  l'ana- 
lyse des  probabilités  qu'il  y  a  plus  de  quatre  mille  milliards  à 
parier  contre  un,  que  cette  disposition  n'est  pas  l'effet  du  hasard; 
ce  qui  forme  une  probabilité  bien  supérieure  à  celle  des  événe- 
ments historiques  sur  lesquels  on  ne  se  permet  aucun  doute. 
Nous  devons  donc  croire,  au  moins  avec  la  même  confiance, 
qu'une  cause  primitive  a  dirigé  les  mouvements  planétaires ,  sur^ 
tout  si  nous  considérons  que  l'inclinaison  du  plus  grand  nombre 
de  ces  mouvements  à  l'équateur  solaire  est  fort  petite. 

Un  autre  phénomène  également  remarquable  du  système  so- 
laire est  le  peu  d'excentricité  des  orbes  des  planètes  et  des  satel- 
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Ittes,  tandis  que  «eux  des  cottièliés  sont  trés^afiôtigésiléé  6ii)^  dé 
ce  système  n'offiraiit  point  de  tiinintt'és-iiMiéhidêdS^l^  éilïtr  un^ 
grande  et  une  pelité  ^teentiicfté.  Noio^^idiiiiifiès'^b^  forcés  de 
reconnaître  ici  l'effat  'd^nnè  iiàti^  l^giâiéré'i^lé'ICÀi^ârd  n^eût  point 
donné  une  tonne  pf^éè[iiéf  (JifttiliËirè  aWt  diftéti'dé  tbutés  !és  pla- 
nètes et  de  leurs  'MtélKte^  fl*  éirt-  dbfrè'  îiëeè&yâEi^'  ifùle  la  téfvLèé  qui 
a  déterminé  les  mouvements  de  ces  corps  les  ait  rendue  presque 
dhcuiaiiés;  Il  &ut  <Mearé-qtidë  les  ^râudés'  ^c«ntridtéis  des  t>rbes 
des  comètes  résultent  def  l'^stébtë  dé  éètté  lika^^  isans  qu'elle 
ait  influé  sur  les  ^n^tlOÀs'  deiè«tf4in'ôttVéib«nt^Vtfiir  on  trouve 
qv'il  y  à  presque  aintant' dé 'iMéte^  'rèht>^dei»i^  de  comètes 
diréètes,  «t  quei'inctiiiài^n'nièj^nè  dé  ib^1éttrsotl>es  à  f  édip^ 
tique  approche  trèÀ-prèsd^àn'diléÉiiS^tt^eili^  cela  doit 

être  si  ces  corps  ont  lêté  lahléê*  rftoili«âd:  '        '  ' 

<^àdle  que  soit  k>nàféiPé>d«yk^ë«ùsè^^Àt'iFÀ'agfie,  puisqu'elle 
a  péoéaix  ou  difi||<è  Ièé^|m(yililt^D!]!èirti<^âéi^^abète^,  M  feM/qu'dlé 
ait  embrasisé  todsiïës^rîfÀ;  %f/'#M  diètattcés  i^  tek  sé^â^ùt; 
elle  ue  peut  avoir  été ^Ute"  flilÂdë'â^é  nnmèni^'ëtèiîdiié^^^idur 
avoir  donné  dans  le  iAiême4«ns^tlWdu^m«flt  |iiHeéq<^â^ 
autour  di!i  soleii,'  il  faiàt^eté'ifliiîdé  ait  ëriVlî^né  cet  itèti'e 
comme  une  atmospïifèi^.  La  considéfi^aftioii  dës-ihiârùvemènt^  pla- 
nétaires nous  conduit'donc  à  pëttsèr  iquVft  VeWtr 'd'une  chaîetir 
excessive,  rafmoïiphèt^'du  èolt^'i'éstprimiliVéniëtlt  étendiiie  àù- 
delà  des  orbes  ^'toutes  lés  plftiiëtesv  et  qulellè  "è'est  ressëiWé 
successivement  jtfsqt^à  ses  limites  actuelles.  "■''^'-    '■! 

Dans  l'état  primitif ^ù  notis  supposons  le  soleîf;til  irë^mblaif 
aux  nébuleuses  que  lé  téleàcopè  nous  montre 'bOinpOsêék  âîviti 
noyau  plus  ou  moins  "brillant,  entouré'  d'une  hébttloïitiâ  qui,- en 
se  Gonderisant  à  ia  s^rfedé  du  noyaài  doitle'tt^^^ëf/tJhi  jotiiS 
en  étoile.  Si  l'on  dotiiçoit,  pat*  tfnàiogîie;  tdtites  lej^^lBil^' formées  de 
cette  manière,  on  ptfnt  imaginer  léUrëtéf  àïiltérïètl^db  fti^ùlôsité, 
préoédé  lui-même  par  d'^àutres'étalis  diïns  lesc^àèts  Iti'inàtièrë  né^ 
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buleuse  était  de  plus  en  plus  difiiise,  le  noyau  étant  de  moins  en 
moins  lumineux  et  dense.  On  arrive  ainsi,  en  remontant  aussi 
loin  qu'il  est  possible,  à  une  nébulosité  tellement  diffuse,  que 
Ton  pourrait  à  peine  en  soupçonner  Teustence. 

Tel  est,  en  effet,  le  premier  état  des  nébuleuses  que  Herschei 
a  observées  avec  un  soin  particulier,  au  moyen  de  ses  puissants 
télescopes,  et  dans  lesqudUes  il  a  suivi  les  progrés  de  la  conden- 
sation, non  sur  une  seule,  ces  progrès  ne  pouvant  devenir  sen- 
sibles pour  nous  qu après  des  siècles,  mais  sur  leur  ensemble;  à 
peu  près  comme  on  peut,  dans  une  vaste  forêt,  suivre  Taccrois- 
sèment  des  arbres  sur  les  individus  de  divers  âges  qu  elle  enferme. 
Il  ad*abord  observé  la  matière  nébuleuse  répandue  en  amas  divers 
dans  les  différentes  parties  du  cîd,  dont  elle  occupe  une  grande 
étendue.  Il  a  vu  dans  quelques-uns  de  ces  amas,  cette  matière 
faiblement  condensée  autour  d  un  ou  plusieurs  noyaux  peu  bril- 
lants. Dans  d'autres  nébuleuses,  ces  noyaux  brillent  davantage 
relativement  à  la  nébulosité  qui>  les  environne.  Les  atmosphères 
de  chaque. noyau,  venant  à  se  séparer  par  une  condensation  ulté- 
rieure, il  en  résulte  des  nébuleuses  multiples  formées  de  noyaux 
brillants  très-voisins  et  environnés,  chacun,  d'une  atmosphère: 
quelquefois  la  matière  nébuleuse,  en  se  condensant  d'une  manière 
uniforme,  a  produit  les  nébuleuses  que  Ton  nomme  planétaires. 
Enfin,  un  plus  grand  degré  de  condensation  transforme  toutes  ces 
nébuleuses  en  étoiles.  Les  nébuleuses,  classées  d'après  cette  vue 
philosophique ,  indiquent  avec  une  extrême  vraisemblance  leur 
tranisfonnation  future  en  étoiles,  et  l'état  antérieur  de  nébulosité 
des  étoiles  existantes.  Les  considérations  suivantes  viennent  à  l'ap- 
pui des  preuves  tirées  de  ces  analogies. 

Depuis  longtemps  la  disposition  particulière  de  quelques 
étoiles  visibles  à  la  vue  simple  a  frappé  des  observateurs  phâo- 
sophes.  Mîtchel  a  déjà  remarqué  combien  il  est  peu  probable  que 
les  étoiles  des  Pléiades,  par  exemple,  aient  été  resserrées  dans 
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l'espace  étroit  qui  ies  renfeni]ie,(par  le^  seulos  «hancefi.duJwtaacd; 
et  il  en  a  conclu  que  ce  :  groupe  d'étoilear^tjba  g£QU{)(9a  semblables 
que  le  ciel  nous  préees^te»  sont  les.:«ffctts,  d'onesi^â^uae  piimitive , 
d'une  loi  générale  de  ila»  b•tUI«à>^4M<^gl^^f«M^îS0^tt^^^ 
nécessaire  de  U  eondenaationidea  nédgi^ui^;^  ai  idusieinea.  noyaux  ; 
car  il  est  visible><|ueila  iimù^inélKn)i^use)étftAt'sans  :C6^ 
par  ces  noyaux  divers,  ils rdoivedt  Soorwm^'.^.la  kwigue  un  groupe 
d'étoiles  pareil  à  iwlui;des(^J^éîades.  .Laj  coad«^  des  nébu- 
leuses à  deux  noyai»tforpa9isemblablei«$irtî  des  étoU^  très-^rap 
prochëes  tournant  iune^autoiu  di$f.r)autrec,i  pareilles  à  celles  dont 
H^rschel  a  d^à  considéirè  le»  4iibUfveiae«fis  >respecti£5.  Tdiles  sont 
encore  k  soixante  et  unièmbidviGgtgneiet. sa. suivante,  dans  les- 
quelles Bessel  Tient  denrdsqAne^trb  du»  impuvewents  propres,  si 
considérables  et  si  peu  diffén»nt»s[jf{tieiM'Pi^^im  de  ces  astres 
entre  eux,  et  leur:numyfepwi»(riai^^  commun  de 

gravita,  ne  doivenrkfiaiMee^uçumddtttBMtAinsi,  f on  descend  par 
ies  progrès  de  eondfRMtMHa  d$l  Ift^^tîi^inébuleuseï  à  jla  considé- 
ration du  soleil  eBYÛK)nie(éimbrp&î^'u^ 
dération  à  kqudle  bnthrcMcmteriiieotnniç.on  Ifa^u^^pat; T^^men 
des  phénomènes  du  syatèmesokirev  Une  rei^contre  aussi  remar- 
quable donne  àrexistence  dec.6t^^ak^térieur  du  soleil  une  pro- 
babilité fort  approchante  idelftc^ctitvdew; 

Mais  comment  latiûoephère-oolatre  M^^eUe  déterminé  les  mou- 
vements de  rotation  et  de  révolutkwa  des  planètes  et  des  ^aleliitesP 
Si  ces  corps  avaient  pénétré  profondésqu^nt  dans  cette>atmosphère, 
sa  résistance  les  auinait  iait  tomber  sur  ie  soleil*  On  est  donc  con- 
duit à  croire  avec  beaucoup,  dç  .vraiseia))lance  que  les  planètes 
ont  été  formées  aux  limites  sutccesaiv^s  de  IVUnosphère  solaire 
qui,  en  se  resserrant}  par  le  refi:oidis^meiitj  aidû  ab^QdQnner 
dans  le  plan  de  son  équf^ur  4eâ  8)0i}Les<de  ,yapeui:s  que  l'attrac- 
tion mutuelle  4e  leurs<  n^déculeq  a  changées  eq  diyens  sphéroïdes. 

Xaidév^ppé  avec<éteodji^^.daiMitinon.Ëxpopiti^    du  système 
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du  monde,  cette  hypothèse,  qui  me  parait  satisfaire  à  toos  les 
phénomènes  que  ce  système  nous  présente. 

Dans  cette  hypothèse,  les  comètes  sont  étrangères  an.  systèaM 
planétaire.  En  attachant  leur  formation  à  celle  des  nébuleuses,  eb 
peut  les  regarder  comme  de  petites  néhuleuses  à  noyaux,. errantM 
de  systèmes  en  systèmes  solaires,  et  formées  par  la  condensation 
de  la  matière  nébuleuse  répandue  avec  tant  de  profusion  dans 
Tunivers.  Les  comètes  seraient  ainsi,  par  rapport  à  notre  sys- 
tème, ce  que  les  aérolithes  sont  relativement  à  la  terre,  à  laquiAé 
ils  paraissent  étrangers.  Lorsque  ces  astres  deviennent  visifateê' 
pour  nous,  ils  offrent  une  ressemblance  si  parfaite  avec  les  ftébv^ 
leuses  quon  les  confond  souvent  avec  elles;  et  ce  n  est  que  par 
leur  mouvement,  ou  par  la  connaissance  de  toutes  les  nébuleuse» 
renfermées  dans  la  partie  du  ma  où  ils  se  montrent,  qu  on  pai^ 
vient  à  les  en  distinguer.  €ette  supposition  explique  d'une  mâ« 
nière  heureuse  la  grande  extension  que  prennent  les  têtes  et  le* 
queues  des  comètes,  à  me^ire  qu  elles  approchent  du  soleil,  et 
Textrême  rareté  de  ces  queues  qui^  malgré  leur  immense  profon- 
deur, n  affaiblissent  point  sensiblement  Téclat  des  étoiles  que  Ton 
voit  à  travers. 

Lorsque  de  petites  nébuleuses  parviennent  dans  la  partie  de 
Tespace  où  lattraction  du  soleil  est  prédominante,  et  que  nous 
nommerons  sphère  d'activité  de  cet  astre,  il  les  force  à  décrire  des 
orbes  eUiptiques  ou  hyperboliques.  Mais  leur  vitesse  étant  égale-- 
ment  possible  suivant  toutes  les  directions,  elles  doivent  se  mou- 
voir indifféremment  dans  tous  les  sens  et  sous  toutes  les  incli- 
naisons à  lecliptique;  ce  qui  est  conforme  à  ce  que  Ton  observe. 

La  grande  excentricité  des  orbes  cométaires  résulte  encore  de 
Thypothèse  précédente.  En  effet,  si  ces  orbes  sont  elliptiques,  ils 
sont  très-allongés,  puisque  leurs  grands  axes  sont  au  moins  égaux 
au  rayon  de  la  sphère  d'activité  du  soleil.  Mais  ces  orbes  peuvent 
être  hyperboliques,  et  si  les  axes  de  ces  hyperboles  ne  sont  pas 
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très^grands  par  rappott.  à  j|a  mayeniue  distance  du  sdieil  a  la  terre^ 
le  mouvemeat  des  eomètes  qui  las  déenvent  paraîtra  sensible- 
ment byperbdiiqpia  Cependant  siftr^  cent  eomètes  dont  cm  a  déjà 
les  élénenls^  aucune  n  a  paru  certainement  se  mouvoir  dans  une 
hyperixde;  il  faut  due  que  ;ieaciliaii€es  qui  donnent  une  hyper- 
bole seasible  soient  e&ftrâneinent  tiare»  par  rapport  aux  chances 
contraires.  •  ^-r!:.-!,-. 

Les  eomètes  soai  sL  p^tites  quev  pour  derenir  ykibles^  leur 
distance  pénb&lie  doit  étro.  pieu  gonsidétable.  Jusqu'à  présent 
celte  distance  m  a  suqpaasé  que  ;dç0x  fiois^  le:  diamètre  de  Torbe 
terrastrei  el«  h  plus  aouventv  dkk  a  été  an-dessous  du  rayon  de 
cet  orbe.  On  conçoit ^que^  pouri^iproGhersi  près  du  soleil,  leur 
vitesse^  au  mometti  de  leur  eatnéetdnnS)  sa  sphère  d'activité,  doit 
avoir  une  grandeur  et  une  él(kefiioniicoaq>i9^  d'étroites 

limitesi.  En  déÉe«mi»ant4ipai?:j(9aalj8i&de&  probabilités,  le  rapport 
des  chances  quiy  dans  ï^esiljnMtmj  tfbnnent  une  hyperbc^  sen^ 
sible^  aux  chances  qni^  donnent  un  oobe  que  Tcm  puisse  confondre 
avec  une  parabcde^j/ai  fcnouayré  çpij^  y^a*'Six  mille  au'  moins-è  -pa» 
rier  contre  l'umtétqulufie'iiéfaideittfift^  qui  pénètre  dans  lU^hèra 
d'activité  du  soleil,  de  manière  à  pouvoir  être  observée,  décrira 
ou  une  dOdpse  très-alkngée,  ou  une  hyperbole  qui  ^  par  la  gran- 
deur de  son  axe ,  se  <  ooniSckndra  ^  senHblement  avec  une  parabole , 
dans  la  partie  que  l'on  observe.  11  n'est  donc  pas  surprenant  qiM, 
jusqu'ici,  l'on  n'ait  pas  reconnu  de. mouv^sients  hyperboliques* 

L'attraction  des  planètes  et,  peufr^lre  encore,  la  résistance  des 
milieux  éthérés,  a  dû  ch^mger  plusieurs  orbes  cométaires  dans 
des  ellipses  dont  le  grand  axe  est.  moindre  que  le  rayon  de  la 
sphère  d'activité  dujsokil,  ce  q>iû  augmente  les  doances  des  orbes 
elliptiques.  On  peut  croire  que-cevdumgementa  eu  Heu  pouv  la 
comète  de  17 &9,  et  pour  quelques  autres,  dant  oa  a  constaté  la 
révolution. 

Je  vais  présentement,  coaisidérer  la  terre  et  lesi  jfluides  qui  la 
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recouvrent.  Le  phénomèoe  qui  peut  répandre  ie  plus  de  lumière 
sur  la  régukrité  de  ses  couches  est  la  variation  de  la  pesanteur  à 
sa  surface.  On  détermine  cette  variation,  soit  en  transportant  dans 
des  lieux  divers  le  même  pendule,  et  en  comptant  le  nombre  de 
ses  oscillations  dans  un  temps  donné;  soit  en  y  mesurant  direc- 
tement la  longueur  du  peaduk-  à  secondes.  Ces  expériences  scmt 
faciles  et  maintenant  susceptibles  d  une  extrême  précision.  Vu 
leur  importance  dans  la  Uiéorie  de  la  terre,  elles  doivent  être  spé- 
cialement recommandées  aux. navigateurs.  Celles  que  Ton  a  d^ 
faites,  quoiqu'elles  laissent  beaucoup  à  désirer,  suivent  cependant 
une  marche  très-régidière  et  fort  approchante  de  la  loi  de  varia- 
tion la  plus  simple,  celle  du  carré  du  sinus  de  la  latitude  :  les 
deux  hémisphères  boréal  et^  aostifal  ne  présentent  point  à  œt 
égard  de  difiPérence  sensible,  ou  du  moins  qui  ne  puisse  être 
attribuée  aux  erreurs  des  observations*  Si  Ton  prend  pour  unité 
la  longueur  du  pendule  à  secondes  à  Téquateur,  lensemble  de 
ces  observations  donne  cinquante-quatre  dix-millièmes  pour  le 
coefficient  du  terme  proportionnel  au  carré  du  sinus  de  latitude. 
Mes  formules  de  probabilité,  appliquées  à  ce  résultat,  donnent 
plus  de  deux  mille  à  parier  contre  un  que  le  vrai  coefficient  est 
compris  dans  les  limites  cinq  millièmes  et  six  millièmes.  Si  la 
terre  est  un  ellipsoïde  de  révolution,  on  a  son  aplatissement  en  re- 
tranchant le  coefficient  de  la  loi  de  la  pesanteur,  de  876  cent-mil- 
lièmes ;  le  coefficient  cinq  millièmes  répond  ainsi  à  laplatissement 
^.  Il  y  a  donc  plus  de  quatre  mille  à  parier  contre  un,  que  Tapla- 
tissement  de  la  terre  est  au-dessous  de  cette  fraction.  Il  y  a  des 
millions  de  milliards  à  parier  contre  un,  quil  est  moindre  que 
celui  qui  répond  à  rhomogénéité  de  la  terre,  et  que  les  couckes 
terrestres  augmentait  de  densité  à  mesure  quelles  approchent  du 
centre  de  cette  planète.  La  régularité  de  la  pesanteur  à  sa  surface 
prouve  qu'elles  sont  disposées  symétriquement  autour  de  ce  poinU 
Ces  deux  conditions >  suites  nécessaires  de  Tétat  fluide,  indiquent 
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avec  une  grande  vraisemblance  que  la  terre  entière  a  eu  primiti- 
vement cet  état,  qa*mie  chaleur  excessive  a  pu  seuk  lui  donner; 
ce  qui  vient  à  lappui  de  f hypothèse  que  nous  avons  èktiise  sur  ia 
formation  des  corps  «eélestes.  • 

A  imvitation  de  TÀoadémie'des  Sciences,  on  fit  à  Brest,  au 
commencement  du:  dernier  siède^  des  observations^de  marées  qui 
furent  continuées  pendant  six  années  consécutives.  La  situation  de 
ce  port  est  très-Cavwable  à  ce  genœ  d'observations.  Il  commu- 
nique avec  la  mer  par  un  canal  qui  aboutit  à  une  rade  fort  vaste, 
au  fond  de  laquelle  le  port  a  été  construit  Les  irrégularités  du 
mouvement  de  la  mer  parviennent  ainsi,  dans  ce  port,  très-affai- 
blies,  k  peu  près  comme  les  oscillations  que  le  mouvement  irré- 
guiier  dun  vaisseau  pnodnit  ddns' le  bajnomètre  sont  atténuées 
par  un  étranglement  fak  au  ittabe  decet  instrument  €) ailleurs, 
les  marées  étant  considérables  à'Brratv  les  variations  accidentdles 
causées  par  les  vents  nen  sont  quirae  fa^e  partie;  aussi  Ton 
remarque,  dans  les  observations  ?  de  ces  mu-ées,  une  gr»nde  ré- 
gularité, que  ne  doit  point  altérer  la  petite  rivière  qui  vient  se 
perdre  dans  la  rade  immense  de  ce  port.  Frappé  de  cette  régula-^ 
rite,  je  priai  le  gouvernement  d  ordonner  à  Brest  une  nouvdle 
série  d'observations,  pendant  une  période  entière  du  mouvement 
des  nœuds  de  forbite  lunaire  :  cest  ce  que  Ion  a  bien  voulu 
faire.  Ces  observations  datent  du  i^  juin  1806  et,  depuis  cette 
époque,  elles  ont  été  continuées  sans  interruption  jusqu'à  ce  jour, 
ce  qui  excède  déjà  la  moitié  de  la  période  dont  je  viens  de  parier. 
Elles  m  offraient  une  occasion  tirop  ftivorable  d'appliqué  mes 
formules  de  probabilité  à  l'un  des  plus  grands  phénomènes  de  la 
nature,  pour  ne  pas  la  saisir.  J'ai  trouvé  quelles  indiquaient, 
avec  une  extrême  probabilité,,  les  lois  des  hauteurs  et  des  inter* 
valles  des  marées  rétives  aux  phases  de  la  lune>  aux  saisons  et 
aux  distances  de  la  lune  et  du  soleil  à  la  terre.  Ces  observations 
présentent,  ài«et  é^avd»  le  plus- pcv&it  accord  aveoleaiobserva- 
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lions  faites  un  siècle  auparavant.  Elles  s  accordent- paiement  bien 
avec  la  loi  générale  de  la  pesanteur,  à  laquelle  on  eût  pu  reman- 
ier par  leur  seul  moyen. 

La  théorie  des  marées,  que  j*ai  donnée  d*après  cette  loi,  dans 
le  quatrième  livre  de  la  Mécanique  céleste,  repose  sur  un  prin- 
cipe de  dynamique  qui  la  rend  très-simple  et  indépendante  des 
circonstances  locales  du  port,  circonstances  trop  compliquées 
pour  qu  il  soit  possible  de  les  soumettre  au  calcul.  Au  moyen  de 
ce  principe,  elles  entrent  comme  arbitraires  dans  les  résultais  de 
l'analyse ,  qui  doivent  ainsi  représenter  les  observations,  si  la  gra- 
vitation universelle  est  en  effet  la  véritable  cause  du  flux  et  dn 
reflux  de  la  mer.  Voici  quel  est  ce  principe,  qui  peut  s'appliquer 
à  beaucoup  d'autres  phénomènes  :  l'état  dtun  système  de  corps  dams 
lequel  les  conditions  primitives  da  mouvement  ont  disparu ,  par  les  n^ 
sistances  qu'il  éprouve,  est  périodique  comme  les  forces  qui  l'animent.  En 
réunissant  ce  principe  à  celui  de  la  coexistence  des  oscillations 
Irès-petites,  je  suis  parvenu  à  une  expression  de  la  hauteur  des 
marées,  dont  les  arbitraires  comprennent  Teffet  des  circonstances 
locales  du  port.  Les  nombreuses  variétés  des  marées  et  les  modi-r 
fications  qu  elles  reçoivent  de  ces  circonstances  sont  toutes  repré- 
sentées par  cette  expression  avec  une  singulière  exactitude.  L'une 
de  ces  modifications  les  plus  remarquables  est  le  retard  d'un 
jour  et  demi,  des  plus  grandes  et  des  plus  petites  marées,  sur  les 
instants  des  syzygies  et  des  quadratures.  L'expression  dont  il 
s'agit  fait  voir  qu'il  dépend  de  la  rapidité  du  mouvement  de 
l'astre  qui  agit  sur  l'Océan,  combiné  avec  les  circonstances  lo- 
cales; et  que  la  même  cause  produit  à  Brest  un  accroissement 
dans  le  rapport  des  actions  du  soleil  et  de  la  lune.  L'analyse 
fournit  divers  moyens  pour  déterminer  cet  accroissement  par 
les  observations,  qui  le  donnent  égal  à  un  huitième  à  peu  près  du 
vrai  rapport. 

L'action  du  soleil  et  de  la  lune  produit  sans  doute  dans  notre 
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atiDosphèrev  ({u'^ells  .traTerse  pour  ^^ixiv&c^k  f  Océan  ^  des*  oscilla- 
tions  analogues  i<  ccUea  lia  flux,  et  an  reflux  ;  mab  elles  sout  très- 
faibles>  et,  pour  les  démêler  au  m^eu  des  mouv^emen^  de  lat-^ 
mo^èrev  il  iaûdi^iuqe.kwgoeisip!^  d-observatious  faites  avec 
d*^cellents  ban>iixètrea^,prinGipaleinexi|t  à  Jfé^ateor,  où  les  chan- 
gements irréguliers  ded^tmoq^ère  sont  peucoxuôdéraUes. 

Le  principe  c)m  sert.  de.l)asa  à  ma  théorie  des  marées  peut, 
en  le  généralisant^  s-^étendre- à  tous  les  effets  du  hasard  anqud  se 
joignent  des  causes  i variables  fduivantdefi  lois  régulières.  L  action 
de  ces  causes  produit^  dans  les.  résultats  à'xitt  grand  nombre  d'ef- 
fêta  y  des  variétés*  qui  suivent  les  mêmes  lois  etquie  Ton  peut 
reconnaltore  par  l'analyse  des.  probabilités.  A  mesure  que  les  eMets 
se  multiplient^  ces  variété»  se  maoUest^t  avec  uile  probabilité 
toujours  croissante  r  et  qni  se  vGon£cxndrait  avec  la.  cerihudev  si  le 
QQmkre  des  effets  étaitin^i.  Ce  théorème  est  analogue  à  cdui 
que  j  ai  développé  précédeminent  ^ur  TactiDn  des  causes  cons- 
tantes. Toutes  lei9  fois^^daoÇ'que^nQUs  voyons  qu  une  c^use  dont 
la  marche  est  régulière  p^iirt. influer  sur  un  genre  dlévénejdiQnts, 
nous  pouvons  chereheir.â>.cecQnnattre  soxi  influence  en  nyoiti-^ 
pliant  les  observations;  et,  quand  cette  influence  paraît  se  oiani- 
fester,  l'analyse  des  probabilités  détermine  la  probabilité  de  son 
existence  et  celle  de^  son  intensité.  Ainsi  la  variation  de  la  tempé- 
rature àvb  jour à.la.  nuity  pou;tfant  modifier  la  pression  de  latmos-^ 
phère,  et  y  par  conséquent^  te&  hauteurs  du  baromàtre,-  il- est 
naturel  de  penserrque^dessobseinrations  multipliées  de  ces  hau- 
teurs doivent  manifester  Tinfluence  de  la  chaleur  solaire.  En 
effet,  on  a  depuis  long^mps  reconnu,  à  Téquateur,  où  cette  in^ 
fluence  parait  être  la  plus  grande^  une  petite  variation  diurne  du 
baromètre^  dont  le  maximum  a^  lieu  vers  :  neuf  heures  du  matin  y  et 
le  mnimum  vera^  quatre  heures  du  soin.  Un  secon^^  ^maximum  a 
lieu  vers  onze  heures  du  soir,  et  le  second  mmimam«,^;i^ers  quatre 
heures  du  matia..  Les  oseiU^tions  de.  la  nuit.flipnt  oipindres  que 
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celles  du  jour^  dont  Tétendue  est  de  deux  millimètres.  L'incons- 
tance de  nos  climats  n  a  point  dérobé  cette  variation  à  nos  obser- 
vateurs, quoiqu'elle  y  soit  moins  sensible  qu'entre  les  tropiques. 
En  appliquant  les  formules  de  probabilité  aux  observations  nom- 
breuses et  précises  faites  par  Ramond  pendant  plusieurs  années 
consécutives,  on  voit  qu'elles  indiquent  l'existence  de  ce  phéno- 
mène avec  une  extrême  probabilité.  Ces  observations  lui  ont  fait 
découvrir  encore  une  variation  dans  le  baromètre  »  dépendante 
des  saisons.  Il  trouve  sa  hauteur  moyenne  de  diaque  mois,  à  son 
premier  maximum,  peu  après  le  solstice  d'hiver,  et  à  son  premier 
minimum  en  avril;  un  second  maximum  a  lieu  vers  le  solstice 
d'été,  et  le  second  minimum  en  septembre.  L'analyse  nous  montre 
que  ces  résultats  sont  déjà  indiqués  avec  vraisemblance  :  ils  sont 
confirmés  d'ailleurs  par  d'autres  observations.  La  suite  des  temps 
fera  connaître  si  les  mois  des  plus  grandes  et  des  plus  petites 
hauteurs  sont  les  mêmes  dans  les  climats  divers.  Ces  varia- 
tions annuelles  et  diurnes  da  baromètre  sont  dues  sans  doute, 
ainsi  (pie  les  vents  alizés  et  les  moussons,  à  la  chaleur  solaire 
combinée  avec  le  mouvement  de  rotation  de  la  terre.  Mais  il 
est  presque  impossible  de  soumettre  au  calcul  des  effets  aussi 
compliqués. 

On  peut  encore,  par  l'analyse  des  probabilités,  vérifier  fexis- 
tence  ou  l'influence  de  certaines  causes  dont  on  a  cru  remarquer 
faction  sur  les  êtres  organisés.  De  tous  les  instruments  que  nous 
pouvons  employer  pour  connaître  les  agents  imperceptibles  de  la 
nature,  les  plus  sensibles  sont  les  ner£s,  surtout  lorsque  des  causes 
particulières  exaltent  leur  sensibilité.  C'est  par  leur  moyen  qu'on 
a  découvert  la  faible  électricité  que  développe  le  contact  de  deux 
métaux  hétérogènes;  ce  qui  a  ouvert  un  champ  vaste  aux  re- 
cherches des  physiciens  et  des  chimistes.  Les  phénomènes  singu- 
liers qui  résultent  de  fextrême  sensibilité  des  nerfs  dans  quelques 
individus  ont  donné  naissance  à  diverses  opinions  sur  fexistence 


d'un  nouvel  agent  que  Ton  anommé. mt^nétifme  mim^h  Hir  l'ac- 
tion du  magnéti^qtie  om^inakey  et  sv^-j'iofluenicedu'  gol^il  «t  de 
la  lune,  dans  quelques -afIèqt^c«]«(«$ffVQvi#ea^<;  «Q£o|«A¥)|e^i«apres- 
sions  que  peut  £»ire«é|m}ttkfilYvlarpipa^toHéi:^4nét«iMbiW. d'une 
eau  courante^  Il  eiklnalf  i)^((dQi]^iHiep  qtt9id««|}9»i4e  ces.causes 
esttfès-fiiible.iei-qiulQll'é  p«iit]^|reifa9iie)i>fMit(<(iK)iiJ»1^9p|k«ide$  cir- 
constances a«çidentdie8^<«[iki^u^aiiefeqvte>«4!w$^qçic^ii^  cas,  elle 
ne  s'est  poinftitmao«£34tétf,<4»in«(4Ml(ipasMreJQt««(:)ifiQn:^)û 
NousKtmme6.n:ioii>46.«i9i^iiltiwi4mu!l^«geQta4ie  k<nature  et 
leurs  divers  mode»'  d'àctl«QÉ'irqa^;'éewitr.if)eu«>.pJ^Q9<^htque  de 
nier  les  phénomènes^  «ni^ufintenllrpaspe  qo'iktaont  inexf^icables 
dans  l'état  actuel  de  iUOA  «i»MiM«s«iicM«.<tëi$iidem«^t^  nous  devons 
les-eKaminer  avec  «me  «tt«nii»(M|!)iâfi«i^$iJk  plus  ^^^mpuleuse  qu'il 
parattpius  difficile deles-ftddtellrfirtr^lichfisf  m^^  ^, c4cul  des 
projbab^ités  devient  4odi8p^a4!dl^l^^(W#rdé|ç4'miner^iusq^'à  quel 
point  il  laut  multipUeviles<«bs«insitiQilfli4W  les  esp^pieptqfis,.  afin 
d'obtenir»  en  £vreurid«s«i||l»l»i/f(i'c)ie3':in4iquettt,ui3|Q^^ 
supérieure:  auxfxaisoeAiqneilionftpeiibt  <awQiir,  .41%iUeti<^,r4f)  q^.  pas 
les  admettre.  .    ••!    fi-M'A/cj-i  r*!-  ^'i-'M-o-.-i;  •.'.:    <■    -.x/i.  'y-^'uïu 

Le  calcul  des  probabilités' fi«iUt<  faire  af^M^eàieRiles'ayaiiitages  ef 
les  inconvénients  des  méthodes  employées  dans  les  acieaces  con- 
jecturales. Ainsi,  pooir  reconnaître  le  meilleur  des  traitemepts  en 
usage  dans  la  guénson.d'uA^rmaiaditti'Usttfiit-d^'éprQttyeEchacun 
d'eux  sur  un-mémei  nombre  d(4  mualit^es^^enJKaKlaniti toutes  les 
circonstances  parfûttemewt  sei9^biAUe9(iafliipériortt|è:d^ 
le  plus  avanta^suKise-rSianîfesterA!  de  pUia  eH:  ^pius^  à  mesure  que 
ce  nombre  saocaroîbratf  ;ét>  le  c^indl  S&n^  AQTm9$Xf§  la  pii^tb^bUité 
correapondAute'dewim  a/y£inta^  fil-^w.^rappiwt  suivit  .lequel  il 
est  âupéniew «aux. Autres. I, M )'.'{;;>  j.  ,iip  vd  ;?f«t:  •■.:(> r^j'.n.  >u- 

:■■"'.  '..:;••■'":;  .  ...Kj  ë  >  J  .r.iii^li.av'^-  i'-b  Jv»  >.i;f<iM,-  -i";  f'-li  ^•',    .; 

''■<■     -il     jiij   •   «■''rT.t/li     îi  '.K>Aiiirll>n      tUIill.)    JlK'    f".   !.*• 
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Application  du  calcul  des  probabilités  aux  sciences  morales. 

On  vient  de  voir  les  avantages  qu'offre  l'analyse  des  probabi- 
lités, dans  la  recherche  des  lois  des  phénomènes  naturels  dont 
les  causes  sont  inconnues,  ou  trop  compliquées  pour  que  leurs 
effets  puissent  être  soumis  au  calcul.  C'est  le  cas  de  presque  tous 
les  objets  des  sciences  morales.  Tant  de  causes  imprévues,  ou 
cachées,  ou  inaTppréciables,  influent  sur  les  institutions  humaines^ 
qu  il  est  impossible  d  en  juger  à  i»riori  les  résultats.  La  série  deft 
événements  que  le  temps  amène,  développe  ces  résultats  et  indique 
les  moyens  de  remédier  à  ceux  qui  sont  nuisibles.  On  a  souvent 
Fait,  à  cet  égard,  des  lois  sages^  mais,  parce  que  Ion  avait  négligé 
d'en  conserver  les  motifs,  plusieurs  ont  été  abrogées  comme 
inutiles,  et  il  a  fallu,  pour  les  rétablir,  que  de  fâcheuses  expé* 
riencesen  aient  fait  de  nouveau  sentir  le  besoin.  Il  est  donc  bien 
important  de  tenir,  dans  chaque  branche  de  l'administraticm 
publique,  un  registre  exact  des  effets  qu'ont  produits  les  divers 
moyens  dont  on  a  fait  usage,  et  qui  sont  autant  d'expériences 
faites  en  grand,  par  les  gouvernements.  Appliquons  aux  sciences 
politiques  et  morales  la  méthode  fondée  sur  l'observation  et 
sur  le  calcul,  méthode  qui  nous  a  si  bien  servi  dans  les  sciences 
naturelles.  N'opposons  point  une  résistance  inutile  et  souvent 
dangereuse  aux  effets  inévitables  du  progrès  des  lumières,  mais 
ne  changeons  qu'avec  une  circonspection  extrême  nos  institutions 
et  les  usages  auxquels  nous  sommes  depuis-  longtemps  plié».  I^ous 
connaissons  bien,  par  l'expérience  du  passé,  les  inconvénients 
qu'ils  présentent ,  mais  nous  ignorons  quelle  est  l'étendue  des 
maux  que  leur  changement  peut  produire.  Dans  cette  ignorancev 
la  théorie  des  probabilités  prescrit  d'éviter  tout  changement  ;  suf^ 
tout  il  faut  éviter  les  changements  brusques  qui,  dans  l'ordre 
moral  comme  dans  l'ordre  physique,  ne  s'opèrent  jamais  sans 
une  grande  perte  de  force  vive. 
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Déjà  le  calcul  des  probabilités  a  été  appliqué  avec  succès  à 
plusieurs  objets  des  sciences  morales.  Je  vais  en  présenter  ici  les 
principauj^  résultats. 

De  la  jprobabilité  des  témoignages. 

La  plupart  de  nos  jugements  étant  fondés  sur  la  probabilité 
des  témoignages,  il  est  bien  ÎDlporiant  de  la  soumettre  au  calcul. 
La  chose,  il  est  vrai f 'devient  souv^t  impossible  par  la  difficulté 
d  apprécier  la  véracité  des  témoins,  et  par  le  grand  nombre  de 
circonstances  dont  les  Uits  qu  ils  attestent  sont  accompagnés. 
Mais  on  peut,  dans  plusieurs  c^s,  résoudre  des  problèmes  qui 
ont  beaucoup  d  analogie  avec  les  questions  quon  se  propose,  et 
dont  les  solutions  peuvent  éttferegajrdées- comme  des  approxima- 
tions propres  à  nous  guider,  et  è  nom  gai^ntir  des  erreurs  et  des 
dangers  annuels  de  mauvais  raisonnements  nous  exposent.  Une 
approximation  de  ce  geote,  lorsqu'^^^  est  bien  conduite,  est  tou- 
jours préférable  jittx  raispnttements'  les  plus  spécieux.  Essayons 
donc  de  donner  quelçfnes  règles  générales  pour  y  parvenir. 

On  a  extrait  un  â€ul  numéro  d'une  urne  qui  en  renferme 
mille.  Un  témoin  de  ce  tirage  annonce  que  le  n**  79  est  sorti; 
on  demande  la  probabilité  de  cette  sortie.  Supposons  que  l'expé- 
rience ait  fait  connaître  que  ce  témoin  trompe  une  fois  sur  dix^ 
en  sorte  que  la  probabilité  de  son  témoignage  s<Ht^.  Ici,  l'évé- 
nement observé  est  le  témoin  attestait  que  le  n"*  79  est  sorti.  Cet 
événement  peut  réstdterdes  deux  hypothèses  suivantes,  savoir, 
que  le  témoin  énonce  la  vérité,  ou  qu^'il  trompe.  Suivant  le  prin- 
cipe que  nous  avons  exposé  sur  la  probabilité  des  causes,  tirée 
des  événements  observés,  il  fieiut  d'abord  ;  déterminer  à  pnori 
la  probabilité  de  l'événement  dans  chaque  hypothèse.  Dans  la 
première,  la  probabilité  que  le  témcnn  annoncera  le  n^  79  est  la 
probabilité  même  de  la  sortie  de  ce  numéro,  c'est-à-^re  ^.  Il 
faut  la  multiplier  par  la  probabilité^  de  la  véracité  du  témoin; 
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on  aura  donc  -j^  pour  la  probabilité  de  révénement  observé  dans 
cette  hypothèse.  Si  le  témoin  trompe,  le  n*  79  n  est  pas  sorti;  et 
la  probabilité  de  ce  cas  est  ^.  Mais ,  pour  annoncer  la  sortie  de 
ce  numéro,  le  témoin  doit  le  choisir  parmi  les  999  numéros  non 
sortis;  et,  comme  il  est  supposé  n  avoir  aucun  motif  de  préfé- 
rence pour  les  uns  plutôt  que  pour  les  autres,  la  probabilité  qu'il 
choisira  le  n"*  79  est  555;  en  multipliant  donc  cette  probabilité  par 
ia  précédente,  on  aura  7^  pour  la  probabilité  que  le  témoin 
annoncera  le  n*  79  dans  la  seconde  hypothèse.  Il  faut  encore 
multiplier  cette  probabilité  par  la  probabilité  ^  de  Thypothèse 
elle-même  ;  ce  qui  donne  ^  pour  la  probabilité  de  Tévénemient 
relative  à  cette  hypothèse.  Présentement,  si  l'on  forme  une  fraction 
dont  le  numérateur  soit  la  probabilité  relative  à  la  première  hy- 
pothèse, et  dont  le  dénominateur  soit  la  somme  des  probabilités 
relatives  aux  deux  hypothèses,  on  aura,  par  le  sixième  principe, 
la  probabilité  de  la  première  hypothèse,  et  cette  probabilité 
sera  ^,  c'est-à-dire  la  véracité  même  du  témoin.  C'est  aussi  là 
probabilité  de  la  sortie  du  n^  79.  La  probabilité  du  mensonge 
du  témoin  et  de  la  non  sortie  de  ce  numéro  est  ^. 

Si  le  témoin,  voulant  tromper,  avait  quelque  intérêt  à  choisir 
le  n**  79  parmi  les  numéros  non  sortis;  s'il  jugeait,  par  exemple, 
qu'ayant  placé  sur  ce  numéro  une  mise  considérable,  Tannonce 
de  sa  sortie  augmentera  son  crédit,  la  probabilité  qu'il  choisira  ce 
numéro  ne  sera  plus,  comme  auparavant,  ^;  elle  pourra  être 
alors  y,  Y,  etc.  suivant  l'intérêt  qu'il  aura  d'annoncer  sa  sortie. 
En  la  supposant  -5-,  il  faudra  multiplier  par  cette  fraction  la  pro- 
babilité^, pour  avoir,  dans  l'hypothèse  du  mensonge,  la  proba- 
bilité de  l'événement  observé,  qu'il  faut  encore  multiplier  parj^; 
ce  qui  donne  yj^  pour  la  probabilité  de  l'événement  dans  la 
seconde  hypothèse.  Alors  la  probabilité  de  la  première  hypothèse, 
ou  de  la  sortie  du  n*"  79,  se  réduit,  parla  règle  précédente,  k^. 
Elle  est  donc  très-affaiblie  par  la  considération  de  l'intérêt  que  le 
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témoin  peut  avoir  à  annçnçer  la  ^itiç  du  n?  79-  A  iai  vérité,  ce 
même  intérêt  augmente  ia  pr4;4>^\)ilité  »  que  le  témcÂQ  (li^^  1^ 
vérité,  si  le  n""  79  sî^ri.  Mais  cette  prohalûlité ,  ne  peilt  excéder 
Tunité  ou  ^;  ainsi  U  pf::çl)a,|^iliMï  4^ ^^  sortie  du  RV79  ne  surpas- 
sera pas  ^.  Le  bon  ae^s  i)ous  dicte  que  cet  intérj^t  doit  inspirer 
de  la  défiance;  mais  le  calcul  en. apprécie. Finfluence^ 

La  probabilité  à/^rior^ du. numéro  énoncé  par  le  témoin  est 
Tunité  divisée  par  le  noipbr^  des  numéros  de  Turne;  elle  se  trans- 
forme, en  vertu  du  témpignagei,:daAS  }a  véracité  même  du  témoin; 
elle  peut  donc  être  affîaiiblie  par  ce  témoignage.  Si,  par  exemple, 
Turne  ne  renferme  que  deux  nuiuéros,  ce  qui  donne  7  pour  la 
probabilité  à  priori  de  la  scyrtie*  duu"^:!  V  ^t  si  la  véracité  dun 
témoin  qui  lannonce  eat  ^,jçette,sqrtie  en  devient  moins  pro- 
bable. En  effet,  il  est  yisib^  que.if,  t&ooupw  ayant  alors  plus  de 
pente  vers  le  menspngç^qi^.yer^Jaj^éiité.f  son  témoignage  doit 
diminuer  la  probabilité ;di^}£»ft  (attesté,  toutes  les  fois  que  cette 
probabilité  égale  ou.surpa^s€^,7,,jj4ai3  sil  y  a  trois  numéros  dans 
Turne,  la  probabilité  4 :pr^j:i  de  ia  «ortie  du  n""  1  est. accrue  par 
lafTirmation  d'un  témoin .^Q^^it «la  véracité  sur^ 

Supposons  maintenant  que  Turne  renferme  999  boules  noires 
et  une  boule  blancbe,  et.qu^une  boule  en  ayant  été. extraite,  un 
témoin  du  tirage  annoAçe  que  cette  boule  est  blanche;  la  proba- 
bilité derévénementpbse^rvé,  déterminée  à  priori  dans  la  première 
hypothèse,  sera  ici,  cpou^e  d^ns  la  question  précédente,  égale 
ày^.  Mais  dans  Thypotjbè^e  qù.^  témoin  trompe,  la  boule  blanche 
pest  pas  sortie,  et  Ift.projbabilité  de  ce  cas  est  ^.  Il  faut  Ift  mul- 
tiplier par  la  probabilité  ja  du  mensonge ,  ce  qui  donne  ^  pour 
la  probabilité  de  révénement  observé,  relative  à  la  seconde  hypo- 
thèse. Cette  probabilité^,  n  était  quei  i^  d^i^s  la  qu^tion  précé- 
dente :  cette  grande  4ifféreni:e  ùeat  à  ce  qu  une  boule  noire  étant 
sortie,  le  ténioin  qui  veut  t;rpmper  n'a  point  de  chpix,àiaire  parmi 
les  999  boules  xmu  sortie{Si|.poi)r  annoncer  la  sortie  d'une  boule 
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blanche.  Maintenant,  si  Ton  forme  deux  fractions  dont  les  numé- 
rateurs soient  les  probabilités  relatives  à  chaque  hypothèse,  et 
dont  le  dénominateur  commun  soit  la  somme  de  ces  probabilités, 
on  aura  t^  pour  la  probabilité  de  la  première  hypothèse  et  de  la 
sortie  d  une  boule  blanche,  et  ^  pour  la  probabilité  de  la  seconde 
hypothèse  et  de  la  sortie  d  une  boule  noire.  Cette  dernière  pro- 
babilité est  fort  approchante  de  la  certitude;  elle  en  approcherait 
beaucoup  plus  encore,  et  deviendrait  ^^,  si  Tame  renfermait 
un  million  de  boules  dont  une  seule  serait  blanche ,  la  sortie  d'une 
boule  blanche  devenant  alors  beaucoup  plus  extraordinaire.  On 
voit  ainsi  comment  la  probabilité  du  mensonge  croît  à  mesure 
que  le  fait  devient  plus  extraordinaire. 

Nous  avons  supposé  jusqu'ici  que  le  témoin  ne  se  trompait 
point;  mais  si  Ion  admet  encore  la  chance  de  son  erreur,  le  fieiit 
extraordinaire  devient  plus  invraisemblable.  Alors  au  lieu  de  deux 
hypothèses,  on  aura  les  quatre  smvantes,  savoir,  celle  du  témoin 
ne  trompant  point  et  ne  se  trompant  point;  celle  du  témoin  ne 
trompant  point  et  se  trompant  ;  Thypothèse  du  témoin  trompant 
et  ne  se  trompant  point;  enfin  celle  du  témoin  trompant  et  se 
trompant.  En  déterminant  à  priori  dans  chacune  de  ces  hypo- 
thèses la  probabilité  de  Tévénement  observé,  on  trouve  par  ie 
sixième  principe,  la  probabilité  que  le  fait  attesté  est  faux,  égaie  à 
une  fraction  dont  le  numérateur  est  le  nombre  des  boules  noires 
de  Tume,  multiplié  par  la  somme  des  probabilités  que  le  témoin  ne 
trompe  point  et  se  trompe,  ou  qu'il  trompe  et  ne  se  trompe  point, 
et  dont  le  dénominateur  est  ce  numérateur  augmenté  de  la  somme 
des  probabilités  que  le  témoin  ne  trompe  point  et  ne  se  trompe 
point,  ou  qu'il  trompe  et  se  trompe  à  la  fois.  On  voit  par  là  que 
si  le  nombre  des  boules  noires  de  l'urne  est  très-grand,  ce  qui 
rend  extraordinaire  la  sortie  de  la  boule  blanche,  la  probabi- 
lité que  le  fait  attesté  n'est  pas  approche  extrêmement  de  la  cer- 
titude. 
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£n  étendant  cette  conséquence  à  tous  les  faits  extraordinaires, 
il  en  résulte  que  la  probabilité  de  Terreur  ou  du  mensonge  du 
témoin  devient  d^autant  plus  grande  que  le  fait  attesté  est  plus 
extraordinaire.  Qudques  auteurs  ont  avancé  le  contraire,  en  se 
fondant  sur  ce  que  la  vue  d'un  fait  extraordinaire  étant  parfaite- 
ment semblable  à  celle  d'un  fait  ordinaire^  les  mêmes  motifs  doi- 
vent nous  porter  à  croif  e  égalemeat  le  témoin ,  quand  il  affirme 
Tun  ou  l'autre  de  ces  faits.  Le  simple  bon  sens  jrepousse  une  aussi 
étrange  assertion;  mais  le  calcul  'des  probaUlités,  en  confirmant 
Tindication  du  sens  commun^  apprécie  de  plus  Imvraisemblance 
des  témoignages  sur  les  faits  exftraordinaires. 

On  insiste  et  Ton  supposedeuxtémoin&,  également  dignes  de 
foi,  dont  le  premier  atteste  qu'il  a  vu  mort;  il  y  a  quinze  jours, 
un  individu  que  le  second  témoin  affirme  avoir  vu  hier  plein  de 
vie.  L'un  ou  l'autre  de  ces  &Î!tsii'o£Pne  nen  d'invraisemblable.  La 
résurrection  de  l'individu  est  une  oonaéquenœ  de  kur  ensemble; 
mais  les  témoignages  ne  portant  point  directement  sur  die,  ce 
qu'elle  a  d'extraordinaire  ne  éckt  point  afiPaiblir  la  croyance  qui 
leur  est  due.  {EncyclajÊédie,  art  GerbUiide.) 

Cependant,  si  la  conséquence  qui  résulte  de  l'ensemble  des 
témoignages  était  impossible,  l'un  d'eux  serait  nécessairement 
faux;  or,  une  conséquence  impossible  est  la  limite  des  consé- 
quences extraordinaires,  comme  l'erreur  est  la  limite  des  invrai- 
semblances; la  valeur  des  témoignages,  qui  déviait  nulle  dans  le 
cas  d'une  ccmséquence  impossible,  doit  donc  être  très-afiGaiblie 
dans  celui  d'une  conséquence  extraordinaire.  C'est,  en  efiet,  ce 
que  le  calcul  des  probabilités  confirme. 

Pour  le  faire  voir,  considérons  deux  urnes  A  et  B  dont  la  pre- 
mière contient  un  miltion  de  boules  blanches,  et  la  seconde,  un 
million  de  boules  noires.  On  tire  de  l'une  de  ces  urnes  une  boule 
que  l'on  remet  dans  l'autre  urne,  dont  on  extrait  ensuite  une 
boule.  Deux  témoins,  l'un  du  premier  tirage,  et  l'autre  du  second, 
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attestent  que  la  boule  qu  ils  ont  vu  extraire  est  blanche.  Chaque 
témoignage,  pris  isolément,  na  rien  d'invraisemblable,  et  il  est 
facile  de  voir  que  la  probabilité  du  fait  attesté  est  la  véracirlé 
même  du  témoin.  Mais  il  suit  de  l'ensemble  des  témoignages, 
qu  une  boule  blanche  a  été  extraite  de  Tume  A  au  premier  tirage, 
et  qu  ensuite,  mise  dans  Tume  B,  elle  a  reparu  au  second  tirage, 
ce  qui  est  fort  extraordinaire;  car  cette  seconde  urne  renfermant 
alors  une  boule  blanche  sur  un  million  de  boules  noires,  la  pro- 
babilité d'en  extraire  la  boule  blanche  est  tsàm*  Pour  déterminer 
l'affaiblissement  qui  en  résulte  dans  la  probabilité  de  la  chose 
énoncée  par  les  deux  témoins,  nous  remarquerons  que  l'évéïie* 
ment  observé  est  ici  l'affirmation  par  chacun  d'eux,  que  la  boule 
qu'il  a  vu  extraire  est  blanche.  Représentons  par  ^  la  probahiltté 
qu'il  énonce  la  vérité,  ce  qui  peut  avoir  lieu  dans  le  cas  présent, 
lorsque  le  témoin  ne  trompe  point  et  ne  se  trompe  point,  et  lors^ 
qu'il  trompe  et  se  trompe  à  la  fois.  On  peut  former  les  quatre  hy^ 
pothèses  suivantes. 

1^  Le  premier  et  le  second  témoin  disent  la  vérité.  Alors  une 
boule  blanche  a  d'abord  été  extraite  de  l'urne  A,  et  la  probabilité 
de  cet  événement  est  y,  puisque  la  boule  extraite  au  premier 
tirage  a  pu  sortir  également  de  l'une  ou  de  l'autre  urne.  Ensuite 
la  boule  extraite  mise  dans  l'urne  B  a  reparu  au  second  tirage  :  la 
probabilité  de  cet  événement  est  f^;^;  la  probabilité  du  fait  énoncé 
est  donc  sq^.  En  la  multipliant  par  le  produit  des  probabilités  ^ 
et  ^  que  les  témoins  disent  la  vérité,  on  aura  ji^wKby  pour  la  pro- 
babilité de  l'événement  observé  dans  cette  première  hypothèse. 

2**  Le  premier  témoin  dit  la  vérité,  et  le  second  ne  la  dit  point, 
soit  qu'il  trompe  et  ne  se  trompe  point,  soit  qu'il  ne  trompe  point 
et  se  trompe.  Alors  une  boule  blanche  est  sortie  de  l'urne  A  an 
premier  tirage,  et  la  probabilité  de  cet  événement  est -5-.  Ensuite, 
cette  boule  ayant  été  mise  dans  l'urne  B,  une  boule  noire  en  a  été 
extraite  :  la  probabilité  de  cette  extraction  estj^gg?;  on  a  donc  î^^ 
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pour  la  probabilité  db  révéïijemeat  <:ompo6é.  En  la  wi]dti^ 
par  le  produit  des  deux  iprobfld^ilités  n^^et^  q«i6  lepremier  ti^oin 
dit  la  véiité  y  et  que  le  second  ne  tk:  dit^Kuint ,  c»  laura  ^i^^  pour 
la  probabilité  de  Tévéneiaeiit  obsenvé,  da^a»  là  seconde  hypothèse. 

S''  Le  premier  témoin  cne  dit pjaaila  vérité /letkfaecondi'éiMxnQe. 
Alors  une  boule  niwete9ti$oi4ie,d)e'iiuff]ie^  au  pinemier  t^^ 
après  avoir  été  misa  dan^i'uime  itfi:)Unarboi^  blanehaa  été  exitraite 
de  cette  urne.  I^  probabilité dtt;{)vcffiiw:d«j €69. ^éo^  est^, 
et  celle  du  second  ^t  i^firlanpro^sbîlitè  de  i'événement  com- 
posé est  donc  J^^  Enl^^muktpliabt  par:  «1^  produit  des  proha* 
bilîtés  ^et^  que  lepremier  témoiP'fii^ditrpfus  lia  vérité,  et  que  le 
second  Técionce,  on  aufa^g^i6iiP0Wiiatptfob»bilité  Tévénement 
oi)6ei^é,  i^lativeè  ce^b^9KMi|bè$e/hr  i        t.  ^    ?  . 

4^  Ekifin,  aucun  dasitémmosiu^  4îf  hi) v.é0ité^^^pra  «uiie  boijde 
noire  a  été  extraite  de  l4iBiier'Bmn)(pi«fnief)tirage4  ensuite,! i^yant 
été  mise  dans  Tucne  A(r€J^e:a»repiÉruiaa  s?aond  tirage.  Lia.pmba- 
bilité  de  cet  événement  composé  est  ^sàssî-  ^^  ^^  multiplimitt  par 
le  produit  des  probabtti^Si^^j^  ^  que  chaque  ténMi>i«.(ne.|lit  pas 
la  vérité,  on  aura  §éfsasm  poutdaiprobabilité  de  )!événea»eRt  iqhei^evB, 
dans  cette  hypothèsew»(,^.i    ,»    »;  ^.  j,.  :  »      .; 

Maintenant,  pour  avoir  la  pi^obabilité  de  la  .chose  énoncée  par 
les  deux  témoins,  sami^i.quiinef  boule  blanche  a  été  exib^aiteà 
chacun  des  tirageâ,/il  £»ut  diviser -la.  pi^abUitéçorrespond^an  te 
à  la  première  hypothèseiparila^  somme  des  probabilités  r<jl4tives 
aux  quatre  hypothèsess  et  alotson  a  pour  cette,  p^^obabilibé^n^^oj^r 
fraction  extrémemeiit  petite4  ;  : 

Si  les  deux  ;  ténioias  ;affiitnaien|t  i  ^  M  premier , .  qu  une  boule 
blanche  a  été  extraite rdei'une/dea {doux. urjftesA.etiBi;  le  second, 
qu  une  boule*  blanche  a  été'  pareillement  :  extraite  der  Tune  des 
deux  urnes  A'  et  3V en  tout  semblables  aux  premières.;  h  proba- 
bilité  de  la  chose. énoncée  piur^ les  deux  témoins  serait. le  produit 
des  probabilités  de  leurs,  témoignages,,  ou  ^  «J^l^  serait  donc 
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cent  quatre-vingt  miUe  fois  au  moins  plus  grande  que  la  précé- 
dente. On  voit  par  là  combien ,  dans  le  premier  cas,  la  réapparition 
au  second  tirage  de  la  boule  blanche  extraite  au  premier,  cona^ 
quence  extraordinaire  des  deux  témoignages,  en  affaiblit  la  valeur. 

Nous  n  ajouterions  point  foi  au  témoignage  d'un  homme  qui 
nous  attesterait  qu'en  projetant  cent  dés  en  Tair,  ik  sont  tous  re^ 
tombés  sur  la  même  face  :  si  nous  avions  été  nous-mêmes  specta- 
teurs de  cet  événement,  nous  nen  croirions  nos  propres  yeus 
qu'après  en  avoir  scrupuleusement  examiné  toutes  les  circons^ 
tances,  et  après  en  avoir  rendu  d  au  très  yeux  témoins,  pour  être 
bien  sûrs  qu'il  n'y  a  eu  ni  hallucination  ni  prestige  ;  mais,  après 
cet  examen,  nous  ne  balancerions  point  à  l'admettre,  malgré  scw 
extrême  invraisemblance,  et  peraoniM  ne  serait  tenté,  pour  l'm^ 
pliquer,  de  recourir  à  un  renversement  des  lois  de  la  vision.  Nous 
devons  en  conclure  que  la  probabilité  de  la  constance  des  lois  de 
la  nature  est  pour  nous  supérieure  à  celle  que  l'événement  dont 
il  s'agit  ne  doit  point  avoir  lieu,  probabilité  supérieure  elle-même 
à  celle  de  la  plupart  des  faits  historiques  que  nous  regardons 
comme  incontestables.  On  peut  juger  par  là  du  poids  immense 
de  témoignages  nécessaire  pour  admettre  une  suspension  des  lois 
naturelles,  et  combien  il  serait  abusif  d'appliquer  à  ce  cas  les 
règles  ordinaires  de  la  critique.  Tous  ceux  qui,  sans  offrir  cette 
immensité  de  témoignages,  étayent  ce  qu'ils  avancent  d'événe- 
ments contraires  à  ces  lois,  affaiblissent  plutôt  qu'ils  n'augmentent 
la  croyance  qu'ils  cherchent  à  inspirer,  car  alors  ces  récits  rendent 
très-probable  l'erreur  ou  le  mensonge  de  leurs  auteurs.  Mais  ce 
qui  diminue^  la  croyance  des  hommes  éclairés  accroît  souvent 
celle  du  vulgaire,  toujours  avide  du  merveilleux. 

11  y  a  des  choses  tellement  extraordinaires  que  rien  ne  peut 
en  balancer  l'invraisemblance;  mais  celle-ci,  par  l'effet  d'une  opi- 
nion dominante,  peut  être  affaiblie  au  point  de  paraître  inférieure 
à  la  probabilité  des  témoignages,  et,  quand  cette  opinion  vient  À 
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changer,  un  récit  absurde,  admis  unafnimement  dans  le  siècle 
qui  lui  a  donné  naissanee,  'ir  offre  aux  siècles  suivants  qu'une 
nouvdile  preuve  de  rèxttiditie  iii^Attenee  de  Topinion  générale  sur 
les  meilleurs  esprits:  DeKOi^ndshommes'du  siècle  de  Louis  XIV, 
Racine  et  Pascal,  eâ'MM^eitenitpies  frappants/ Il  est  affligeant 
de  voir  avec  queSe  cctti]|^si9tice  Racine,  ce  peintre  admirable 
du  cœur  humain  et  lé  poëte  ^)é  plus  parfait  qui  fut  jamais,  rap- 
porte comme  mimcuièuée^la  jgfuérisoti  de  k  jeune  Perrier,  nièce 
de  Pascal  et  peiMioniidii^àTàbbaiye'dePort^loyal;  il  est  pénible 
de  Hre  les  ruisct^ements^pàt^ié^els  Pascal  cWche  à  prouver 
que  ce  miracle  devenait  néciéssairë  à  la  religion,  pour  justifier  la 
doctrine  des  rdigieueèS'  ée>  c^tte  abbaye,  alors  peraécutées  par 
les  jésuites.  La  jeune  Perriièr  était,  depuis  trois  ans  et  demi, 
affligée  d'une  fistule  iacryntaile't  elle  toùeha^  de  son  œil  malade, 
une  relique  que  Ton  piréiend.iait  ^étre*  bue  des  épines  de  la  cou- 
ronne du:  SauveuTy  et  éll^  se  »érut  h  •  l'instant  guérie.  Qu^ques 
jours  après,  les  médecitii^'M  leS' ichirurgîens  constatèrent  la  gué- 
rison,  et  ils  jugèrent  que|lai  tiature  et  les  remèdes  n^  avaient  eu 
aucune  part.  Cet  évéàement,  arrivé  en  1 656,  ayant  fait  un  grand 
bruit,  «tout  Pari»  se  porta,  «dit  Racine,  à  Port-Royal.  La  foule 
•  croissait  de  jour  en  jour,  et  Dieu  même  semblait  prendre  plaisir 
«  à  autoriser  la  dévotion  des  peuples,  par  la  quantité  de  miracles 
«  qui  se  firent  en  cette  église.  »  A  cette  épocpie,  les  miracles  et  les 
sortilèges  ne  paraissaient  pas  encore  invraisemblables;  et  Ion 
n'hésitait  point  à'  leur  aftbribuer  les  singularités  de  la  nature  que 
Ion  ne  pouvait  autrement  expliquer. 

Cette  manière  d'envisager  les  effets  extraordinaires  se  retrouve 
dans  les  ouvrages  les  plus  remarquables  du  siècle  de  Louis  XIV, 
dans  TEssai  même  sur  l'entendement  humain,  du  sage  Locke, 
qui  dit,  en  pariant  de8>degrés  d'assentiment  :  «  Quoique  la  com- 
«  mune  expérience  Bt  ie  cours  ordinaire  des  choses  aient  avec 
«  raison  une  grande  influence  sur  l'esprit  des  hommes,  pour  les 
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«  porter  à  donner  ou  à  refuser  leur  consentement  à  une  chose  qui 
«  leur  est  proposée  à  croire,  il  y  a  pourtant  un  cas  où  ce  qu^il  y  a 
«  d'étrange  dans  un  fait  n  aflailolit  point  Tassentiment  que  noua 
«  devons  donner  au  témoignage  sincère  sur  lequel  il  est  fondé. 
«Lorsque  des  événements  suroaturels  sont  conformes  aux  fins 
«  que  se  propose  celui  qui  a  le  pouvoir  de  changer  le  cours  de  la 
«  nature,  dans  un  tel  temps  et  dans  de  telles  circonstances^,  ils 
«  peuvent  être  d'autant  plus  propres  à  trouver  créance  dans  nos 
«esprits,  quils  sont  plus  au-dessus  des  observations  ordinaires, 
«  ou  même  quils  y  sont  plus  opposés,  »  Les  vrais  principes  de  la 
probabilité  des  témoignages  ayant  été  ainsi  méconnus  des  philo* 
sophes  auxquels  la  raison  est  principalement  redevable  de  ses 
progrès,  j'ai  cru  devoir  exposer  avec  étendue  les  résultats  du 
calcul  sur  cet  important  objet 

Ici  se  présente  naturellement  la  discussion  d'un  argument  £a* 
meux  de  Pascal,  que  Craig,  mathématicien  anglais,  a  reproduit 
sous  une  forme  géométriqueè.DeSi  témoins  attestent  qu'ils  tiennent 
de  la  Divinité  même,  qu'en  se  conformant  à  telle  chose  on  jouira, 
non  pas  d'une  ou  de  deux,  mais  d'une  infinité  de  vies  heureuses. 
Quelque  faible  que  soit  la  probabilité  des  témoignages,  pourvu 
quelle  ne  soit  pas  infiniment  petite,  il  est  clair  que  l'avantage 
de  ceux  qui  se  conforment  à  la  chose  prescrite  est  infini,  puis- 
qu'il est  le  produit  de  cette  probabilité  par  un  bien  infini  :  on  ne 
dpit  donc  point  balancer  à  se  procurer  cet  avantage. 

•Cet  argument  est  fondé  sur  le  nombre  infini  des  vies  heu^ 
reuses  promises  au  nom  de  la  Divinité  par  les  témoins.  Il  faudrait 
donc  faire  ce  qu'ils  prescrivent,  précisément  parce  qu'ils  exa- 
gèrent leurs  promesses  au  delà  de  toutes  limites,  conséquence 
qui  répugne  au  bon  sens.  Aussi  le  calcul  nous  fait-il  voir  que 
cette  exagération  même  affaiblit  la  probabilité  de  leur  témoignage 
au  point  de  la  rendre  infiniment  petite  ou  nulle.  En  effet,  ce  cas 
revient  à  celui  d'un  témoin  qui  annoncerait  la  sortie  du  numéro 
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le  plus  élevé  d  une  nrne  remplte  d'un  grand  nombre  de  numéros, 
dont  un  seul  a  été  extrait,' et  qui  aurait  un  grand  intérêt  à  an- 
noncer la  sortie  de  ce  nUniéit).  On  a  vu  précédemment  ciombien 
cet  intérêt  a£Bii)^it  sèû'téttftiîg^age.  En  n  évaluant  qu'à  \  la  pro- 
babilité que  si  le  témoib^trotopèi'î*  dhfoisira  le  plus  grand  numéro, 
le  calcul  donné  là  prdblâ)nité  éé  teon  «annonce  plus  petite  qu'une 
fraction  dont  le  numérateur  est  Tunité;  et  dont  le  dénominateur 
est  Tunité  plus  la  moitié  du  *p*adtit  du  nombre  des  numéros, 
par  la  probabilité  du  mensonge;  céïisîdérée  à  priori,  ou  indépen- 
damment de  Tannonce.  Pour  àssdiniler  ce  cas  à  celui  de  l'argument 
de  Pascal,  il  suffit  de  représenter  par  les  numéros  de  lume  tous 
les  nombres  possibles  de  vies  heureuses ,  ce  qui  rend  le  nombre 
de  ces  numéros  infiimi;  et  d'<rfteetter  que  si  les  témoins  trompent 
ils  ont  le  plus  grand  intérêt,  pour  accréditer  leur  mensonge,  à 
promeftte  une  éternité  dé^^bônkeur:  Uftcpressîon  de  la  probabi- 
lité de  leur  témoignage  devient  alors  infiniment  petite.  En  la 
multipliant  par  lé  nombre  infini  de' vies  heureuses  promises, 
Tinfini  disparaît  dû  produit  ^i  éiprimé  l'avantage  résultant  de 
cette  promesse,  ce  qtiî' détruit  TarlgpDrtnent  de  Pascal. 

Considérons  présentement  la  probabilité  de  l'ensemble  de  plu- 
sieurs témoignages  sur  un  fait  déterminé.  Pour  fixer  les  idées, 
supposons  que  ce  foît  Soit  la  sortie  d'uù  numéro  d'une  urne  qui 
en  renferme  cent,  éf  dont  on  a  ettrait  un  seul  numéro.  Deux  té- 
moins de  ce  tirage  annoncent  que  le  n""  i  est  sorti,  et  l'on  demande 
la  probabilité  résultante  de  l'ensemble  de  ces  témoignages.  On 
peut  former  ces  deut  hypothèses  :  les  témoins  disent  la  vérité, 
les  témoins  trompent.  Dans  la  première  hypothèse,  le  n*"  i  est 
sorti,  et  ia  probabilité  de  cet  événement  est  ^.  Il  faut  la  multi- 
plier par  le  produit  des  véracités  des  témoins,  véracités  que  nous 
supposerons  être  ^  et  ^  :  on  aura  donc  y^  pour  la  probabilité  de 
l'événement  obséi^vé,  dans  cette  hypothèse.  Dans  la  seconde,  le 
n^  1  n'est  pa^  sorti,  et'lâ  prdbabflrté  de  Cet  événement  est  ^. 
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Mais  raccord  des  témoins  exige  alors  qu*en  cherchant  à  trompei' 
ils  choisissent  tous  deux  le  n^  i  sût  les  9g  numéros  non  sortis  :  la 
probabilité  de  ce  choix  est  le  produit  de  la  fraction  ^  par  ^e- 
môme;  il  faut  ensuite  multiplier  ces  deux  probabilités  ensemble, 
et  par  le  produit  des  probabilités  j^  et  ^  que  les  témoins  trom-* 
pent,  on  aura  ainsi  ^^  pour  la  probabilité  de  Tévénement  obsenré 
dans  la  seconde  hypothèse.  Maintenant  on  aura  la  probabilité  an 
fait  attesté,  ou  de  la  sortie  du  n^  1,  en  divisant  la  probabilité 
relative  à  la  première  hypothèse  par  la  somme  des  probabilités 
relatives  aux  deux  hypothèses.  €ette  probabilité  sera  donc  ^,  et 
la  probabilité  de  la  non  sortie  de  ce  numéro  et  du  mensonge  des 
témoins  sera  ^. 

Si  Turne  ne  renfermait  que  lés  numéros  1  et  a,  on  trouverait 
de  la  même  manière,  ^  po^ï"  ^^  pitobabilité  de  la  sortie  du  n"  a, 
et  par  conséquent  ^  pour  la  probabilité  du  mensonge  des  témoins, 
probabilité  quatre-vingt-quatorze  fois  au  moins  plus  grande  que 
la  précédente.  On  voit  par  là  cdmbien  la  probabilité  du  men- 
songe des  témoins  diminue ,  quand  le  fait  qu  ils  attestent  est  moins 
probable  en  lui-même.  En  effet,  on  conçoit  qu  alors  Taccord  des 
témoins,  lorsqu'ils  trompent,  devient  plus  difficile,  à  moins  qu*ils 
ne  s'entendent,  ce  que  nous  ne  supposons  pas  ici. 

Dans  le  cas  précédent,  où,  fume  ne  renfermant  que  deux 
numéros,  la  probabilité  à  priori  du  fait  attesté  est  -5-,  la  probabilité 
résultante  des  témoignages  est  le  produit  des  véracités  des  témoins, 
divisé  par  ce  produit  ajouté  à  celui  des  probabilités  respectives 
de  leur  mensonge. 

Il  nous  reste  à  considérer  Tinfluence  du  temps  sur  la  proba- 
bilité des  faits  transmis  par  une  chaîne  traditionnelle  de  témoins. 
11  est  clair  que  cette  probabilité  doit  diminuer  à  mesure  que  la 
chaîne  se  prolonge.  Si  le  fait  n'a  aucune  probabilité  par  lui-même, 
celle  qu'il  acquiert  par  les  témoignages  décroît  suivant  le  pro- 
duit continu  de  la  véracité  des  témoins.  Si  le  fait  a  par  lui-même 
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une  probabilité;  su  p^  exemple  «  oe  fait  est  k  sortie  du  n""  2  d'une 
urne  qui  en  renferme  un  nomb^.fini^  et  dont  il  est  certain  qu  on 
a  extrait  un  seul  numéro;  oe  qq^  la.  cbâine  traditionnelle  ajoute 
à  cette  probabilité  diépnoîti.^yiy^  un  produit  continu  «  dont  le 
premier  faicteur  est  If^.^appprt  4ii;w)mbre  des  numéros  de  Turne 
moins  un,  à  ce  mémo  m^fffjpffî^  j^  dont  chaque  autre  facteur  est 
la  véracité  de  chaqi^,téi^QV[\4{^|di^^  du  rapport  de  U  probabi- 
lité de  son  men0çmge.«  ai^ ;iomh^^  numéros  de  Tume  moins  un; 
en  sorte  que  la  limite  4?  j[(t  pp^bi^iHté  du  fait  est  celle  de  ce  fait 
considéré  é^ptiori  q^  indépendwif^ent  des  témoignages,  probabi- 
lité égak  à  runitédivifliée, par, Je. nombre  des  numéros  de  Turne. 

L  action  du  temps  a£Paiblit  donc  sans  cesse  la  probabilité  des 
ffdts  biatoiiques,  lComl^:^^Ç((4^^*if1^  f^i^^^^^  ^^  P^^^  ^^"^ 
rablest  On  peut,  à  I4  véfjlf^i^  fi^f  ^^  1^^  multipliant  et  conservant 
les  témoignages,  et  Iça  ^f;;>ni|ff^^tA.fjp]i!  les  étayent.  L'imprimerie 
offre  pour  cet  objet  iw  g{?aj;f^fmç)(Çi^f,malbeureusement  inccmnu 
des  anciens»  Malgré 4e^;fstY^^I]^g|eis^  ip^i^  quelle  procure*,  les  révo- 
lutions phy»quefi  ett^mfp[y^'4lWi^^.  ^  ^  globe  sera  tou- 
jours agitée  finiront,; i^.^|^jC|ign2^Qf; 4  l'^^t  inévitable  du  temps, 
par  rendre  douteyx,  après,  des  miniers  d'années,  les  £aits  histo- 
riques aujourd'hui  les  pliis  ^^ertaiRS. 

Graig^  essayé  de  Aoumet^e  ^u  calcul  laffaiblissement  graduel 
des  preuves  de  la  rdigion  ç^étienne:  en  supposant  que  le  monde 
doit  finir  à  l'époque  oùîeDe  fcesse^a  d'être  pixibable^  il  trouve  que 
cela  doit  arriver  i4&4|  ans  après  le  moment  où  il  écrit  Mais  son 
analyse  est  aussi  fautive  que  son  hypothèse  sur  la  durée  du 
monde  est  bizarre.  )  .  ;    . 

''i'.-  . î  ^>.   .  •    f.  ..    •     . • 
Dé«  dMl'  fà  ^éi  AécMtiAÈ  des  assetkiblées. 

La  probabilité  de?  délions:  d'une  assemblée  dépend  de  la  plu- 
ralité des  Yoix,  des  lumièresieti^e  i'impartiaiité  deb  membres  qui 
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la  composent  :  tant  de  passions  et  dintérèts  particuliers  y  mtient 
si  souvent  leur  influence,  qu'il  est  impossible  de  soumettre  ou 
calcul  cette  probabilité.  U  y  a  cependant  quelques  résultats  géné- 
raux dictés  par  le  simple  bon  sens^  et  que  le  calcul  confirme.  Si, 
par  exemple,  l'assemblée  est  tràs^peu  écbirée  sur  lobjet  sounns 
à  sa  décision;  si  cet  c^jet  exig^dieB. considérations  délicates,  ou 
si  la  vérité  sur  ce  point  est  contraire  à  des  préjugés  reçus,  en 
sorte  qu'il  y  ait  plus  d'un  coiitre  un  à  parier  que  chaque  votant 
sen  écartera;  alors  la  décision'  ide^ la  majorité  sera  probablement 
mauvaise,  et  la  crainte  à  cet  égard  sera  d'autant  plus  juste  que 
l'assemblée  sera  plus  nombrèuiseï  11  importe  donc  à  la  ohoseï  pu- 
blique que  les  assemblées  n'aien^  à- prononcer  que  sur  des  objets  à 
la  portée  du  plus  grand  nom))re;  il  importe  que  l'instruction  soit 
généralement  répandue^  et  q4e  ( de>  bons  ouvrages,  fondés  sur  la 
raison  et  sur  Texpérience,  éckireatcenx  qui  sont  appelés  à  décider 
du  sort  de  leurs  semUables  buià-^leergonvemer,  et  les  prémunis- 
sent d'avance  contre  lesifaux  aperçus  eties  préventions  de  l'igno- 
rance. Les  savftnts  ont  de  iréquentei  occasions  de  remarquer  que 
les  premiers  aperçus  trompent  souvent,  et  que  le  vrai  n'est  pas 
toujours  vraisemblable. 

U  est  difficile  de  connaître  et  même  de  définir  le  vœu  d'une 
assemblée ,  au  milieu  de  la  variété  des  opinions  de  ses  membres. 
Essayons  de  donner  sur  cela  quelques  règles^  en  considérant 
les  deux  cas  les  plus  ordinaires,  l'élection  entre  plusieurs  can* 
didats,  et  celle  entre  plusieurs  propositions  relatives  au  même 
objet. 

Lorsqu'une  assemblée  doit  choisir  entre  plusieurs  candidats  qui 
se  présentent  pour  une  ou  {dusieurs  places  du  même  genre,  ce  qui 
paraît  le  plus  simple  est  de  £adre  écrire  à  chaque  votant  sur  un  biUet 
les  noms  de  tous  les  candidats,  suivant  l'ordre  du  mérite  qu'il  leur 
attribue.  En  supposant  qu'il  les  classe  de  bonne  foi,  l'inspection 
de  ces  billets  fera  connaître  les  résultats  des  élections,  de  quelque 
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manière  q^e  i«9  candidate  ^soient  compara»  entre  ^iul;  en  aorte 
que  de  nonveltea  éfeetM^Ds  ]iiietpèn)?ieirir>appl)€adiW'>ric»td0(.plus 
à  cet  égard,  il  aagit^fnrédeiiAttiieptd'^ièoiuiln 
renoe  que  ies  bièlets  éti^lîssiBnfeaeiibé  rlfiftidft^datp^IniâgBicms 
que  Ton  donne/à  ^faa^^  tilsiftefm  ineoulrimqinicmitÀSDQe  u»e 
infinité  de  bcmiestani^iiÎHiifffliaâèsci^^è^ 

degrés  de  mérito^]desi<^udfHlata;^vcQUoeYo^^  tire  de 

son  urne  un  nombre de4>ouiûs  prtxportioniaei.atn  miéritetdexhaque 
candidat,  et  :  sup^osond  ce  mmaÂreiéûirit  Bxœ  ua  )billet ,  à  côté  du 
nom  du  candi|dat/Il  est  cber  kju'en  febasitune  0omme  de  tous  les 
nomlM^es  rélati&riu  civique TcâtidsdatiSMi'oohaG^  celui  de 

tous  les  candidats  <piiaupafj|ai;]ilua.  grandie  >6oœme  sera  le<:an- 
didat  que  rasseœfaAéet'pv^rëi  iatic|itren  géoérali  Tordre  de  pré- 
férence des  candidatsosemicbeihi'di^jsomideâ  relata  chacun 
deux^  Mais  les  bîUets^i^e/flDdaiKpiienii:^inljk  iMiimbre  d  boules 
que  chaque  électeur  doiuD«iiiu9LicândidAlsitiils<indiquent  seulement 
que  le  premier  en  ai  pltiS'>que'dfi[{aeeoBdf  Je  secoad  plus  que  le 
troisième,  et  ainsi  de  suilSL^  ËdUiSUppdsacitHlQnc  au  premier^ 'fiur 
un  billet  donné,  un  nombreiqudttonque  de  IxHiles^  toutes  les 
combinaisons  des  nombres  inférieurs,  qui  remplissent  les  condi- 
tions précédentes,  sont  également  admissibles;  et  Ton  aura  le 
nombre  de  boides  relatîfà  chaque  ieandidat,eai  faisant  une  somme 
de  tous  les  nombres  qiieehaquocoiid3inaisoa  lui  donne,  e^ 
divisant  par  le  nombre  entier  des  combinaisons.  Une  analyse  fort 
simple  fait  voir  que  les  nombres  qu'il  &ut.  écrire  sur  chaque  billet 
à  côté  du  dernier  nom,  de  lavant-dernier,  etc.  sont  propor- 
tionnels aux  termes  delà  progression  arithmétique  i,  2,  3,  etc. 
En  écrivant  donc  ainsi  sur  chaq^oe  biHet  les  termes  de  cette  pro- 
gression, et  ajoutanl;îles:termes>r^ti£s  à, ohaqup  candidat  sur  ces 
bfflets,  les,  diverses*  sommes  indiqueront  par  leur  grandeur  r<»xlre 
de  préférence  qui  .doit  être  établi  entre  lea  candidats.  T^  est  le 
mode  d'élection  qu'indique* k^théorie  diss  .parobabilitésw  -Sans  doute 
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il  8M*ait  le  meilleur  si  chaque  électeur  inscrivait  sur  son  billet  les 
noms  des  candidats,  dans  Tordre  du  mérite  quil  leur  attribue; 
mais  les  intérêts  particuliers  et  beaucoup  de  considérations  étran- 
gères au  mérite  doivent  troubler  cet  ordre,  et  faire  placer  quel* 
quefois  au  dernier  rang  le  candidat  le  plus  redoutable  à  celui 
que  Ion  préfère,  ce  qui  donne  trop  davantage  aux  candidats 
d'un  médiocre  mérite.  Aussi  rexpérience  a-t-elie  iait  abandon^ 
ner  ce  mode  d'élection,  dans  les  établissements  qui  lavaiBat 
adopté. 

L'élection  à  la  majorité  absolue  des  suffrages  réunit  à  la  cer- 
titude de  n  admettre  aucun  des  candidats  que  celte  majorité  re- 
jette, l'avantage  d'exprimer  le  plus  souvent  le  vœu  de  l'assemblée. 
Elle  coïncide  toujours  avec  le  mode  précédent,  lorsqu'il  n'y  a  que 
deux  candidats.  A  la  vérité,  elle  expose  à  l'inconvénient  de.readre 
les  élections  interminables^  mais  l'expérience  a  fait  voir  que  cet 
inconvénient  est  nul,  et  que  le  désir  général  de  mettre  fin  aux 
élections  réunit  bientôt  la  majorité  des  suffrages  sur  un  des 
candidats. 

Le  choix  entre  plusieurs  propositions  relatives  au  même  objet 
semble  devoir  être  assujetti  aux  mâmes  règles  que  l'élection  entre 
plusieurs  candidats.  Mais  il  existe  entre  ces  deux  cas  cette  diffé- 
rence, savoir,  que  le  mérite  d'un  candidat  n'exclut  point  celui  de 
ses  concurrents;  au  lieu  que  si  les  propositions  entre  lesquelles  il 
faut  choisir  sont  contraires,  la  vérité  de  l'une  exclut  la  vérité  des 
autres.  Voici  comme  on  doit  alors  envisager  la  question. 

Donnons  à  chaque  votant  une  unaie  qui  renferme  un  nombre 
Mnfini  de  boules,  et  supposons  qu'il  les  distribue  sur  les  diverses 
propositions,  en  raison  des  probabilités  respectives  qu'il  leur  at- 
tribue. Il  est  clair  que  le  nombre  total  des  boules  exprimant  la 
certitude,  et  le  votant  étant,  par  l'hypothèse,  assuré  que  l'une 
des  propositions  doit  être  vraie,  il  répartira  ce  nombre  en  entier 
sur  les  propositions.  Le  problème  se  réduit  donc  à  déterminer 
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les  combinaisons  dans  iesqneliei  ies^  boufes  seront  réparties  de 
manière  qu'il  y  en  ait  plus  sur  la  première  proposition  du  bâlet 
que  sur  la  seconde,  plus  sur  la  seconde  que  sur  la  troisième,  etc.  ; 
à  faire  les  sommes  de  tous  lestioml)iresde*lw)ules  relatifs  à  chaque 
proposition,  dans  ces  divei^ses  combinaisons,  et  à  diviser  cette 
somme  par  le  nombre  des  iKiittbwaifiKms  :  les  quotients  seront  les 
nombres  de  boules  que  Ton  doit*  attribuer  aux  propositions  sur 
un  billet  quelconque;  On  trouTe  par  l'analyse  qu'en  partant  de 
la  dernière  proposition,  pour  remonter  à  la  première,  ces  quo- 
tients sont  entre  eux  comme  les  quantitéa  suivantes:  l'alunite 
divisée  par  le  nombre  des  pro|>ositiona^  2""  la  quantité  précédente 
augmentée  de  lunité  divisée  par  h  nombre  des  propositions 
moins  une;  S""  dette  seconde  qua^lsté  augmentée  de  iunité  di-^ 
visée  par  le  nombre  de$  prCfiositâbds  moins  deux,  et  ainsi  du 
reste.  On  écrira  donc  sur  0bbique  iÂllet  ces  quantités  à  côté  des 
propositions  correspondaates,  et,  en  ajoutant  les  quantités  rela- 
tives à  chaque  proposition  sur  les^ divers  b^iete,  les  sommes  indi- 
queront, par  leur  grandeur,  Tordre  et  la  préférence  que  rassem- 
blée donne  à  ces  propositions. 

Disons  un  mot  de  la  manière  de  renouveler  les  assemblées  qui 
doivent  changer  en  totalité,  dans  un  nombre  d'années  déterminé: 
le  renouvellement  doit-il  se  faire  à  la  fois,  ou  convient-il  de  le 
partager  entre  ces  années?  D'après  ce  dernier  mode,  l'assemblée 
serait  formée  sous  l'influence  des  diverses  opinions  dominantes 
pendant  la  durée  de  son  renouvdlement  ;  l'opinion  qui  y  régne- 
rait alors  serait  donc  très-probablement  la  moyenne  de  toutes 
ces  opinions.  L'assemblée  recevrait  ainsi  du  temps  le  même  avan* 
tage  que  lui  donne  l'extension  des  élections  de  ses  membres  à 
toutes  les  parties  du  territoire  qu'elle  représente.  Maintenant,  si 
l'on  considère  ce  que  l'expérience  n'a  que  trop  fait  connaître, 
savoir,  que  les  élections  sont  toujours  dirigées  dans  le  sens  le 
plus  exagéré  des  opinions  dominantes^  on  sentira  combien  il  est 
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utile  de  tempérer  ces  opinions  les  ânes  par  les  autres  au  moyen 
d  un  renouvdlement  partiel. 

De  la  probabilité  des  jugements  des  tribunaux. 

L'analyse  confirme  ce  que  le  simple  bon  sens  nous  dicte,  sa* 
voir,  que  la  bonté  des  jugements  ekt  d'autant  plus  probable  que 
les  juges  sont  plus  nombreux  et  plus  éclairés.  Il  importe  donc  que 
les  tribunaux  d*appel  remplissent  ces  deux  conditions.  Les  tribu- 
naux de  première  instance^  plus  rapprochés  des  justiciables,  leur 
offrent  Favantage  d'un  premier  jugement  déjà  probable,  et  dont 
ils  se  contentent  souvent,  soit  en  transigeant,  soit  en  se  désistant 
de  leurs  prétentions.  Mais  si  Tincertitude  de  l'objet  en  litige  et 
son  importance  déterminent  un  plaideur  à  recourir  au  tribunal 
d'appel,  il  doit  trouver,  dans  une  plus  grande  probabilité  d'obte- 
nir un  jugement  équitable,  plus  de  sûreté  pour  sa  fortune,  et  la 
compensation  des  embarras  et  des  frais  qu'une  nouvelle  procé- 
dure entraîne.  C'est  ce  qui  n'avait  point  lieu  dans  l'institution  de 
l'appel  réciproque  des  tribunaux  de  département,  institution  par 
là  très-préjudiciable  aux  intérêts  des  citoyens.  Il  serait  peut-être 
convenable,  et  conforme  au  calcul  des  probabilités,  d'exiger  une 
majorité  de  deux  voix  au  moins  dans  un  tribunal  d'appel,  pour 
infirmer  la  sentence  du  tribunal  inférieur.  On  obtiendrait  ce  ré- 
sultat si,  le  tribunal  d'appel  étant  composé  d'un  nombre  pair  de 
juges,  la  sentence  subsistait  dans  le  cas  de  l'égalité  des  voix. 

Je  vais  considérer  particulièrement  les  jugements  en  matière 
criminelle. 

Il  faut  sans  doute  aux  juges,  pour  condamner  un  accusé,  les 
plus  fortes  preuves  de  son  délit;  mais  une  preuve  morale  n'est 
jamais  qu'une  probabilité,  et  l'expérience  n'a  que  trop  fait  con- 
naître les  erreurs  dont  les  jugements  criminels,  ceux  même  qui 
paraissent  être  les  plus  justes,'  sont  encore  susceptibles.  La  possi- 
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bilité  de  réparer  ces  errQur$  «^t^ift  plus^  solide  arguoienà  dea.phi* 
losophes  qui  ont  voulu  proscrire  la  peitoe^^  mart..I>i[9us  iji^fêwrious 
donc  nous  abstenir  de  juger,  s  il  nous  fallait  attendre  Tévidence 
mathématique.  Mais  Je  jugement  est  commandé  par  le  danger 
qui  résulterait  de  l'impunité  du  crime.  Ce  jugement  se  réduit,  si 
je  ne  me  trompe,  àJa;^utio9Tde  i|t  ^iitestioa  auivante  :  la  preuve 
du  .délit  de  Taccusé  a^rf^eiç  jjt^lllt^d^^é  4e  probalnlité  nécessaire 
pour  que  les  citoyeas  aifiAl^,Qi0HM  à^redouter  les  erreurs  des  tribu- 
naux, sil  estinnocent  fit  wiidi^Qé>^Hbe»3es. nouveaux  attentats,  et 
ceux  des  malheureux  qu«ii]btfti?^Â^  sil 

était  coupable  et  absous?  ^jftt^o^JfiG^.ç]^  cçtte  question  dépend  de 
plusieurs  élémeQts  trè9^i$.€Îi9l  ^conoaitare.:  tdle est  Timminence 
du  danger  qm  men«çe««Ât4JAf)SM[|iét|^  si  Tacciisé  criminel  restait 
impuni  Quelquefois  cetdang^  e»U  sif^and,  que  le  magistrat  se 
voit  contraint  de  mnonees  apKri^Bmpes  sagement  établies  pour  la 
sûreté  de  Tinnoceiice^  ]4ai^ieie':^jui,nepd  presque  toujours  la  ques- 
tion dont  il  s  agit  ÎASoiul^  ff  si  llin^poasibilité  d'apprécgber  exacte- 
ment la  probabilité  da  4éUt#.  et  {d6>  fixer  cdle  qui  est  néoessaûre 
pour  la  condamnatiQU'de>racousé.  Chaque  juge,  à  cet  é^urd,  est 
forcé  de  s  en  rapporter  à  son  |)ropre  tact  :  il  forme  son  opinion 
en  comparant  le&4ivQrs>  témoignages  et  les  circonstances  dont  le 
délit  est  accompagné»  aux  résultats. de  ses  réflexions  et  de  son 
expérience,  et,  sous  ce  rapport,!  une  longue  habitude  d'interroger 
et  déjuger  les  aceusésdonne  beauco«pd  avantages  pour  saisir  la 
vérité  au  milieu  d'indices  souvent  contradictoires. 

La  question  précédente  dépend  encore  de  la  grandeur  de  la 
peine  appliquée  au  délit,  car  on  exige  naturellement,  pour  pro- 
noncer la  mort,  despnetives  beaucoup  plus  fortes  que  pour  infliger 
une  détention  de  qii^ques  mois.  Ceat  une  raison  depropottionner 
la  peine  au  délits  une  peine  .graves  appli^ée  À  uniéger  délit, 
devant*  inévitablement  latine  absoudre  beaucoup  de  ^coupables.  Le 
produit  de^  Uj{Ht>babili44idu4étift>p»rf«a{giin^  h  mesure 
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du  danger  que  iabsoiutioo  de  Taccusé  peut  faire  éprouver  à  la 
société,  on  pourrait  penser  que  la  peine  doit  dépendre  de  cette 
probabilité.  C-est  ce  que  Ton  fait  indirectement  dans  les  tribu- 
naux, où  Ton  retient  pendant  quelque  temps  laccusé  contre  le- 
quel s'élèvent  des  preuves  très-fortes,  mais  insîiffisantes  pour  le 
condamner.  Dans  la  vue  d'acquérir  de  nouvelles  lumières,  on  ne 
le  remet  point  sur-le-champ  au  milieu  de  ses  concitoyens,  qui  ne 
le  reverraient  pas  sans  de  vives  alarmes.  Mais  l'arbitraire  de  cette 
mesure,  et  labus  qu on  peut  en  iaire ,  lont  fait  rejeter  dans  les 
pays  où  Ion  attache  le  plus  grand  prix  à  la  liberté  individuelle. 

Maintenant,  quelle  est  la  probabilité  que  la  décision  d'un  tri* 
bunal  qui  ne  peut  condamner  qu  a  une  majorité  donnée  sera 
juste,  c est-à-dire  conforme  à  la  vraie  solution  de  la  question 
posée  ci-dessus?  Ce  problème  important,  bien  résolu,  donnera  le 
moyen  de  comparer  entre  eux  les  tribunaux  divers.  La  majorité 
d'une  seule  voix  dans  un  nombreux  tribunal  indique  que  l'affaire 
dont  il  s'agit  est  à  fort  peu  près  douteuse.  La  condamnation  de 
l'accusé  serait  donc  alors  contraire  aux  principes  d'humanité,  pro- 
tecteurs de  l'innocence.  L'unanimité  des  juges  donnerait  une  très* 
grande  probabilité  d'une  décision  juste;  mais,  en  s'y  astreignant, 
trop  de  coupables  seraient  absous.  Il  faut  donc,  ou  limiter  le 
nombre  des  juges,  si  Ton  veut  qu'ils  soient  unanimes,  ou  accroître 
la  majorité  nécessaire  pour  condamner,  lorsque  le  tribunal  devient 
plus  nombreux.  Je  vais  essayer  d'appliquer  le  calcul  à  cet  objet , 
persuadé  qu'il  est  toujours  le  meilleur  guide,  lorsqu'on  l'appuie 
sur  les  données  que  le  bon  sens  nous  suggère. 

La  probabilité  que  l'opinion  de  chaque  juge  est  juste  entre 
comme  élément  principal  dans  ce  calcul.  Cette  probabilité  est 
évidemment  relative  à  chaque  affaire.  Si  dans  un  tribunal  de 
mille  et  un  juges,  cinq  cent  un  sont  d'une  opinion,  et  cinq  cents 
sont  dQ  l'opinion  contraire,  il  est  visible  que  la  probabilité  de 
l'opiçuioj»  ^^  chaque  juge  surpasse  bien  peu  y;  car,  en  la  suppo- 
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sant  sensibiement  plus  grande,  une  seede  voix  de  difiérénèë  Gérait 
un  événement  inrrfenseinblatble*'  Mais  iries  jugea  sont  «hanim'es, 
cela  indique  dam  les  preuves  ce  dègfé  deforcè  q\ti  entraîne  la 
conviction  :  la  probabâîté  d<4  l*c^ini(m  de^chàqtw  jtigie  e$t  donc 
très^prèa  de  i unité  Ouid^^lardertâtudé,  à  m^itis  que  des  passions 
ou  des  préjugés  coiamtMsiVégai^t  à  kib^  Hors 

de  ces  cas,  le  rapport^ des  ttdb  potfr'ou  eonlre  faccuséidoit  seul 
déterminer  cette  proba36ilitè^  Je  mippo6eiinfiî  qu'elle  pettt  varier 
depuis  Y  jusqu'à  IHitiifé,  ixfeais  qtt'éfle  ne*  peut  être  àu-dèssous 
de  j^.  Si  cela  n'était -pas/ hiîdécisioifdti  ttibunaA  serait  insigni- 
fiante comme  le  sort^'^dDe  n^^  de  yalèui^'' qu'autant  que  l'opinion 
du  juge  a  plus  de  teridattéb  à  •!«*  vérité»  (fn'à  l'erreur.  Cest  ensuite 
par  le  rapport  des  nombres' de  v«ix^fav«>rable9  et  eontraires  à  Tac* 
cusé  que  je  détermine  k^<pr<MMlité^<de  cette  opinion. 

Ces  données  sufiisen«ip6iÉr  avoir  l'eipressio^  générale^  de  la 
probabilité  que  la  détfisioii  4'«Hl>%E»ibttnat  jugemt  à  une  majorité 
connue  est  juste.  Dàns^lM  trlbtrnaïax'  où^  sur  huit  juges;  cinq 
voix  seraient  nécessaivesi  pour  lâi  ^Mfldsimnation  d^u»  accusé,' la 
probabilité  de  l'OTreur  à  cxttimdrtf  s«ûr^la»  justesse  de  laidéfiisioiï, 
surpasserait  -f.  Si  le  tribunal  était  réduit  à  six  membres^  qui  ne 
pourraient  condamner  qu'à  la  pluralité  de  quatre  voix,  la  proba- 
bUité  de  l'erreur  à  crainxire  sériât  au^essous  de  -f  :  il  y  aurait 
donc,  pour  TaccfUsé/un  avantagea  cette  téducticm  du* tribunal. 
Dans  l'un  et  l'autre  tas  i' la  majotîté  exigée  est  la  mémNe  et  égale  à 
deux.  Ainsi  cette  majorité  demeurant  constante,  la  probabilité  de 
Terreur  augmente  avec  le  nombre  des  juges  :  cela  est  général , 
quelle  que  soit  la  majorité  requise,  pourvu  qu'elle  reste  la  même. 
En  prenant  donc  pour  régie  le  rapport  arithmétique,  f  accusé  se 
trouve  dans  une  position  de  moinSiUninoinà^if^antageuse,  à  me- 
sure que  le  tribunal  detientiplusnombrettx*  On  pourrait  croire 
que,  dans  un  tribunal"  où  l'oil^  exigerait  une  majorité  de  douze 
voix,  quel  que  fût  le  nombre*  des^juges;  àtb  voix  de  la^  diÂiiorité, 
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neutralisant  un  pareil  nombre  de  voix  de  la  majorité,  les  douie 
voix  restantes  représenteraient  l'unanimité  d'un  jury  de  donze 
membres,  requise  en  Angleterre  pour  la  condamnation  d*an 
accusé  ;  mais  on  serait  dans  une  grande  erreur  :  le  bon  sens 
fait  voir  qu  il  y  a  différence  entre  la  décision  d'un  tribunal  de 
deux  cent  douze  juges,  dont* cent  donze  condamnent  iaccusé, 
tandis  que  cent  l'absolvent,  et  celle  d'un  tribunal  de  douze 
juges  unanimes  pour  la  comiamnation.  Dans  le  premier  cas, 
les  cent  voix  favorables  à  l'accusé  autorisent  à  penser  que  ies 
preuves  sont  loin  d'atteindre  le  degré  de  force  qui  entraine  la 
conviction;  dans  le  second  cas,  l'unanimité  des  juges  porte  à 
croire  qu'elles  ont  atteint  ce  degré»  Mais  le  simple  bon  sens  ne 
suffit  point  pour  apprécier  l'extrême  différence  de  la  probabilité 
de  l'erreur  dans  ces  deuit  cas  ;  il  faut  alors  recourir  au  calcul,  et 
l'on  trouve  un  cinquième  à  peu  près  pour  la  probabilité  de  l'er^ 
reur  dans  le  premier  cas,  et  seulement  ^  pour  cette  probalnlité 
dans  le  second  cas,  probabilité  qui  n'est  pas  un  millième  de  la 
première.  C'est  une  confirmation  du  principe  que  le  rapport 
arithmétique  est  défavorable  à  l'accusé,  quand  le  nombre  des 
juges  augmente.  Au  contraire,  si  l'on  prend  pour  règle  le  rapport 
géométrique,  la  probabilité  de  l'erreur  de  la  décision  diminue 
quand  le  nombre  des  juges  s'accroît.  Par  exemple,  dans  les  tri^ 
bunaux  qui  ne  peuvent  condamner  qu'à  la  pluralité  des  deux 
tiers  des  voix,  la  probabilité  de  l'erreur  à  craindre  est  à  peu  près 
un  quart,  si  le  nombre  des  juges  est  six  ;  elle  est  au-dessous  de  -f 
si  ce  nombre  s'élève  à  douze.  Ainsi  l'on  ne  doit  se  régler  ni  sur 
le  rapport  arithmétique,  ni  sur  le  rapport  géométrique,  si  l'on 
veut  que  la  probabilité  de  l'erreur  ne  soit  jamais  au-dessus  ni  au- 
dessous  d'une  fraction  déterminée. 

Mais  à  quelle  fraction  doit-on  se  fixer  ?  C'est  ici  que  l'arbitraire 
commence,  et  les  tribunaux  offrent  à  cet  égard  de  grandes  varié- 
tés. Dans  les  tribunaux  spéciaux,  où  cinq  voix  sur  huit  suffisent 


INTRODUCTION.  cix 

pour  ia  condamnation  de  1  accusé «.JA).prQl>al^té  à 

craindre  sur  la  bonté  dm  jugement  leat^^ou  au^es$u^  d^h  ^^ 
grandeur  de  cette  fraotiQOi  «i^t  ,^Sj?aya«te  ;  mais  jQ^<  qui  âqïI  ^*a^ 
surer  un  peu  esfcrla^coti^âd^rakiop  que»  lerpbisrisowfeiitflejjuge 
qui  absout  un  accu^é^^ne^ieiii^pfiMrde  pa$.<€oitiffîe;ii)noQeDt  s^ii  pro* 
nonce  seulement  qu'U  ae»t)pa6iifttteiot.pa]^4M'pi»uves  aulfisantes 
pour  qu'il  soit  condamnéiiiOn  lest  «urtpat,  rasa^I)é>  par^la  pitié 
que  la  nature  a  imseidaoAilerteq^Ufi^  l'homme,  et  qni^  dispose 
Tesprit  à  voir  dilIi«iklfi^^t^uli^leçaqpe^  à 

son  jugement.  Ce  sentiment »^plu4  vtf idansj  ceux  qui  n  ont  point 
l'habitude  des  jugemeirts.  <arimitieia,  compense  les  inconvénients 
attachés  à  Tinexpérience  des  j«rési)Dan9;iun  juiy  de  douze  mem- 
bres, si  la  pluralité  exigée  ipow/lài  «Of»dMa»aatic»i  est  de  huit 
voix  sur  douze«  la  probabilîtérildfi  l'ecnewilb  ccaindre  est  n^,  ou 
un  peu  plus  grande  quWr^uitiènMd  dUe^est  À:peu  piïést  ^  si  cette 
pluralité  est  de  nenf^^oIxjiëiMisiie^'Cas  de  Tunanimité,  ia. proba- 
bilité de  Terreur  à  criândreieatri^uo^trià^dire  pl«s  detmiJUeibis 
moindre  que  dans^ nos ijuryaiddbîaiupposie que iunanimitéri^uUe 
uniquement  des  preiives  £»viK>nibles  ouroontraires.à  ra^pwé;,  Jinais 
des  motifs  entièrement,  éta^angèrs'  doivent. souvent. concourir  à  la 
produire,  lorsqu'elle  est  imposée  au  jury  comme  une  condition 
nécessaire  de  son  jugement-Alors  ses  décisions  dépendant  du 
tempérament,  du  caractèce  et  des  hal^itudes  ;des  jurés ,  elles^spnt 
quelquefois  contraires  aux  idéeîsions  que  la  majoiité  du  jury,  au- 
rait prises  s'il  n'eût  écouté  que  les  preuves  i  ce  qui  me  parait  être 
un  grand  défaut  de  )Cetfte  manière  déjuger. 

La  probabilité  des  ^décisions  est  trop  faible  dans  nos  jurys,  et 
je  pense  que,  pour  donner  une. garantie isulEswte  a  l'innocence, 
on  doit  exiger  au  moins  la  pluralité >  de  neuf.vQixi^urdouze,^  .. 

-  •     ,   •  '  •  \      •   -  ;     «  j  I  I  ;•,».;    ,      «-^  I  ;        J  i  ■    î  ;  J  ■  ' 
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Des  tables  de  mortalité ,  et  des  durées  moyennes  de  la  vie ,  des  mariages 
et  des  associations  quelconques. 

La  manière  de  former  les  tables  de  mortalité  est  fort  simple. 
On  prend  dans  les  r^btres  civils  un  grand  nombre  dmdividiu 
dont  la  naissance  et  la  mort  soient  indiquées.  On  détermine  coi»- 
bien  de  ces  individus  sont  morts  dans  la  première  année  de  leur 
âge,  combien  dans  la  seconde  année ,  et  ainsi  de  suite.  On  en  con«- 
dut  le  nombre  d'individus  vivants  au  commencement  de  chaque 
année,  et  Ion  écrit  ce  nombre  dans  la  table  à  côté  de  celui  qui 
indique  Tannée.  Ainsi  Ion  écrit  à  côté  de  zéro  le  nombre  des  aaisr 
sances,  à  côté  de  Tannée  i  le  nombre  des  enfants  qui  ont  atteint 
une  année;  à  côté  de  Tannée  a  le  nombre  des  enfants  qui  ont  at- 
teint deux  années,  et  ainsi  du  reste.  Mais  comme  dans  les  deux 
premières  années  de  la  vie  la  mortalité  est  très-rapide,  il  faut, 
pour  plus  d exactitude,  indiquer  dans  ce  premier  âge  le  nombre 
des  survivants  à  la  fin  de  chaque  demi-année. 

Si  Ton  divise  la  somme  des  années  de  la  vie  de  tous  les  indi* 
vidus  inscrits  dans  une  table  de  mortalité,  par  le  nombre  de  ces 
individus,  on  aura  la  durée  moyenne  de  la  vie  qui  correspond  â 
cette  table.  Pour  cela  on  multipliera  par  une  demi-année  le 
nombre  des  morts  dans  la  première  année,  nombre  égal  à  la 
différence  des  nombres  d'individus  inscrits  à  côté  des  années  o 
et  1  :  leur  mortalité  devant  être  répartie  sur  Tannée  entière,  la 
durée  moyenne  de  leur  vie  n  est  qu  une  demi-année.  On  multi* 
pliera  par  une  année  et  demie  le  nombre  des  morts  dans  la  se- 
conde année,  par  deux  années  et  demie  le  nombre  des  morts  dans 
la  troisième  année;  et  ainsi  de  suite.  La  somme  de  ces  produits, 
divisée  par  le  nombre  des  naissances,  sera  la  durée  moyenne  de 
la  vie.  Il  est  facile  d'en  conclure  que  Ton  aura  cette  durée  en 
formant  la  somme  des  nombres  inscrits  dans  la  table  à  côté  de 
chaque  année,  en  la  divisant  par  le  nombre  des  naissances,  et  en 
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retranchant  un  demi  du  quotient,  Tannée  étant  prise  pour  unité. 
La  durée  moyenne  de  ce  qui  reste  à  vivre,  en  partant  dun  âge 
quelconque,  se  détermine  de  la  même  manière,  en  opérant  sur 
le  nombre  des  individus  qui  siml  parvenus  à  <^et  âge,  comme  on 
vient  de  le  fedre  sur  le  nombre  ides  naissances.  Ce  nest  point  au 
moment  de  la  naissance  que  ia  ^durée  moyenne  de  la  vie  est  la 
plus  grande;  cest  locsquon  a  édkappé  aux  dangers  de  la  pre- 
mière enfance,  et  alors  elle  est  d environ  quarante^^rois  ans.  La 
probabilité  d  arriver  à  un  âge  qudbonque,  en  partant  d'un  âge 
donné,  est  égale  au  rapport  des  deux  nombres  d'individus  indi- 
qués dans  la  table  à  ces  deux  âgœ. 

La  précision  de  ces  résultats  ^ge  que,  pour  la  formation  des 
tables,  on  emploie  un  très^grand  nombre  de  naissances.  L'analyse 
donne  alors  des  fonnules:^irès^«mples'pimr  apprécier  la  proba- 
bilité que  les  nombres  indiqués  dans  œs  tables  ne  s'écarteront  de 
la  vérité  que  dans  d'étroites  limites.  On  voit,  par  ces  formules, 
que  l'intervalle  des  limites  diminue  et  que  la  probabilité  aug- 
mente à  mesure  que  l'on  considère  plus  de  naissances;  en  sorte 
que  les  tables  représenteraient  exactement  la  vraie  loi  de  la  mor- 
talité, si  le  nombre  des  naissances  employées  devenait  infini. 

Une  table  de  mortalité  est  donc  une  table  des  probabilités  de 
la  vie  humaine.  Le  rapport  des  individus  inscrits  à  côté  de  chaque 
année,  au  nombre  des  naissances,  est  la  probabilité  qu'un  nou- 
veau-né atteindra  cette  année.  Comme  on  estime  la  valeur  de 
l'espérance  en  faisant  une  somme  des  produits  de  chaque  bien 
espéré  par  la  probabilité  de  l'obtenir,  on  peut  également  évaluer 
la  durée  moyenne  de  la  vie  ^  en  ajoutant  les  produits  de  chaque 
année  par  la  demi-*somme  des  probabilités  d'en  atteindre  le  com- 
mencement et  la  fin,  ce  qui  conduit  au  résultat  trouvé  ci-dessus. 
Mais  cette  manière  d'envisager  la  durée  moyenne  de  la  vie  a 
l'avantage  de  faire  voir  que,  dans  une  ^population  stationnaire, 
c'est-à-dire  telle  qœ  le  nombre  des  naissances  égale  celui  des 
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morts,  la  durée  luoyenue  de  la  vie  est  le  rapport  méiue  de. la  po- 
pulation aux  uaissances  anauelles;  car  la  population  étant  fvqpr- 
posée  stationnaire,  le  qombre  des  individus  d'un  âge  compii» 
entre  deux  années  consécutives  ^e  la  table  est  égal  au  nombre  des 
naissanqeis  annuelles,  multiplié  par  la  demi-somme  des  probabir' 
lités  d  atteindre  ces  années.  La  jsomme  de  tous  ces  produits  sera 
donc  la  population  entière.  Or»  il  est  aisé  de  voir  que  cette 
somme,  divisée  par  Iç  nombre  des  naissances  annuelles,  coïncide 
avec  la  durée  moyenne  de  la  vie,  telle  que  nous  venons  de: ia 
définir. 

Il  est  facile,  au  moyen  d'une  table  de  mortalité,  de  former- la 
table  correspondante  de  la  population  supposée  stationnaire.  Pour 
cela,  on  prend  des  moyennes  arithmétiques  entre  les  nombres i de 
la  table  de  mortalité  correspondants  aux  âges  zéro  et  un  an ,  un 
et  deux  ans,  deux  et  trois  ans,  etc.  La  somme  de  toutes  ces 
moyennes  est  la  population  entière;  on  Técrit  à  côté  de  fâge 
zéro.  On  retranche  de  cette  somme  la  première  moyenne,  et  ie 
reste  est  le  nombre  des  individus  d'un  an  et  au-<lessus;  on  récrit 
à  côté  de  Tannée  i .  On  retranche  de  ce  premier  reste  la  seconde 
moyenne;  ce  second  reste  est  le  nombre  des  individus  de  deux 
années  et  au-dessus  ;  on  1  écrit  à  côté  de  Tannée  i ,  et  ainsi  de 
suite. 

Tant  de  causes  variables  influent  sur  la  mortalité,  que  les 
tables  qui  la  représentent  doivent  changer  suivant  les  lieux  et  les 
temps.  Les  divers  états  de  la  vie  offrent  à  cet  égard  des  différences 
sensibles  relatives  aux  fatigues  et  aux  dangers  inséparables  de 
chaque  état,  et  dont  il  est  indispensable  de  tenir  compte  dans 
les  cdculs  fondés  sur  la  durée  de  la  vie;  mais  ces  différences 
nont  pas  encore  été  suffisamment  observées;  elles  le  seront  un 
jour  :  alors  on  saura  quel  sacrifice  de  la  vie  chaque  profession 
exige,  et  Ton  profitera  de  ces  connaissances  pour  en  diminuer 
les  dangers. 
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La  salubrité  j]X)l6  on  moSbis  'grande  dti  sol,  son  élévation,  sa 
température,  les  ihteùrs  des  ^had>ÎCahts  et  les  opérations  dès  gou- 
vernements ont  sur  lathîOrtalité  iinëînflriéncè  côcfsidérablë  ;  toais 
ri  faut  toujours  faire  ptéciMèf  là'i-cfcherché  de  la  cause  dès  diffé- 
rences observées  ^r  cèlfé  tie'îal  jyx^dbkbilité' avec  laquelle  €ette 
cause  est  indiquée.  Aîniiî  lë'Vafppod  de  là '|)op1]lation  aux  nais- 
sances annuelles,  que  Ton 'a' vtt  s*^vé^en  France  à  vingt-huit  et 
un  tiers,  n  est  pas  ^ga!^  vîfigt^îiiq  dàÂs  Tànden  duèhé  de  Milan. 
Ces  rapports,  établis  Tuh  et  Hintrè  sûr  un  grdnd  nombre  dé 
naissances,  ne  permettent  pas  de  révoquer  en  doute  lexistence, 
dans  le  Milanais,  dnnè  causé  sjpfédàle  de  mortalité  quil  importe 
au  gouvernement  de  ce  pàysdé'  rèèfeèrcher  *t  de  faire  disparaître. 

Le  rapport  de  la  popùlâtioîl'ÛUi'i^^  s^àccrottrait  encore 

si  Ton  parvenait  à  dimiÀttei^^ètf'-àf^'étekidi'e  quelques  maladies 
dangereuses  et  très-^répafnàuèé:*  G%é#  ce*  que  Ton  à  fait  heureuse- 
ment pour  la  petite  Vérdlë,  d^àfettt^f  par  rinoculation  de  cette  ma- 
ladie, ensuite  ti*ime  niabfèréèektfcoiip  avantageuse,  par 
rinoculation  delà  vacciiite,  déëôàVttrtfeîriestîmable  dé  Jenner, qtfî 
parla  s  est  rendu  l-titt' des']^ltt9rgf  àtids^  bienfaiteurs  de  Tfaumanité. 

La  petite  véfole  ie  cèlia  ^  jtorfretilier,  savoir,  que  le  même 
individu  n*en  est  pas  deux  fois  atteint,  ou  du  moins,  ce  cas  est 
si  rare ,  que  Ton  peut  en  faire  abstraction  dans  le  calcul.  Gètle 
maladie,  à  laquelle  petf  de  monde  échappait  avant  la  découverte 
de  la  vaccine,  est  sduvèût  itfortellê  et  fait  périr  ùh  septième  en- 
viron de  ceux  qii'dle  attaqué.  Quelquefois  elle  est  bénigne,  et 
Texpérience  a  faît'côttnaftre^'on  lui  donnait  ce  dernier  caractère 
en  Tinoculant  sur  dés  personnes  saines,  prépairées  par  un  bon 
régime  et  dans  une  sàiséri*  favorable.  :^or»  lé  rappOTt  des  individus 
qu'elle  fait  périr,^  âût  inoculés,  n  est  ^pésr  un  trois-centième.  Ge 
grand  avantage  de  riilocttlatîon,  joint  à  ceux  de  né  point  altérer 
la  beauté  et  de  préseirver  des  suites  fâcheuses  <jue  la  petite  vé- 
role naturelle  entraine  souvent  après  elle,  la  fit  adopter  par  un 
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grand  nombre  de  personnes.  Sa  pratique  fnt  vivement  recom^ 
mandée  ;  mais;  ce  qnt  arrive  presque  toii^ours  dans  les  choWB 
sujettes  à  des  inconvénients,  elle  fat  vivement  oombattue.  Att 
milieu  de  cette  dispute ,  Daniel  BértiôuUi  se  proposa  de  soumettre 
au  calcul  des  probaLilîtés  Finfluénce  dé  nnociilation  sur  la  durée 
moyenne  de  la  vie.  Manquant  dé  dofifnéesr  précises  sur  la  morta- 
lité produite  par  la  petite  vérole  attc  divers  figes  de  la  vie,  il  sajp^ 
posa  que  le  danger  d^avbir  cette  maladie  et  celui  d*en  pérît*  sont 
les  mêmes  à  tout  âge.  Au  moyen  de  ces  suppositions  il  parvint, 
par  une  analyse  déliéate,  à  convertir  une  table  ordinaire  de  mor- 
talité dans  celles  qui  auraient  liea  si  la  petite  vérole  n  existait  pas, 
ou  si  elle  ne  faisait  périr  qu'un  trè^petit  nombre  de  mdades,  et 
il  en  conclut  que  Finoculatioto  augtnenterait  de  trois  ans  an  moîtis 
la  durée  moyenne  de  la  vie,  ce  qtil  lui  parut  mettre  hors  de  donne 
l'avantage  de  cette  opération.  D*Alembert  attaqua  l'analyse  de 
BemouUi,  d'abord  sur  fincertittode  de  ces  deux  hypothèses,  en- 
suite sur  son  insuffisance,  eu  ce  qile  Ton  n  y  faisait  point  entrer 
la  comparaison  du  danger  prochain,  quoique  très-petit,  de  périr 
par  l'inoculation,  au  danger  beaucoup  plus  grand,  mais  pins 
éloigné,  de  succomber  à  la  petite  vérole  naturelle.  Cette  consi* 
dération,  qui  disparaît  lorsque  Ton  considère  un  grand  nombre 
d'individus,  est  par  là  indifférente  aux  gouvernements  et  laisse 
subsister  pour  eux  les  avantages  de  l'inoculation  ;  mais  elle  est 
d'un  grand  poids  pour  un  père  de  famille,  qui  doit  craindre,  en 
faisant  inoculer  ses  enfants,  de  voir  bientôt  périr  ce  qu'il  a  de 
plus  cher  au  monde  et  d'en  être  cause.  Beaucoup  de  parents 
étaient  retenus  par  cette  crainte,  que  la  découverte  de  la  vaccine 
a  heureusement  dissipée.  Par  un  de  ces  mystères  que  la  nature 
nous  offre  si  fréquemment,  le  vaccin  est  un  préservatif  de  la  pe- 
tite vérole  aussi  sûr  que  le  virus  variolique,  et  il  n'a  aucun  dan- 
ger, il  n'expose  à  aucune  maladie  et  ne  demande  que  très-peu  de 
soins;  aussi  sa  pratique  s  est-elle  promptement  répandue  et,  pour 


tttiteUe  du  poupl<5„W!»*itB  iw^f  ^/fttf  te^ï^r?^  9SS9^r,WfiK»e 
l'estinctioa  d'iM>^rwte4is|,q«^s;j^,^'j4^fçpfliii^,j  p^f.  j;9J^rva- 

tâge.  iie  i?app0rt^;ili»g(^ff(^ï|^jfift^nfi^^  de 

^$^.é^nné,mlPt^lf^9S0^^é^,4f<9^/^^  <i,t  âge, 

aick  makÔiftl^iestwWÂJ  $#fr  ^R'JW^J;  jîwWi^flR^  .^pwae  de  ces 
pcobiilimté^»  d0pWB4^îiç^i*fyifi§iJijî^;4,^ij,^,pi^l«pnque,  et 
t«etra««hftotf<^t^  ftçi«HP0flj4çj^99i^^fÇf{ç^^JAa  pyol»^^ 

4etteljyp0lfo^,,flJ-J'qiîç^Ra^;î^rft^B%i;/f^qtti.pf^^^ 

d*ral»lev«n  piw4«iç#jU^rJfe3*i«lP?i¥i;<l^  l«^P9J?*^#^ri?(^'^Ji- 
ieiira  elle  n'étlé^upw  çfi»|B^n^jp|ir,  ^diwJlWtipB  j;^^y,f.Jies 
aubsistaneeacf'  .j/j  «yivli' -noo  iioM  '.r.!r.-^:v-'.  >':.-f:  ..•',  i.-;-  ,!..' jr.  ^; 

C'est  prin«ipi4§«i/^4^;^odéfc^f,;djB8,;sij^s^ 
marche  pvog|«#v^t4^rl|(tp($i|^tipa,:^t  ^rrêJj^.  Pa»5  fpfitçfiies 
espèce»  d'aniioèui^j^  ^d^ijf^gl&t^x^J^.iwtui^tend^»»  ;çç^4^ug- 
iinenter  leiaoqi^Nn^  d^fciiijt^vifJUis j^squÀ  cequ^^ssoiei^t^ 
des  nwyens^^f^âbffl^tef^tr^fn^  i'^^CjS  humaine^  les  ça,u8,es jono- 
oraies  on|  une  gitaD^Bt^nfli^eiitce  .sQriap(^«)4tion.4^i.le.$Ql,jP«^  de 
iicHes  délfkiheœiCKt^rp^^  £0uii[^ruiiieaauri?t|i^rf|a)?^ 
giénératioiis^iK>uy«lJefi0l§.çe^Uttde,^ejff4j;ei,v4yjre.^       ^o^l^teuse 
£aimiUe  e«co\ir|%e)  i.e$r;iil!Mri9jg^&  «t  le8,;re;^d  pjiis  pç^oqçs  «t  plus 
fé(K>nds.  Sur  un  â€yiipf^ne^,4aip<^><uj(|i^pQ,eVl%^i^ 
oroître,à  h  fowj«n  pr9gl?»f  W^igféqf^éfrvju^  j^ft  jqjjaftîJ,  ^^es  4éfri- 
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chements  deviennent  plus  difficiles  et  plus  rares ,  alors  laccrois- 
sèment  de  la  population  diminue  :  elle  se  rapproche  contihtielle- 
ment  de  Fétat  variable  des  subsistances,  en  faisant  autour  de  lui 
des  osciUatioQs^à  peu  près  comwe  un  pendule  dont  on  promâne 
d*un  mouvement  retardé  le  point  de  suspeasion  oscille  autour  de 
ce  point  par  sa  pesaateun  U  est  difficile  d'évaluer  le  maximmm 
d'accroissement  de  la  population.  Il  paraît,  d après  qudques^obr 
servations,  que  dans  de  favorables  circonstances  la  population  4e 
1  espèce  humaine  pourrait  doubler  tous  les  quinze  ans.  Qa  ertime 
que  dans  l'Amérique  septentrionale  la  période  de  ce  double 
est  de  vingt-deux  années.  Dans  cet  état  de  choses,  la  populatic 
les  naissances,  les  mariages,  la  mortalité,  tout  croit  suivant  i» 
même  progression  géométrique  dout  on  a  le  rapport  constant  deai 
termes  consécutifs,  par  Tobservation  des  naissances  annuelles  .à.r 
deux  époques. 

Une  table  de  mortalité  représentant  les  probabilités  de  la  vie 
humaine,  on  peut  déterminer  à  son  moyen  la  durée  des  mariages.. 
Supposons,  pour  simplifier,  que  la  mortalité  soit  la  même  pour 
les  deux  sexes,  on  aura  la  probabilité  que  le  mariage  subsistera 
un  an,  ou  deux,  ou  trois,  etc.  en  formant  une  suite  de  fractions 
dont  le  dénominateur  commun  soit  le  produit  des  deux  nombres 
de  la  table  correspondants  aux  âges  des  conjoints,  et  dont  les 
numérateurs  soient  les  produits  successifs  des  nombres  correspon- 
dants à  ces  âges,  augmentés  d'une,  de  deux,  de  trois,  etc.  années. 
La  somme  de  ces  fractions,  augmentée  d'un  demi,  sera  la  durée 
moyenne  du  mariage,  Tannée  étant  prise  pour  unité.  Il  est  facile 
d'étendre  la  même  règle  à  la  durée  moyenne  d'une  association 
formée  de  trois  ou  d'un  plus  grand  nombre  d'individus. 
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On  a  YO  que  potii'Ob«è^yà^âfà^@<^t[ti(  'imlm  à%^iiMk  évé^ 
Déments  simples  dc/Jâ«4éè^«My^âùiyeBitHâJ^Ml,  éiflé^^u^ 
perte,  U  faut  aj^i-'lèë^<i»Éoîàuit$^#^U(^'^]MbM{fê'dié'c^^^^^ 
événement  fat(H^ideV^àë'lé^M<^'Î!J[te^R'^<îùlrët "étf^  de 

leur  somme  oell^^deètpi^ddiii^  dë'^^  ^i^bàbililié  dié' èïiâque  ëvé- 
noonent  défavoraMe.'^aïc  'let'>péeié'i^vll  yi^  'àtiïchëe.  Mais  quel 
que  soiti  avantagé  exprimé  JMf>  te'di'B^irîe^ce'dë^s'sûtnmes,  un  seul 
événement  ccunposé  de^eè'^éVéïteiliienfs'^sltiiipïès'iie  garantit  point 
de  ia  •crante  d'épitéuvér'  ùiie^ j&ëkèf^tiféié9!té^.''0tr  ébnçoii  que  cette 
cratntedoit  dimin«rei»4i(»rtqUé*{N^^&tdit^éf  évéÂ^ment  bompôàé. 
L'analyse  des  probabilités  conduit  à  ce  théorème  général,'''  '  ' 

Par  la  répétitioii  d'uiî  évëtiéâlébft  '  ftVisintajgenx ,  simjdë  ou  com- 
posé ,  le  bénéfice  i^l  deVfetft'de>^^  éâ^'^lns  probable  ,'èt  s*à[écro!t 
sans  cesse  :  il  devient  èëHàitiV  drinii'nhypdthëiië^'un^bni!]^  iMtii 
de  répétitions;  et<éb  lé  diVisftbV'^r'éé  nbml^,  le  qùtfttënt'oii  le 
bénéfice  moyen  •  de  chaque  événement  •  est  ^  Fespéraiice'  niiithéma- 
tique  elle-même,  ou  l'avantage' rdaUf  à  f  événement.  Il  en  est  de 
même  de  la  perte' qui  "devietit  certaine  à  ta  longue,  pour  peu  que 
l'événement  sditdësAvaiitftgeQfi;    >  -   '  •      i       ■  ;     .  . 

Ce  théorèmeflui^  leë  bélàéfiéiei^  et  lés  pertes  est  analogue  à  céiix  que 
nom»  avons  donnée  iprécédeniment  sur  les  rapports  qti'indiquè'là  ré- 
pétition indéfinie  de^êvéneiiients  simplet  ou  cbmipb^ësi  et  ctimme 
eux,  il  prouve  que  la-  régularité  finit  par  s'établir  dans  les  choses 
mêmes  les  pi<as  dubordotiilêé^  à  ce 'que  nous  Nommons  hasard. 

Lorsque  les  événements  sont  en  grand  nombre ,  l'analyse  donne 
encore  une  expression  fort  simple  de  la  probabilité  que  le  béné- 
fice réel  sera  compris  dans  les  limites  déterminées,  expression  qui 
rentre  dans  la  loi  générale  de  la  probabilité,  que  nous  avons 
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donnée  ci-dessus',  en  pariant  des  probabilités  qui  résnhent  de  ia 
multiplication  indéfinie  des  événements. 

G*est  de  la  vérité  du  théorème  précédent  (jae  dépend  la  sta- 
bilité des  établissements  fondés  sur  les  probabilités.  Mais  pcmpiya'îi 
puisse  leur  être  àppUqîié,  il  fiut  que' cet  éfublissemests,  pa#  de 
nombreuses  afi^ifes,  tAulti^ient  iiss  éVénOtrieitts  avantageux;    :  ; 

On  a  fondé  sui»  les  ptrobabilltés  de  la' vie  kumaine  divers  éta*- 
blissements,  tels  que  les  rentes  viagères  et  lès  tontiiies:  Lanéthôde 
la  plus  générale  et  là  plus  siinrple  de  ealculer  les  bénéfices  ^m  lés 
charges  de  ces  établissements  consiste  à  les  réduire  eil)  eajAtann 
actuels.  L'intérêt  annuel  de  Tunilé  est  ce  que  l'on  nonîiiw  JEhoar 
de  Yintérêt.  A  la  fin  de  chilque  année,  un  capital  acquiert 'pour 
facteur  f  unité  plus  le  tàtti  de  FintéiiStf  il  crott  donc  ««}vati|i«inie 
progression  géométrique  dbiitttê  facYèUf  est  la  raison.  Aihirti'yHr 
l'effet  du  temps  il  devient- immetisë:  Si,  par  exemple;  le  tahx  dé 
l'intérêt  est  ^  ou  de  cinq  j^xxt  oenfn;  le  capital  double  à  fott  peu 
près  en  quatorze  ans,  qùadru^ki'cti  vitlgt^toeuf  ans ,  etdansmoitts 
de  trois  siècles  il  devient  detit:  Ttiiilioil^'de  fois  plus  considéspable. 

Un  accroissement  aussi  prodigieux  a  fait  nattre  l'idée  de  s^ea 
servir  pour  amortir  la  dette  publique.  Si  l'on  crée  un  prènaier 
fonds  d'amortissement  que  Ion  place  sans  cesse  avec  les  intérêts, 
sur  les  efiets  publics,  en  profitant  surtout  des  moments  de  baisse; 
et  si,  lorsque  les  besoins  de  l'Etat  obligent  à  faire  des  emprunts , 
on  en  consacre  une  partie  à  l'accroissement  du  fonds  d'amortis- 
sement ,  il  est  visible  que  ces  opérations  auront  le  double  avantage 
d'accroître  ce  fonds ,  et  de  soutenir  le  crédit  et  les  effets  public»; 
et  qu  à  la  longue  la  caisse  d'amortissement  absorbera  une  grande 
partie  de  la  dette  nationale;  D*heureuses  expériences  ont  pleine^- 
tnent  confirmé  ces  avantages.  Mais  la  fidélité  dans  les  engâgetnenfs 
et  la  stabilité,  si  nécessaires  au  succès  de  pareils  établissemélifs, 
ne  peùvéht  être  bien  garanties  que  par  un  gouvernement  dans 
lequel  la  puissance  législative  est  divisée  eii  plusieurs  pouveiirs 


indépendants»;  I^.coa^i|M.q9'»^imi0.f<¥^cp9|)(Aéc^^ 
ces  pouvoirs  double  la  forcii^4f^)lé^tq^^^4^)|q|l,Yei|94l^  i^^ 
^gne  âlor»  <n  fHitifl»upi99^i4fal$tT^;i|E^^  ne  p^en 

puissanee  «rbltwârtùlfijjoicy  «ol  ^fJ?-  ?'<hno}  ?tn'^<"îf'>?.>iliffi'-<  .'•■.!.■  !■' 

H  résulte  és^tèiwp»  {»!é<^  jp#  \^  p^i^^j^,^^ta^\éfi[miknt  à 
une  somme  qui  xie'^fiâdlti^epliyii^Ftf^'l^s^^ftyj^ertain  nopnbre 
d années  est  ëgaiuà  ^mfil  estfmfiWT^ili^^^^  ff^f  4a  ,pr(4Ml»ilité 
^«Ue  sera  i^yéerh!C9^4f9f^'t'M'^^m^p«fà'vi^ 
dn  taux  de  l'mté|iéil)i«bii^^^  ^qWiQ  |it«ii^,^o«  expriinée  par  le 
noanbre detoesîattnées^^  *K'>j^hfîO'>  ?!\a'^ctn'!>\h '■:•■'''  ■  <•'  •■" 
:  H  est  facile  <d*àppliqu«s-  f»»pnim|pe4)iiL,{içi>fesiinAg^é$res  sur  une 
ou  siin. plusieurs  t^tesii  net  ^mfi  (PlÂ9fmi4'^argn«  ;  et  d'assurance 
dWe  natiipe  <p«dcciQfu«;  $]:q[)pQ#{))it^||9^jipn)serprppo9e  de  former 
uae.tablfe  dotimt^s  vâ«giè?!^/ii>pii^fdf^%MM^4ot>^^d^JOoi^- 
iité.  Une  rente  .via^r();^a^^)9»^^rA¥H9tj4^  j^ûiq  <|i>»t  pw  exemples 
et  réduite  enleai^tiil.ti^ij^el^  es^<pifip(^]^f)«ipe,  égaleij^i  |an)4iiit 
des  deuiL  qusntitésf#u»je^f^,r^^9l!^i<^''^l^'4iv^  l«^4p<' 
quième  puissance  d0jrmjiit(lT4ttBlP€nt4^  dxi.îtam  idai]iii,t^ty.fti9 
probabilité  de  la-pAye^KJC^^f^pn^MUité  fist  l^jçxpfçaF^,UKf^tsQ  du 
nombre  des  individus  rinsentSt  «Uns  la  «table,  vi&r^-vis^e  l'âge  de 
celui  qui  constitue -U  rente^  Avk  nombre  inscrit  .vi»<Àryis  df  cet 
âge  augmenté  de  cinq wo^Ekées4  £^  lofmant  donc  «ne  suite  de,  frac^ 
tions  dont  j«»  dénp4[iineli0jaur»  seicpities.prçduitSvdu  nombm  de 
personnes  indiquées  dan^  la  labiet  de  mortalité,  comme  viyantiss 
à  rage  de  cdui  qni.ooii«tiluejk<rente,  par- les  puissances  succès^ 
^ves  de  l'unité  tfugmflntée i^^tauxde  rintérét, et  dont  les  numé- 
rateurs soient  les  prpdMitf'dfiJ^,ren!te«  par  le  nombre  des  peiv 
sonnes  vivantes  au  :méme>âge -augmenté  ,auGce$siye^eiit  d!une 
année,  de.:d»u  ^w^éent  .|3tc«  la- Jionune,  de-ces  ,£raGti|9n^. sera,  le 
capital requispoorik^re^teviagère à neliâge..  :;         ■:': -\  < 

Supposons  inaintenant  fqM',«ne,:personne>yeuij[le,<4tt  moyen 
d'nne  ren^i«W0èrQ,.^iaMirwii  îtfiis i^^^iru^^]^;!^  y^y^ifh  ^ 
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la  fin  de  l'année  de  sa  mort.  Pour  déterminer  la  valeur  de  eette 
rente,  on  peut  imaginer  que  la  personne  emprunte  en  viager  A 
une  caisse  ce  capital  divisé  par  f  unité  augmentée  du  taux  de 
Tintérét,  et  quelle  le  place  à  intérêt  perpétuel  à  la  même  caisse. 
11  est  clair  que  ce  capital  sera  dâ  par  la  caisse,  à  ses  héritiers^  A 
la  fin  de  f  année  de  sa  mort;  maïs  elle  n'aura  payé,  chaque  année, 
que  Texcès  de  Tintérét  viager  sur  Iratérèt  perpétuel.  La  table  des 
rentes  viagères  fera  donc  connaître  ce  que  la  personne  doit  payer 
annuellement  à  la  caisse,  pour  assurer  ce  capital  après  sa  moipt: 

Les  assurances  maritimes,  celles  contre  les  incendies  et  Isa 
orages,  et  généralement  tous  les  établissements  de  ce  genre,  te 
calculent  par  les  mômes  principes.  Un  négociant  a  des  vaisseaux 
en  mer,  il  veut  assurer  leur  valeur  et  celle  de  leur  cargaiisos 
contre  les  dangers  qu  ils  peuvent  courir;  pour  cela  il  donne  nne 
somme  à  une  compagnie,  qui  lui  répond  de  la  valeur  estimée  «de 
ses  cargaisons  et  de  ses  vaisseaux.  Le  rapport  de  cette  valeur  à  la 
somme  qui  doit  être  donnée  pour  prix  de  lassurance  dépend  des 
dangers  auxquels  les  vaisseaux  sont  exposés,  et  ne  peut  être  ap^ 
précié  que  par  des  observations  nombreuses  sur  le  sort  des  vais- 
seaux partis  du  port  pour  la  même  destination. 

Si  les  personnes  assurées  ne  donnaient  à  la  compagnie  d* As- 
surance que  la  somme  indiquée  par  le  calcul  des  probabilités, 
cette  compagnie  ne  pourrait  pas  subvenir  aux  dépenses  de  son 
établissement;  il  faut  donc  qu  elles  payent  d'une  somme  plus  forte 
le  prix  de  leur  assurance.  Mais  alors  quel  est  leur  avantage?  C*est 
ici  que  la  considération  du  désavantage  moral  attaché  à  Tincerti* 
tude  devient  nécessaire.  On  conçoit  que  le  jeu  le  plus  égal  deve- 
nant, comme  on  Ta  vu  précédemment,  désavantageux,  parce  que 
le  joueur  échange  une  mise  certaine  contre  un  bénéfice  incer-«> 
tain,  l'assurance  par  laquelle  on  échange  Tincertain  contre  le 
certain  doit  être  avantageuse.  C  est  en  effet  ce  qui  résulte  de 
la  règle  que  nous  avons  donnée  ci-dessus  pour  déterminer  f  espé^ 


e^  coi%9einr»i^tp)ijj»i^i^$ijiNfi^t<ig^ msmh  <D8Hfir,90«^«gfiti^p9wt 
donc  en  proc|if»i^  f9ltrfdff^gfibl»}n$  ^WrS^wfc  «tthgmqà  bélatéfioç,^ 

sake  à  son  eiistenwjp  4wftl^%itteai^9i)«j)àqt^<^  4e¥W»l  ««rt«in, 
et  !$es  ,esp(M:4np$)i9io«(Ày]t^il«^l9i^a]«b.  qp^)$i|^siiH>$im<iepkt^Gç(F.l'anar 
l^;ooiuliiit  jiTQG^i^^Qjf^^  fén^ii$ifl»Xpinï<4ueiMile*Te»pèct*tives 

ï«nçde  i>^H^ïjet^.Sbi999fl4:f>«&tt9laçili«lri49eA>le'<)aad'lm  nombre 

>.  <; ^Ai»s  va^oos.'^  dite  e»)>v|Miriailt . ^^totcip^aiM^riniathématique-  et 
wpi^^.qui'UoyCuiiityan^agf&linomki  lépofkir  !<»•  risques. d'un 
him  n^:  Von  ««kteodiqsmiiipbisiciimj^f  alf^/gi)«iitifisvj;iii«tét')p<»ir 
£^pArv^«r;«a)e  a<>]ii(pjBi£«(^Mldîiip  pon^jJij^ignié  JUiyaûtmftux^ 
l<t  té^v^  siu*)p]fitsieKSfq«»^iiàau9b<q«^ 
Ç^t;Qeqi}e  Im'&ii^ia'tidi^Q^fif  4#ft(f  a$!ttrfko^»  iilulMiiUwpSicdmiX' 
peisoniiee!.  «yant  j^asAii^;^  im^mdifssmme?'mii4^mfi¥9f9»pmf- 
diiférents,  f«illsi«ki  inèm«c^<N9hp!«WiWinét»e^^destijt^li^ 
viennent  de  partag«r)églit98»to^fÉ0ilit  Klirg^nf  ^,l|«r4mT«eiMu,il 
est  clair  quei|>ar  cétf^}f»«iMei94i»irvt:b»etia«:d'dyiesT^>^ 
ment  sur  ies  d««xli09i^a)txda[seâ9mfi  qu«U6  atteml.  A^layérsil^, 
ee  genre  d'aaswaiMf»  hmaedomjott^^âeti-iiuifeititiide  surlaipeiçte 
que  ion  paiit .Di»)ndr^  jMm:fQl^J3  ioçeotttudeidimiRue  iDwgstiiife 
que  le  nombmdesraP99fifoi^ugiobnte:rtiYaikt^e«ioi!sJlf  6  aficixitit  de^ 
pèuaen  plm^ et |«iill:piurico4A<âderav»Q l'avantage  mathématique, 
sa  timite„nalitreUe.G^la[pwii  Idssooiation  d'{issn£an«e6mu4aeUes,: 
lorsquiell^  eetk  4^nMdbir^an&,iipluâ>avan^geusé  auxtasaurés.  quer 
iea<  oompa^ieii  d'assiiniïk^et^Tqiû't  >à  «jiaoQiidu'.j^éDiftHcei-qu'^ 
Ibnt^  doniiQniiii»)AYàn!l«g«<iQ^r«l3  totqopcé  ind^riew^àii-avantage 
Boiathématiqii^^  Tousoti»  césulilïiU  sont^^uiikmfi  onol'aiim  poéo^ 
d«i|uneo4*iiMdép!iiiulftol(se4tek>-^  ^iwàxetfinnwfc  làuoui^kgis  itnomi. 


Tom  TII. 
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On  peut  envisager  un  peuple  libre  comme  une  grande  asso- 
ciation dont  les  membres  se  garantissent  mutuellement  leurs  pro- 
priétés, en  supportant  proportionnellement  les  charges  de  cette 
garantie.  La  confédération  de  plusieurs  peuples  leur  donnerait 
des  avantages  analogues  à  ceux  que  chaque  individu  retire  de  la 
société.  Un  congrès  de  leurs  représentants  discuterait  les  objets 
d'une  utilité  commune  à  tous;  et  sans  doute  alors  le  système  des 
poids,  des  mesures  et  des  monnaies ,  proposé  par  les  savants  fran- 
çais, serait  adopté  dans  ce  congrès  comme  une  des  choses  les 
plus  utiles  aux  relations  commerciales. 

Parmi  les  établissements  fondés  sur  les  probabilités  de  la  vie 
humaine,  les  meilleurs  sont  ceux  dans  lesquels,  au  moyen  d*un 
léger  sacrifice  de  son  revenu,  on  assure  son  existence  et  celle  de 
sa  famille  pour  un  temps  où  Ton  doit  craindre  de  ne  plus  suffire 
à  ses  besoins.  Autant  le  jeu  est  immoral,  autant  ces  établisse- 
ments sont  avantageux  aux  mœurs ,  en  favorisant  les  plus  doux 
penchants  de  la  nature.  Le  Gouvernement  doit  donc  les  encou- 
rager et  les  respecter  dans  les  vicissitudes  de  la  fortune  publique; 
car  les  espérances  qu*ils  présentent  portant  sur  un  avenir  éloigné, 
ils  ne  peuvent  prospérer  qu  à  l'abri  de  toute  inquiétude  sur  leur 
durée.  Cest  un  avantage  que  l'institution  du  gouvernement  repré- 
sentatif leur  assure. 

Disons  un  mot  des  emprunts.  Il  est  clair  que  pour  emprunter 
en  perpétuel,  il  faut  payer,  chaque  année,  le  produit  du  capital 
par  le  taux  de  l'intérêt.  Mais  on  peut  vouloir  acquitter  ce  capital 
en  payements  égaux  faits  pendant  un  nombre  déterminé  d'années, 
payements  que  l'on  nomme  annuités,  et  dont  on  obtient  ainsi  la 
valeur.  Chaque  annuité,  pour  être  réduite  au  moment  actuel, 
doit  être  divisée  par  une  puissance  de  l'unité  augmentée  du  taux 
de  l'intérêt,  égale  au  nombre  des  années  après  lesquelles  on  doit 
payer  cette  annuité.  En  formant  donc  une  progression  géomé- 
trique dont  le  premier  terme  soit  l'annuité  divisée  par  Tunité 
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augmentée  du  taux  de  Imtérêt,  et  dont  le  deriûer  soit  cette  annuité 
divisée  par  la  même  quantité  ,éleYée  à  ijnc  p.v^sa^ce  égale  ^  au 
nombre  des  années  pendant  iesqueUe^  le  payçnaent  doit  avoir 
lieu,  la  somme  de  cett^  p^rogr^ssiop  spr^  équiv^ei^te  fiu  capital 
emprunté;  ce  qui  détermii^e  Ja, valeur  de  lannui^é.  Si  i'on  veut 
faire  un  emprunt  viager,  on  o|)se^rvera  que,  le^  tables  de  rentes 
viagères  donnant  le  capi^i  a^f^ui?  pQUx;  çoiu^tituer  une  rçQte  via- 
gère, à  un  âge  quelconqiie^^  ime  simple  prQpor^op  donnera  la 
rente  que  Ton  doit  faire  à  rindmdu.dpnton  emprunte  un  capital. 
On  peut  calculer  par  ces  priojçipes  tous  les  modes  po;ssibles  d  em- 
prunts. .      .      ,    , 

Des  illusions  dtm^  j^pdfii^tic^^.  ^  .probabilités. 

L'esprit  a  ses  iUusioi^,^x9jippp^e^le^^e^  de  la  vue;  et  de  même 
que  le  toucher  corrigç  ceUçjs-çi,,,!?  i;éÇf»ioq,et  le  calcul  corrigent 
les  premières.  La  probabilité,  fopji!^  ,?ifr  une  expéri^nc^  j^uirna- 
lière,  ou  exagérée  paplgi  c;çai9.te  et  Tespéra^nce,  noviç  frappe,  plus 
qu  une  probabilité  supéricarç,  mais  qui  n'est  qu  un  simple  résultat 
du  calcul  Ainsi  nous  ne  craignons  point  pour  de  faible^  avantages 
d'exposer  notre  vie  à  des  dangers  beaucoup  moins  invraisem- 
blables que  la  sortie  d'un  quine  à  la  loterie  de  France;  et; cepen- 
dant personne  ne  voudrait  se  procurer  les  mêmes  avantages,  avec 
la  certitude  de  perdre  la  vie  ^  si  ce  quine  arrivait 

Nos  passions,  nos  préjugés  et  les  opinions  dominantes,  en  exa- 
gérant les  probabilités  qui  leur  sont  favorables ,  et  en  atténuant 
les  probabilités  contraires  t  sont  des  sources  abondantes  d'illusions 
dangereuses. 

Les  maux  présents  et  la  cause  qui  les  fait  naître  nous  affectent 
beaucoup  plus  que  le  souvenir  des  maux  produits  par  la  cause  con- 
traire :  ils  nous  empêchent  d'apprécier  avec  justesse  les  inconvé- 
nients des  uns  et  des  autres,  et  la  probabilité  4^^  moyens  propres 
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à  nous  en  préserver.  C'est  ce  qui  porte  alternativement  vers  le 
despotisme  et  vers  ianarchie  les  peuples  sortis  de  Tétat  de  repos, 
dans  lequel  ils  ne  rentrent  jamais  qu  après  de  longues  et  cruelles 
agitations. 

Cette  impression  vive  que  nous  recevons  de  la  présence  des 
événements,  et  qui  nous  laisse  à  peine  remarquer  les  événements 
contraires  observés  par  d  autres,  est  une  cause  principale  d'erreur» 
dont  on  ne  peut  trop  se  garantir. 

C'est  principalement  au  jeu  qu'une  foule  d'illusions  entretient 
l'espérance  et  la  soutient  contre  les  chances  défavorables.  La  plupart 
de  ceux  qui  mettent  aux  loteries  ne  savent  pas  combien  de  chances 
sont  à  leur  avantage,  combien  leur  sont  contraires.  Ils  n'envisagent 
que  la  possibilité,  pour  une  mise  légère,  de  gagner  une  somme 
considérable;  et  les  projets  que  leur  imagination  enfante  exagè- 
rent à  leurs  yeux  la  probabilité  de  l'obtenir  :  le  pauvre  surtout , 
excité  par  le  désir  d'un  meilleur  sort,  expose  à  ce  jeu  son  néces- 
saire, en  s'attachant  aux  combinaisons  les  plus  défavorables,  qui 
lui  promettent  un  grand  bénéfice.  Tous  seraient  sans  doute  ef- 
frayés du  nombre  immense  des  mises  perdues,  s'ils  pouvaient  les 
connaître;  mais  on  prend  soin,  au  contraire,  de  donner  aux  gains 
une  grande  publicité  qui  devient  une  nouvelle  cause  d'excitation 
à  ce  jeu  funeste. 

Lorsque  à  la  loterie  de  France,  un  numéro  n'est  pas  sorti 
depuis  longtemps,  la  foule  s'empresse  de  le  couvrir  de  mises. 
Elle  juge  que  le  numéro  resté  longtemps  sans  sortir  doit,  au  pro- 
chain tirage,  sortir  de  préférence  aux  autres.  Une  erreur  aussi 
commune  me  parait  tenir  à  une  illusion  par  laquelle  on  se  reporte 
involontairement  à  l'origine  des  événements.  Il  est,  par  exemple, 
très-peu  vraisemblable  qu'au  jeu  de  croix  ou  pile,  on  amènera 
croix  dix  fois  de  suite.  Cette  invraisemblance,  qui  nous  frappe 
encore  lorsqu'il  est  arrivé  neuf  fois,  nous  porte  à  croire  qu'au 
dixième  coup  pile  arrivera.   Cependant  le  passé,  en  indiquant 
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dans  la  pièce  une  plus  grande  pente  pour  àr^oix  que  pour  pile, 
rend  le  premier  dé  ce$  événements'  plus  ^itobable  que  Tautre  :  îi 
augmente,  comme  bii  i*a  Vik  ;  tâ'^tf^biâbilitë'd^kméhfer  (Jrow;  au  coup 
suivant.  Une  illusion  semblable  persuade  à  beaucoup  de  monde 
que  Ton  peut  gagilër^Û¥éittëàt*2( là  loterie /en  plaçant,  chaque  fois, 
sur  un  même  numért)  jtisiqtf âf' Sa  SsoUiè ',  utiè  mise  dont  le  produit 
surpasse  la  sommé  dé'tbùïés^îès'iiïf^ès.  Mais  quand  même  de 
semblables  spéculations  ne  seraient  JJà:^  souvent  arrêtées  par  Tîm- 
possibilité  de  les  sôtrtéhîii*',  éliiés  iié  diminueraient  point  le  désa- 
vantage mathématique  dèi  isp'éèàlàtettrs ,  et  elles  accroîtraient  leur 
désavantage  moral,  puisque  à  cliàc^e*  tirage  ils  exposeraient  une 
plus  grande  partie  de  îeur  fortuiiié.'  '        ' 

J'ai  vu  des  hommeâ  dîêiîîraiit'-âWIteriiriletft  d^avoir  un  fils  n'ap- 
prendre qu'avecpeinelé^ïifiiii^irficéyidé^  'garons  dans  le  mois  où 
ils  allaient  devenir  pérts.'*â4ifaà'gîtfilit^c^ttëïé  rapport  de  ces  nais- 
sances à  celles  des  fillé'i- iddvHÎi  *êtrè?  ïè'  ihêitte  à  la  fin  de  chaque 
mois,  ils  jugeaîetit  t|ùie1èfe'|g;airÇÔtiS'd^^^  nés  rendaient  plus  pro- 
bables les  naissance!^  prochaines  des  fiîles.  Ainsi  rextractibn  d*iiné 
boule  blanche,  d^utie  tiriïè!  ^  tériferme  tin  nombre  limité  de 
boules  blanches  et  noires  dans  ùh  rapport  donné,  accroît  la  pro- 
babilité d'extraire  une  boule  noire  au  tirage  suivant.  Mais  cela 
cesse  d'avoir  lieu  quand  le  nombre  de  boules  de  l'urne  est  illimité, 
comme  on  doit  le  supposer,  pour  assimiler  ce  cas  à  celui  de  ces 
naissances.  Si  dans  le  cours  d*un  mois,  il  était  né  beaucoup  plus 
de  garçons  que  de  filles,  on  pourrait  soupçonner  que  vers  le 
temps  de  leur  conception  une  cause  générale  a  favorisé  les  con- 
ceptions masculines;  ce  qui  rendrait  la  naissance  prochaine  d'un 
garçon  plus  probable.  Les  événements  irréguliers  de  la  nature 
ne  sont  pas  exactemèirt  comparables  à  la  sortie  des  numéros  d'une 
loterie  dans  laquelle  tous  lés  numéros  sont  mêlés  à  chaque  tirage, 
de  manière  à  rendre  lès  chances  de  leur  sortie  parfaitement  égales. 
La  fi?équence  d'un  de^  ces  événements  semble  indiquer  une  cause 


cxxvi  INTRODUCTION. 

un  peu  durable  qui  le  favorise,  ce  qui  augmente  la  probabilité  de 
son  prochain  retour;  et  sa  répétition  longtemps  prolongée,  telle 
qu'une  longue  suite  de  jours  pluvieux,  peut  développer  des  causes 
inconnues  de  son  changement;  en  sorte  qu  à  chaque  événement 
attendu  nous  ne  sommes  point,  comme  à  chaque  tirage  d'une 
loterie,  ramenés  au  même  état  dindécision  sur  ce  qui  doit  arriver. 
Mais  à  mesure  que  Ion  multiplie  les  observations  de  ces  événe* 
ments,  la  comparaison  de  leurs  résultats  avec  ceux  des  loteries 
devient  plus  exacte. 

Par  une  illusion  contraire  aux  précédentes,  on  cherche  dans 
les  tirages  passés  de  la  loterie  de  France  les  numéros  le  jins 
souvent  sortis,  pour  en  former  des  combinaisons  sur  lesquelles 
on  croit  placer  sa  mise  avec  avantage.  Mais  vu  la  manière  dont  le 
mélange  des  numéros  se  fait  à  cette  loterie,  le  passé  ne  doit  avoir 
sur  Tavenir  aucune  influence.  Les  sorties  plus  fréquentes  d'un 
numéro  ne  sont  que  des  anomalies  du  hasard  :  j'en  ai  soumis  plu- 
sieurs au  calcul,  et  j'ai  constamment  trouvé  qu'elles  étaient  ren- 
fermées dans  les  limites  que  la  supposition  d'une  égale  possibilité 
de  sortie  de  tous  les  numéros  permet  d'admettre  sans  invrai- 
semblance. 

Dans  une  longue  série  d'événements  du  même  genre,  les  seules 
chances  du  hasard  doivent  quelquefois  offrir  ces  veines  singulières 
de  bonheur  ou  de  malheur  que  la  plupart  des  joueurs  ne  man- 
quent pas  d'attribuer  à  une  sorte  de  fatalité.  Il  arrive  souvent  dans 
les  jeux  qui  dépendent  à  la  fois  du  hasard  et  de  l'habileté  des 
joueurs,  que  celui  qui  perd,  troublé  par  sa  perte,  cherche  à  la 
réparer  par  dès  coups  hasardeux  qu'il  éviterait  dans  une  autre 
situation  :  il  aggrave  ainsi  son  propre  malheur,  et  il  en  prolonge 
la  durée.  C'est  cependant  alors  que  la  prudence  devient  néces- 
saire, et  qu'il  importe  de  se  convaincre  que  le  désavantage  moral 
attaché  aux  chances  défavorables  s'accroît  par  le  malheur  même. 

Le  sentiment  par  lequel  l'homme  s'est  placé  longtemps  eax 
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centre  de  Tunivers,  en  se  considérant  comme  lobjet  spécial  des 
soins  de  la  nature,  porte  chaque  individu  à  se  £aiire  le  centre  d'une 
sphère  plus  ou  moins  étendue,  et  à  ccttre  ^ue  le  hasard  a  pour 
lui  des  préférences.  Soutenu»  par  cette  opinion ^  les  joueurs  expo- 
sent souvent  des  sommes  comsîdérablesr  àdes  jeux  dont  ils  savent 
que  les  chances  leur  sont  contraires^  Dans  la  conduite  de  la  vie, 
une  semblable  opinion  peut  quelquefois  avoir  des  avantages,  mais 
le  plus  souvent  elle  conduit  à  des  entreprises  funestes.  Ici  comme 
en  tout  les  illusions  sont  dangereuses,  et  la  vérité  seule  est  gêné* 
ralement  utile. 

Un  des  grands  avantages  du  cakul  ^s  probabilités  est  d'ap- 
prendre à  se  défier  des  premiers  aperçtisi  Comme  on  reconnaît 
qu'ils  trompent  souvent,  lorsqu'on  peut  les  soumettre  au  calcul, 
on  doit  en  conclure  que  duT'^'iautras  f^jets  il  ne  faut  s  y  li- 
vrer qu  avec  une  circonspeetkm:  esttêméL  Prouvons  cela  par  des 
exemples.  - 

Une  urne  renferme  quatre  boi^  noires  ou  blanches,  mais  qui 
ne  sont  pas  toutes  de  la  mène  couleur.  On  a  extrait  une  des 
boules,  dont  la  couleur  est  blanche,  et  que  Ion  a  remise  dans 
l'urne  pour  procéder  encore  à  de  semblables  tirages.  On  demande 
la  probabilité  de  n'extraire  que  des  boules  noires,  dans  les  quatre 
tirages  suivante. 

Si  les  boules  blanches  et  noires  étaient  en  nombre  égal,  cette 
probabilité  serait  la  quatrième  puissance  de  la  probabilité  \  d'ex- 
traire une  boule  noire  à  chaque  tirage;  elle  serait  donc  ^.  Mais 
l'extraction  d'une  boule  blanche  au  premier  tirage  indique  une 
supériorité  dans  le  nombre  des  boules  blanches  de  l'urne;  car  si 
Ton  suppose  dans  l'urne  trois  boules  blanches  et  une  noire,  la 
probabilité  d'en  extraire  une  boule  blanche  est  -f-;  elle  est  -f-,  si 
l'on  suppose  deux  boules  blanches  et  deux  noires;  enfin,  elle  se 
réduit  à  7,  9i  Ton  suppose  trois  boules  noires  et  une  blanche. 
Suivant  le  principe  de  la  probabilité  des  causes,  tirée  des  évé- 
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iiemeiite.t}.bsiproj|abî|ité0  da  ces  trois  suppositîoBs  sontientiie 
elles,  comme  les  quantités ::|-i,t-|-<  rj;  elles. sont  par  conséqoènÉi 
égales  »'^«,|:p^ill.y  a  aifttiickuficontre  ua  apparier  que  le  noidftre 
des  lKnileS'in()iff»''est  ida£kieiit/«a«i>tQttttau5;plu&'égal  à  celurdm^ 
blanchesi  tiisainUe.^dènûique'^iidiaprài  lieiùtraotion  d«ne  hfliiler 
hlandie  auspneraier  tiragCMia  poèbabîiîtéid^xirairefle  auite  qwtcct 
boules  nQiife6xl0ÎCveéti»ijadndi)eiqtte:ikna  Jle<  TégalitéidsiE 

coulfiiiFfi,  icm  plii6.:p6tijte;K|UiUiirseîaiàm(V; Cependant  c^i&ieat 
pas  ,•  et  Ton  trouve, .  par  uH.  oaieui  -^t ^  simple^  cette  praèabilkà 
plus  grande  qu'un  qualm?ztQinûiiËQ -effet »  elle  serait  la  quatrième» 
puissance  de  j,  de ^  et  4e. ^idanai la  première,  la  seconde letdà» 
trobième  des  supposîticMis.précédjentesâur  les  couleurs  des  boaistf 
de  Tume.  En  multipliant  re^ctKveuseisd  chaque  puissance  païf  Ik» 
probabilité  de  la^uppositiqu  correspondaate,.  ou  par  7,  -f-  et^^'ia^ 
somme  des  produite  sera  la. probabilité ^d'extatiaLire  de  suite  quatre 
boules  noires.  On  a  ainsi, pour  cette  probabilité  ^,  fraction' pkti' 
grande  que  jg.^  Ce  paradoxe  s  explique  en  considérant  que  i  indi^ 
cation 'de  la  supériorité  des  boules. blanclies  sur  les  noires  par  ie 
premi^  tirage  n  exclut  point  la,supériorité  des  boules  noires  sun 
les^rblancbes,  supériorité  qui»cclut  la  supposition  de  légalité  de» 
couleurs.  Or  cette  supériorité,  quoique  peu  vraisemblable,  doi% 
rendre  la  probabilité  d'amener  de  suite  un  nombre  donné  de 
boules  noires  plus  grande  que  dans  cette  supposition ,  si  ce  nombre- 
est  considérable;  et  Ton  vient  de  voir  que  cela  commence  lorsque 
le  nombre  donné  est  égal  à  quatre. 

Considérons  encore  une  urne  qui  renferme  plusieurs  boule» 
blanches  et  noires.  Supposons  d  abord  qu  il  n  y  ait  qu'une  boule 
blanche  et  une  noire.  On  peut  alors  parier,  avec  égalité,  d  extraire 
une  boule  blanche  dans  un  tirage.  Mais  il  semble  que  pour 
1  égalité  du  pari  on  doive  donner  à  celui  qui  parie  d*extraire  èa 
boule  blanche  deux  tirages,  si  Turne  renferme  deux  boules  noires  et 
une  blanche;  trois  tirages,  si  elle  renferme  trois  boules  noires^  et 
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une  blandbe;  et  ainsi  du  reste  :  en  suppose  qu^apràs^  diaque  tirage 
la  boule  extraite  est  i^emise  dans  Fume; 

Mais  il  est  facile  de  se  coiÉrfaincve  que  ce  premier  ap^^  est 
erroné.  En  effet,  ^dansie  cas^dé  àfmx  boules  noires  surnne  blanche, 
la  probabilité  d'eubmre  de  fuime»  deux  ï  boules  ■  noires  en  deux 
tirages  est  la  seconde  pttissaaeede*|-oa^t  mais'ceMe.probdinlité 
ajoutée  à  cdle  d^amener  utiebodbe  blaaehe  en  deux  tirages  est  la 
certitude  ou  runité,  puisqu'il  estcertain<{U8lV)D -doit  amener  deux 
boules  noires,  ou  au  moins  nme  boule  blanche  ;  la  probabilité  de  ce 
dernier  cas  est  donc  f ,  fractien*pltts  grande  que  -|%  Il  y  aurait  {dus 
d'avantage  encore  à  parier  id'amener  use  boule  blanche  en  cinq 
tirages,  lorsque  fume  contient  cinq>  boules  «noires  et  une  blanche; 
ce  parti  est  même  avantageux  emiqmtre  tirage  :  il  revient  alors 
à  celui  d  amener  six,  e^'quatrecoupsi'^ivec  un  seul  àé. 

Le  chevalier  dé  Méré,  ami'de  Paacai;  et  qui  fit  nattre  le  calcul 
des  probabilités,  en  excitant  eâigrand; géomètre  à  s^en  occupa, 
lui  disait  f  qu'il  avait  trosrvé- fausseté  dans  les  >nombres  par^cette 
«raison  :  Si  Ton  entreprend  de  liBiife  sa  avec  un  déy*il  yi«'de 
«  l'avantage  à  l'entreprendre  en  4  coups,  comme  de  671  à*  6aô. 
«Si  l'on  entreprend  de  &ire  sonnés  avec  deux  désv  il  y  a  désa* 
«vantage  à  l'entreprendre  en  24  coups.  Néanmoins  s  4  est  à  36, 
«  nombre  de  faces  de  deux  dés,  comme  4  est  à  6 ,  nombre  des  faces 
«  d'un  dé.  »— «  Voilà,  écrivait  Pascal  à  Fermât,  quel  était  son  grand 
«scandale,  qui  lui  faisait  dire  hautement  que  les  propositions 

«  n'étaient  pas  constantes  et  que  l'arithmétique  se  démentait Il 

«a  très-bon  esprit;  mais  il  n'est  pas  géomètre  :  c'est,  comme  vous 
«  savez ,  un  grand  défaut  »  Le  chevalier  de  Méré,  trompé  par  une 
fausse  analogie,  pensait  que,  dans  le  cas  de  l'égalité  des  paris,  le 
nombre  des  coups  doit  croître  proportionnellement  au  nombre 
de  toutes  les  clmnces  possibles,  ce  qui  n'est  pas  exact,  mais  ce 
qui  approche  d'autant  plus  de  l'être  que  ce  nombre  est  |dus 
grand.  -:.•-:   t..  i  ^'  ^î 
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On  «MMyéâWf>ltquer  lampériorité  de^  naisnnces  de*  garant 
9âT  le^  «àisdaiicéfli  des  filles,  •()ar  le  éésir  général  des  pèrM  dWo» 
un  filâ'^m-pef^^étué'letii*  nom.  Ains»;  eiî  inïginanft  ane^Jiniie 
remplie  dWeinfifnité^'de  bMde<iibiM|cheai«t(noîrea,  en  nondbM 
égal,  et  Bnj^eeaitt  ûti 'gMMdiioiubre'd» pérsetines  dont  chacmia 
tire  nne  boule  de  cettîe  vêM^,  et  dthitintie «étirage  ave^ 
de  Van^ter  qtltfndellé  aBM  testtrait  nue  Iwmle*  blandie,  on  a*  i 
qne  ceMe  inientioa^devtàt  vendit  le^iionibte  des  bonka  UaatelM 
extraite*  supérieur  i  ^Ini  des  ncÂve»;  fini  eflet,  elle  donnetnéei 
sairement  après  tons  iès  tîrtfgea  'uil  nonJbre  de  boules  bftandics 
au  moins  égal  à  celui  dès  pertonnes^  et  il  est  possible  qnei 
tirages  n  amènent  aucune  IxMile  noire.  Mais  il  est  facile  de  : 
nattre  que  cet  afperçu  nest  ^*HhieilluÀon;  car  si  Ton  donçoitqne 
dans  un  premier  t^agé  tdutes^lès  personnes*  tirent  à  la  fois  une 
bduie  de  l'urne,  il  «st^dentqaeidnriintebtion  ne  pem<a:fCttr 
aucune  influence  sur  la^coukurdes  boules  qui  doivent  sortira  ee 
tijrage.  Son'iinique  effet  sera' d^dnrO  du  second  tirage  les  pev^ 
sotoeiA  qdi*auront  amené  une -htmlS' Manche  au  premier.  U^est 
pffireilletneM  visible  que  nntehtiom'des  personnes  qui  prendront 
patt^u  bouveati 'tirage  n'inftiiierà  point  sur  la  couleur  des  boules 
qtti  sortiront,  et  qu*ii  en  Mra  de  même  des  tirages  suivants.  Cette 
intention  n'influet^  donc  point  sur  la  couleur  des  boules  extraites 
dans  f ensemble  des  tirages;  seulement  elle  fera  participer  plus 
ou  nl^ns  de  personnes  k  chacun  d'eux.  Le  rapport  des  boules 
blanches  extraites  aux  noires  sera  ainsi  très-peu  différent  de 
Tunité;  11  suit  de  là  que  le  nombre  des  personnes  étant  supposé 
fort  grandi  si  Tobservation  donne  entre  les  couleurs  extraites  nn 
rapport^ qui  diffère  sensiUement  de  i unité,  il  est  très^robaUe 
que  la  méibè'difii^rence  a  iieu  à  fort  peu  près  entre  Tunité  et  le 
rapport  dès  botdes  Manches  aux  boules  noires  contenues  dans 
Tume. 

Je  mets  eneore-au  rang  des  illusions  lapplication  que  Leibnite 


IriWiUé;  la  âttc^M^/iâenoiD^tne^  h  ^»^  <iAP09t>  /4J«ii,4/)KtlPfl^ 
«II, >/i/ii3'iii»ï,toW)ltiiii»Wj^.sËft  9^^mAmtrkli  ^9zt|mmiqiVl49fl|l»e4v> 

2to^(oé  ifa.até»ii«JiGft;fUte«i99î4»9ri4$i^    fii?fliAVf)ir.J'iiiab«ge 

que  âàlt  dèiÀ  )0M«clièmirc«éiNit  tlllMimlé-  ^rÀtoa^Aft^^^^'im^é 
psnvaii  >nepBâseiitàr(DiAii  ,i0l»iE^if(i9iidMH«  J9t)  <})i^Ê^  f^liWlNfi 

ièée  <phititeUa«icnt  èia8i]sMtiiiqttIi]»mrfi»4MM9â(^W^:6p 
piésidenfc  dwttribnn^iierqKiillhièoii^»»  àiJf»  QI4n^  j4«mnf(¥^ 
rance  qoe  ocl>jBm^léla4«r?dit(l(!irfCiMlM  «Qi^ife^ 
Bisme  1  eiiipeve«ivdiiic>»i>  <fià-*kmit  <pw!tW«t>^Pfwy^t,  }^,^^si^çf)i|. 
J«-  ne  rapporte,  ceitmiijqijif  ^oui^.  iwH»^^|isqp,'^fq^Q|  p^^K^tifjs 
préjugés  de  l^(MitQ)|May«oArié#»«er;  l^^^îu^gfyiD^ftbQffiiT^t!  '^\ 
Leibnilx,  toiijoi>rs4»tndMi^  j^tjMfi  Wlap%Hq«ji|e  'Wigjvjliû^  ,«l 
t#ès4dâiéev  conâà^  opiftil»  mitis  pi«#r,pn^)npiiMi4#f;;te^jiMl»rf^)|f( 
«feviemt  limité «n(BàtN[TSiBtiairt(j({Me(dopr(i'#ri]^     ii%|MHnbf)9  lia 
tariBCB  iiupaiffiiOttMpatP((  etjMuaMiMr4a»»riiBMii)  »yi^a^vm 
raisota- die^pnéftvenM «àaihlre>^atitèri''iPBhpii!k  ^^yi^itu^v^^^ 
rè^'dea>profaabiU«6ei^  pf^mibt  kiJ«^il3ié»r4#ftifvM^fiftinel#i4A 
ces  doux  etfàe^éàjtomktffU  ftt;qu4)Mwfefi^i:p)f9lolluiHté;tp<^(ifpi 
donne  \  pour  la  valeur  de  la  série.  Danid  Bemoulli  a  é^i/^^^ 
depuis  in>iif9iHm9Sia»ftJféikiUi4iimv»0là^iàe»{^ 
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taitBe^ipérîodiqiMfli  Mais  Hmtfss  ce^  séries  a«ol  pwnt,  «ijnnppiw- 
««i|fc{>ulei:,(<kirvdi9uvst:  dkâraen.prenaeiil  que  daii»îk;ei|i4ln 
leuNi  termes-  Mnt;  iiiulb|)lî(é»  ^par  i  les  ^  puissance»  #acce$sîire%iii!iine 
variable,  momdnei. que  j*wûtéi^>  AlonssCiesr  séries!  âQuttoujoiu»  iWHi- 
vergentea^  quelque  petite*  queilloq^siippoee  Ift  4iffére»Qa  .dstjka 
variabla  à  £uiftké;i  et.U^tjflicîieu^e  déwonti^ 
asHgnées  pac  BeimoulU  v  •  en  :  ivertH  i  de;  la .  HègU  des  >  [^habililAlf 
sont  le&  valeura  mêmes  «d«6  fraettonsgépératrices  des  jié^ 
Von  suppose . dana  :  ces^  ,fnaetion»  ■.  la .  variable  ^gide . à  runi^ii  fyfi 
valeurs  sont  encore:  les.  limites  dont  le»  séries  .appcodMNiti^B 
plus  en  plus,  à  mesure. que!la:;variable  approche  4e  riiniiédNMB 
lorsque  la  variable  est-eù^cteipeAtiégaierÀ  Tunité,  lesséri'e&e^flMnt 
d'être  convergeâtes; K^ei^nowA^  de  valeurs  qu autant iqW0i»f:>ki8 
arrête.  Le  rapport  remarquable  de  cette  application  du  CéiUffA  Ûtfi 
probabilités I  avec ^les ilimijbctsr .deisi  v«deui?s  des  séries  périodiques, 
suppose  que  les  termes  de  iC^  périefc  M)nt«  multipliées  par  UmUis 
les  puissances  consécuitives  deilài  tarîable*  Mais  ces  séries  peuvent 
résulter  du  développement*  d'iVkOe  infinité  de  fractions. différenlts, 
dans  lesquelles,  cela  n  a  pas  Ueu«  Ain^i  la  série  pbu  ua,  maim  9n$ 
plus  un ^etc^  peut  naître  rdu  (développement  d'une  fraiction  demi' le 
numérateur  est  Tunité  plus  la  variable,  et  dont  le  dénominateur 
est  oe  numérateur  augmenté. duf carré  de  la  variable.  En  suppo- 
saat.la^  variable  égale  à^'unité^ce  développement  se  change  dans 
la  série,  proposée,  et  la  fraction  génératrice  devient  égaleà-f^ie; 
règles  des  probabilités  donneraient  donc  alors  un  faux  résiilti^; 
ce  qui  prouve  combien  il  serait  dangereux  demployer  de  sem* 
blables  raisonnements^  surtout  dani;  les  sciences  mathématiques 
que  la.  rigueur  4a,  ],eur«  procédés  doit  éminemment  distingw^. 
.  Nous  gommiç^poirtés  natuiredlement  4  croire  que  Tordre:  suinfiuit 
lequel  nojUs  y^yoQi^.lest  choses  se  renouveler  sur  la  terrera  €Kiaté 
de  tout  temps^i  et  subsistera-  toujours.  En  effet,  si  Tétat  présent 
de  luiiivers  était  f!ntièreq»ent  semblable  à  Tétat  antérieur  qui  T^a 


^fites,  etWpéi^ctÀ  cted^^ft^ovitabsJ^  (léil«(|rtiéqbM|»ui«^'ii«;^90Bt 
'^Msujettiff  «[ti'é(Jcti»tiaé(i;t^é»i{>â^biiqtMB  JËI»  <iàb|Miîiaètittuti  an- 
.  èiétiti«s  édipisèb  y^^éébiebd«liP^iiiftiotiliiéo«âtf i«B«|[er'kM  ^hMaé , 

'Ji6rt«'Wa"|MM|idifiâ(ilinté  ^Dl«eéitiÀiÉtoiâ4  àê^iMtiBi  l»«tabitité  de 

2iiieA'«t|fcntjf'liik<iiQ>ei%ttt^bir,  •i>^Âfesi9ikpd«^e'Hle'4tiuiiûr«ttre 

2ftt  iSttJ^l.JiJ»  aî)i)«yilqqfi  9Jt9D  ai)  eldeupicins'i  Jioqqoi  m.j  .'.j;ni{ 

cesse  ift  Mtfa<j6>t«f»ëti^«àidoll^aj^v6^iéi(!tn^  éis 

.ehangeÎMtilgcbiiêiàétU^ilui  ft»M^i4it»ttë>4^'idi!idàt8|4d!«l(teri!e 
de  ratnio6{»hèi)es;  êvU  fh(ipXitiioM'À\R»^<fài'iii^Jc6tMim^ 

propres  à  détenditt^  èes.vy4Ati<Mistéllfk  âèi#reàiliK>,  l^iUMi^inien 
-n  a  pu ,  jds^^iciv'iieti  iÈ^^ifé\àài^ikiim^Sitàii/b/kiû^eSt>ttè»- 
peu  vmMkl^abie<i^i4èBveéKAë»^l^«i(jrb<dm 
les  gaz  ci608tHttli&lde>'4MAve'tt^  «â'iMitilièààeâV^iiilicl^iâèlif  les 

les  aitératioà9[(«|«ilépt««(^orit^4Dihëi«ieB  iéléittlitlto'^ii^Mewiiek)  à^ia 

comefvatiëii'de»''^U^^  ot^gaiMis^.  iQy(0^ 

riqtu»^éreiiu)ttt0tt«pli»à>6iie  trd»^kî«fe«iti^ït$lé;iii9¥iMisk)ffi*état 
•eepeiidaiiiit  i<dl«tt«^  ^^j^uds  Hiâiaa^etMûfa  'i%im^^iiiifià:''-^édou 
^ute  et  -eoÉ(tiMucPd«^»>«gettrtâ:'iiâtui^ji£â'^rd«ill«(M  âAtt»  iëi'ién- 
;(»nUe6  àéik  ten<é^ii^i4éodtt«y0«te  iic>MlApe!«!ë  dëbrléiâ^ilhÀMMtttre 

jadift  vi¥«iit0je«^^tdiitB  cHiéMfltif' de  4i-'tUtttt)#è"é(ctlkiéâevi'D'«Uieuw, 


€um  immnmviom 

Mi4a;«efTii>«p(ièM  m>éti<  piii|Âtit«^pneiâr>ftaidev<  Kxjomie  tout'  fWêÈi 

BÉahitena]k,,8di8oi&cèià)i|û^4!f|(tu^»tfopi^  ch*ngeiteitlK 
LeiieidTiiiiètiie/Jfuflgr^lfraHb»  <iki<ié»oiiiouvriAi«it0rih'eftt  pas  itaài^ 
tèMbla)Lafi^i8tb]:iteerd8!kiltÉdjân«)etadfe  étiiévéi 

et  l>«ttracti(m<  (dniéto^esidoitiÉiiVitpi^iéhtitràc^ittiid  noiiibire(«i« 
sièdés^JcenBidétàUfimtbtiddiéierieaJaœiivMBnats^}^  L«i 

vtriatioBi9r<i^èuèbscv«ieéé8  «kn»  4ss([éto2ttf>  eH'diflBar-k.  foraoe  'àtà 
nélsfoiâuaca  £oiit  |Nre»eèrtirtccifBiifaè  teitmpsiidéycioppeni'diMii 
le  système  de  ces  grands  corps.  On  peut  représenta»-  leS'-étMi 
suocess^  d»r«aivcnr^ipar  UÉffjiDDiiiiM  idont  la  temps  a^ 
eûsey  et  dent  levordbdoéefnexpHaiiéiiiàctat'iieafdmeraiétàt^^ 
asisiant  à  peiae>ux|iéléitaonttdeict4(te>eottdbe^«>tc|ua<scnBii^ 
depbavoir  iN3)in0pt6^«à->ioiiitori^kui9(eti£p,  poiey  r^^oaepiè'ibtu^A 
inriâpn^ft9ajciiir*''ki<]iiiàtéiida§iienà^]kJoa4^        phénctaèsès^qui 
FilMéreBseati'Oti  liatMtdéi^ei^fiiè»  eowjeotuTakv'Û  est'sage'idka'tie 
lcBipié^«iieri|«fftY«e(piieiéxttèiiilMi?ééer«teji'*/-ti.q  '>i.'..'!  ><   ■"..>  ^-.u  - 

-n^temié  daÔB'^l'«ilH|iatwnidei-pfo]^abilîitéi<«*iigenfe  d'iti«sions 
ofaiV'dépdbidiiH  ^édaieaientiiâaa^^oft  ideiHorganiriatioa  intslko 
tablkv[eiaiii«ijpoUris'eii'|^«titits  9ai(e»ia»t  stppTÔfan^dB'Wiim. 
UèiJdéiir'4epéûétftt*:idMiiB^i>flv<Mirv<et>imr  rapports  de  queiques 
éttobiiiiait»  ;iemà#qued)k9  saved*  l^  ^dîctbut  des  i  aatidiogiMs, 
dea;difrâi»  et>dèf«iugiirw(>  «rëcies'  presseMbueaftset  tes  aonges, 
n/éé  UBiSombrcs)  et  les'  j«aMi-i^épa«és'  hquMiix  i  ou  tnalfaeciieux, 
obtiidonnéinttissaiiiîe  àiineibulic  de|)yé}«gé»ienbeve  tvès-n^adiM: 
Oq  >da  réflédilt  poikiliaci  ^and  loomlnwide  non  ooincidenowqai 
0«nt£iit>«noun«i»impreBsioBV'où-qae  l^cu  ij^ore;  cependant- il 
est  aéeessairedèiile»  'oounattré,  pour  «pprécier -la'  pnolûilïâité'd^s 
causés)  ajqtxqmeUcswa  attribue  iwicdSiicidencea.  Cette  oonnaiisadee 
conâmuEH-ait  aansiddtittti «deiqut^'itiiTaiBtxr «ousditt^  li > }•  égàrÂ^e 
oesipréjugéii ^Aiuim  ie-phâfolK^ibevdeTaAtiipiit^^ auquel «ti  moft-^ 
tnktdu)S*«M>  tcai^,<pi)iar  exidt^lai  pèissanccr  du-die«r  quiony 
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«ioctât^  les  «iMuto>cLs*tcmé>cBwt!qin,i  «prè^  l^mtjU'ivnoqvé^it^^tMtot 
aan,Yéa  du  mnhûpotMnaétnxùfigi^eciioofDtiPomiab  oaicvd'ji^a  ifto*- 

ceuK  qui,!malgcéi«attr/niNDc«liDai>  «vàû^;p(^i£i«ànÉiiriai'iiéf«té 
ton»,  «es  pi^ii|;éii)ijnrc(£dfea«cOT4bdeti«lsdnaB*icUtieiqiie^ 
aon  Traité.  derkifyilrtluibeéaqnTlfi^iwiiieili^  je 

v«i^  eitert  cftfi  iovir0i«e^à<iNimà\e«  idtetiksiabJQMrisidbe 
kk^raison  imi^MUlrilia»  fifipiapeèë  «Ycir  4li«w^»èito«^!le».]uràjfii^ 
|iui>s«tliiiNÂèffe:^idflYieaileiéîi^iqpÉb:iondem^^  desl  kwtitalMMs 
bumainjBSiwV;  )">~'T Vf  ii-i<\  nO  .''(yun  '.iini/ix;  r'!-    ■»■-    ■■.■.'.•■■-, 
■v<  ir,Il  finMtir'(^litBaatéanoèf]Mii^(i»jflÉer  -i«(^i¥iBati«miMbleâ>  songes^ 
«lettouslesipnéjii^BetiU&biMiltftcsufmntitil^  répandue 

ÇT«  «ubjugné  ltifiiUiparlide»^ntsDbttsIeÉb«iaaparéeiâe;la  falUesse 
<4e9ib<kmmeak  Ccat-<:|e  ,^C9PfHU:!fvoiifl(jiétek>ppér(da^ 
f;suc'k  nature  det'dteMXM^etaipécielf^'èaftidài^t  cet  (ooy^     fiem 
«âujudé  .qme  iic)iiis.&rDlift)|iiR»e  einipèxi^lctain:  tiitse$<flt^ànoii84 
«même,  si  nous  panrenen«'^^détiittirb'ia;tfupei»lil«^i'£epeQ4^ 

•  (et  je  déaire  Bjirtoi«ttiil»clKi4el((égafadiiaiB;;peaaée^«mL  biotcdm- 
«  prise)  «  en  détnuMftilit'tla  «èo|>e0ttiticwivi  jei  jsups  kid  >  ide .;  Houleip 
«ébranla  k^D^tpPi  hetifogiRim  nou»|Mcescrit<de(fiiMéiUeQati  le* 
■  institutions  etiJcAfoérémoniesi de/nos  aoiitétres.  touffhant  <]e>euii^ 
«des  dieuK..D'aiU«uit9i'M>befii^  deti'uQivora  etrioidr&deaiohcses 
«  cdeste»  nouft!f(oiioenA<à^^>jwqonna£tra,qudqiie!  nature,  swpérieufe 
«qui  doit  ^rs  tremanquée  «b  pdmiiée'  du  genre;  hiuwi»*  Mais 
«autant  U  eonvient«^de<pff9pager  iaxeligioa  <qui>e6tijointei>à)'ia 
«.connaissance  de ilftT aattt<ei4-iaMitant.ii  faut. InyaôUer. à. extirpai 

•  la  superstition  «oair  die  vous^tourwienie^iivousrpiiease.et  j^nua 

•  poursuit  sanflrOQsaeionitfv^  lieuii.  SitNoua)OQnauitea>unrdevûa  on 
«  un,  présage,  •8»iVo.u«'io>m(^ez.  uac  VMtiiie,(iai>vàna  (legardieai  ie 
«  vol  d'un  oiseaui;  si  .vous,  ireocontrea.un  Chaidéen  ou-  un  amiapiee', 
«  a'il  éclaive,,  s.il  tonne»;  ai  la  .foudre,  toniife  ttienfin/  s  il  .oatt  our  se 

•  manifeate>  une ,  mfàeetd^  prodi^e^ ^  toMtqs ,  «hpiea  donti  aouvent 
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«^elqu'une  doit  arriver:  alors  ia  superstition  qui  vous  domiiie 
«  ue  vous  laisse  point  de  repos.  Le  sommeil  même,  ce  refuge  dts 
«  mKMTtels  dans  leurs  peines  et  dans  leurs  travaux,  devient  par  eBe 
«  un  nouveau  su^t  d'inquiétudes  et  de  frayeurs.  » 

Tous  ces  préjugés  et  les  frayeurs  qu'ils  inspirent  tiennent  à 
des  causes  physiologiques  qui  continuent  qudquefois  dagir 
fortement,  après  que  la  raison  nous  a  désabusés.  Mais  la  répé^. 
tition  d'actes  contraires  à  ces  préjugés  peut  toujours  les  dé*- 
truire.  C'est  ce  que  nous  allons  établir  par  les  considératiooa: 
suivantes. 

Aux  limites  de  la  physiologie  visible  commence  une  autre  phy«- 
siologie  dont  les  phénomènes,  beaucoup  plus  variés  que  ceux  de 
la  première,  sont,  comme  eux,  assujettis  à  des  lois  qu'il  est  trè»r 
important  de  connaître.  Cette  physiologie,  que  nous  désignerons, 
sous  le  nom  de  psychologie,  est  sans  doute  une  continuation  de 
la  physiologie  visible.  Les  nerfs ,  dont  les  filaments  se  perdent 
dans  la  substance  médullaire,  du  cerveau,  y  propagent  les  im^ 
pressons  qu'ils  reçoivent  des  objets  extérieurs,  et  ils  y  laissent 
des  impressions  permanentes  qui  modifient^  d'une  manière  in- 
connue, le  sensorium  ou  siège  de  la  pensée.  Les  sens  extérieurs 
ne  peuvent  rien  apprendre  sur  la  nature  de  ces  modifications 
étonnantes  par  leur  infinie  variété,  et  par  la  distinction  et  l'ordre 
qu'elles  conservent  dans  le  petit  espace  qui  les  renferme;  mo- 
difications dont  les  phénomènes  si  variés  de  la  lumière  et  de 
l'électricité  nous  donnent  quelque  idée.  Mais,  en  appliquant  aux 
observations  du  sens  interne,  qui  peut  seul  les  apercevoir,  la  mé- 
thode dont  on  a  fait  usage  pour  les  observations  des  sens  externes^ 
on  pourra  porter,  dans  la  théorie  de  l'entendement  humain,  la 
même  exactitude  que  dans  les  autres  branches  de  la  philosophie 
naturdle. 

Déjà  quelques-uns  des  principes  *  de  psychologie  ont  été  re* 

*  Je  désigne  îâ  par  la  dénaniiiatioD  de  prmâpm  lee  ra{ipoi1s  généraux  des  phénomtoes. 
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cMUitts-€t[idévcli)ppéa*âiœd<|aeoèb^'iI>èUe'Bali^.  tsndance  Jc||Si4o^ 
le»4ti98«eiAbl«Ucnwiit-jfi9gi(»isé^  JiQc^iKaellttefeii(tiK<i>«dx80DYhuH 
moni«;iipstlè'itotclBU£(K^lp»ieèâstiiulb  i»i^iati^piatba.,ieàBieitaèm^ 
entre  des  animauKrdWsf  è!^tii^f:9i»tliiq)di^it^tB<'iu■^^  (pic 
leiok>'t>rgàiÂsMioiqaaà  ^«p  âiefMi^laUè.lfPaDmij  i«e|  ètres^idoiîés 

pmmptM«a<ci^xe]ac»i0idbs'id|piiiai\B«t>tesiiadv^ 

ncfits  offre  de! M^bid»)es2:^p«^iil>|nè^  deoxi 

lâonfâ^^Ulom  >lîediâiA4^eri«bi4t[!és«peàdilË6ranteq  étd^ 

un  même  support,  finissent  par  avoir  exactement  la  même  marche; 

et  s  idbhfr-  Kn'  sy^tèlifei^ciiS^ëir  ''i$(mDi>èà  v  4^i  tibrfftïons  de  lune 

d^éUes  fom>t^iK>niiei^«i«tc^Jdd$2fa)(t'n^}»i^pies;  ^les"^  les- 

cràses'^iék»  potonuéSi'oiierétéli^mnÂSie^  oiw^ealciU;(>donn^t  «me 

idée  juste  de  4a  8ym|^thii|(^<Mlsi^^^d&'csri»es)l]ieilpluB  com*' 

iÛn^9$ntmieBt  ëgp^l^  àld(^p%M  ^i^eàqHD  toujows  ies  BMiui^-' 
veittents  âytf  patiiiqui^s.  uM<«^4ai^u>|MUiii4b8 >  «spèced  - dîontihsifxi' 
les  individus  S'dttà«hetR^'Uiha^'iè^'Xiiâs(^aàiii' «utiles  et<âe,r^nûs8^t) 
en  société.  Dai)«>  ^e^èbèi iKuAiiilie ,"-  iM  'imagfinfitions  fftrleB  •  re»i>> 
sentent  un  vrai  béiiheat'è^^oihinter  les  imaginations  faibled4'i(|«i> 
n'en  ressentent- pas  (mMtii'''à  lèuft.obéiii.  Les  sentiments  SRftnrpày; 
thiques,'  excivés  à  là ''foib'fl^as  un  grand  nombu^e  d'individus»^' 
s-accroissent  par  i«iur(i9éaeti<fa>mutiielie,  comme  on  i'observfe'âtf' 
théâtre.  Le  plaisii^  qui  eii)pésak&^  rapproche  les  >  personnes  id'opi«' 
nions  sembU1>lesv*<}^^ leur  réunioA  eialte  quelquefois  jnsqn'aa' 
fanatisme.  De  ièitiaisèeM  les:  sectes,  la  £»veur  qu'elles  excitent  et' 
la  rapidité  de  leur  propagation.  Elles  offrent,  dans  l'histoire  ,<W 
plus  ^nnAdts  et'les'pltts  iiinestes  exemples  du  pouvoir 'd^  ta 
sympathie.'O»  a'ioutonciiehdcf  remàrquertla  ifapilitéaveeiaqseliè 
les  mouvements  sympathiques,  tels  que  le  rire,  se  communiquent 
par  là  simple»  ^vney^sMâs  ie  coridouifs  d'aucune 'at(tr|e>'cAUse  dans 
ceux  qui  les  seçoiivfBt...L'iafliMaoe  de  k-^mpathie .sur-  l^'Benso- 
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rium  est  incomparablement  plus  puissante  :  les  vibrations  qu'elle 
y  excite,  lorsqu'elles  sont  extrêmes,  produisent,  en  réagissant  sur 
Téconomie  animale,  des  effets  extraordinaires  que  Ton  a,  daas 
les  siècles  de  superstition,  attribués  à  des  agents  surnaturels,  et 
qui,  par  leur  singularité,  méritent  Taltention  des  observateurs. 

La  commisération,  la  bienveillance  et  beaucoup  d autres  sen- 
timents dérivent  de  ]a  sympathie.  Par  elle,  on  ressent  les  maux 
d'autrui  et  Ton  partage  le  contentement  du  malheureux  quon 
soulage.  Mais  je  ne  veux  ici  qu  exposer  les  principes  de  psycho- 
logie, sans  entrer  dans  le  développeuient  de  leurs  conséquences. 

L'un  de  ces  principes,  le  plus  fécond  de  tous,  est  celui  de  la 
liaison  de  toutes  les  choses  qui  ont  eu  dans  le  sensorium  une 
existence  simultanée  ou  régulièrement  successive,  liaison  qui,  par 
le  retour  de  Tune  d'elles,  rappelle  les  autres.  A  ce  principe  se 
rattache  l'emploi  des  signes  et  des  langues  pour  le  rappel  des 
sensations  et  des  idées,  pour  la  ibrmation  et  l'analyse  des  idées 
complexes,  abstraites  et  générales,  et  pour  le  raisonnement.  Plu- 
sieurs philosophes  ont  bien  développé  cet  objet  qui,  jusqu'à 
présent,  constitue  la  pai^tie  réelle  de  la  métaphysique. 

On  peut  encore  établir  en  principe  de  psychologie,  que  les 
impressions  souvent  répétées  d'un  même  objet  sur  divers  sens 
modifient  le  sensorium,  de  manière  que  l'impression  intérieure, 
correspondante  à  l'impression  extérieure  de  l'objet  sur  un  seul 
sens,  devient  très-différente  de  ce  qu'elle  a  été  à  l'origine.  Déve- 
loppons ce  principe,  et,  pour  cela,  considérons  un  aveugle  de 
naissance,  auquel  on  vient  d'abaisser  la  cataracte.  L'image  de 
l'objet  qui  se  peint  sur  sa  rétine  produit,  dans  son  sensorium, 
une  impression  que  je  nommerai  seconde  image,  sans  prétendre 
l'assimiler  à  la  première,  ni  rien  affirmer  sur  sa  nature.  Cette 
seconde  image  n'est  pas  d'abord  une  représentation  fidèle  de 
l'objet;  mais  la  comparaison  habituelle  des  impressions  de  cet 
objet  par  le  tact,  avec  celles  qu'il  produit  par  la  vue,  finit,  en 
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modifiant  ie  sensorîum^  par  rendre  iâ' «econdé^  «intime  ocinforme 
à  la  natnre  représentée  fidèlement  par  le  toacheri  L'image  peinte 
sur  la  rétine  ne  chàn^  poiftt;  mais  littkagô  intérienre  qu'elle 
fait  naître  n'est  pltis  la  mêmev  comme  les  expériences  faites  sur 
plusieurs  aveuglés  de  nafîàsanèe  auxquels* on  avait  rendu  la  vue 
Tout  prouvé. 

Cest  principalement  dans  renfande  que  le  sensorium  acquiert 
ces  modifications.  L'enfant;  comparant  sans  cesse  les  impressions 
qu'il  reçoit  d'un  même  objets  par  les  organes  de  la  vue  et  du 
toucher,  rectifie  les  impressions  de  la  vue.  H  dispose  son  senso- 
rium à  donner  aux  objets  visibles' la  forme  indiquée  par  le  tact, 
dont  les  impressions  s'associent  intimement  avec  cdles  de  la  vue, 
qui  les  rappellent  toujours.  Alors 'les  objets  visibles  sont  aussi 
fidèlement  représentés  que  les  <ibjets  tangibles.  Un  rayon  lumi- 
neux devient,  pour  lavne,  ce*  qu'est  un  bâton  pour  le  toucher. 
Par  ce  moyen,  le  premier  deces^  sens'  étend  beaucoup  plus  loin 
que  le  second  la  sphère  des  objets  de  ses  impressions.  Mais  la 
voûte  céleste  elle-même,  à  laquelle  nous  attachons  les  astres,  est 
encore  très^bomée,  et  cen'e^t  que  par  une  longue  suite  d'obser- 
vations et  de  calculs  que  nous  sommes  parvenus  à  reconnaître 
les  grandes  distances  de  ces  corps  et  à  les  éloigner  indéfiniment 
dans  l'immensité  de  l'espace. 

Il  paraît  que,  dans  plusieurs  espèces  d'animaux,  la  disposition 
du  sensorium,  qui  nous  fait  apprécier  les  distances,  est  naturelle. 
Mais  l'homme,  pour  lequel  la  nature  a  remplacé,  presque  en  tout, 
l'instinct,  par  l'intelligence,  a  besoin,  pour  le  suppléer,  d'obser- 
vations et  de  comparaisons  qui  servent  merveilleusement  à  dé- 
velopper ses  facultés  intellectuelles  et  à  lui  assurer  par  ce  dévelop- 
pement l'empire  de  la  terrée 

Les  images  intérieures  ne  sont  donc  pas  les  effets  d'une  cause 
unique:  elles  «résultent,  soit  des  impressions  reçues  simtdtané* 
ment  par  le  même  sens  ou  par  des*sens  différents;  soit  des  im- 
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{iressioôs  ifrtéfieuires  rappeiées  par  la  mémoire.  L'influence  réci- 
proque de  Cêâ  impressions  est  util  prineipe  psychologique  tkccnad 
en  conséquences.  lyévekppoQiiS'quQkpies^unes  des  principalea.*  ' 

f^u'^kn  observatieur,  ^lacé  dinê  une) profendc  obscurité,  TOietà 
des  distances  différentes- deTiK^giobes>f}uinihe>UK  d'un  même  dia- 
mètre :  ils  lui  paraîtront  d'inégale  :  grandeur.  Leurs  images  inté- 
rieures seront  proportionnelles  atiK  images  correspondantes  peintes 
sur  la  rétine.  Mais  si,  lobsicuritéveniint  à  cesser,  il  aperçoit  en 
même  temps  que  les  ^obes  tout*  Fespace  intermédiaire ,  cette 
vue  agrandit  Timage  intérieure  du  globe  le  plus  Soigné,  et  ia 
rend  presque  égale  à  celle  de  Tautre  globe.  C'est  ainsi  quiin 
homme,  vu  aux  distances  de  deuor  et  de  quatre  mètres,  nous  pa- 
raît de  la  même  grandeur:  son  image  intérieure  ne  varie  poiih|, 
quoique  l'une  des  images  peintes  sur  la  rétine  soit  double 'de 
Tautre.  C'est  encore  par  l'impression  des  objets  intermédiaires 
que  la  lune  à  Thorizon  nous  semble  plus  grande  qu'au  zénith. 
On  aperçoit,  au-dessus  d'une  branche  voisine  de  l'œil,  un  objet 
que  l'on  rapporte  au  loin  et  qui  paraît  fort  grand.  On  vient  en- 
suite à  reconnaître  le  lien  qui  l'unit  à  la  branche  :  sur-le-champ 
la  perception  de  ce  lien  change  l'image  intérieure  et  la  réduit  à 
une  dimension  beaucoup  moindre.  Toutes  ces  choses  ne  sont 
point  de  simples  jugements,  comme  quelques  métaphysiciens 
l'ont  pensé  ;  elles  sont  des  effets  physiologiques  dépendants  des 
dispositions  que  le  sensorium  a  contractées  par  la  comparaison 
habituelle  des  impressions  d'un  même  objet  sur  les  organes  de 
plusieurs  sens,  et  spécialement  sur  ceux  du  loucher  et  de  la  vue. 

L'influence  des  traces  rappelées  par  la  mémoire,  sur  les  im- 
pressions qu'excitent  les  objets  extérieurs,  se  fait  remarquer  dans 
un  grand  nombre  de  cas.  On  voit  de  loin  des  lettres,  sans  pouvoir 
distinguer  le  mot  qu'elles  expriment.  Si  quelqu'un  prononce  ce 
mot,  ou  si  quelque  circonstance  en  rappelle  la  mémoire,  aussitôt 
l'image  intérieure  de  ces  lettres  ainsi  rappelées  se  superpose,  si 
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je  puis  ainsi  dil^ ,  à  Tina^e  boii£u9e '^dnite  ^pa»  rl'inipiiewÎMi'^es 
caractères'  exiérievra ,  ^eti  lat  t fondrrdîatiBi&te^^'La  •  mie^ 4e8^  tearactèiTes 
rappeUe  ies  traces  >dB$)acmfi|i^)ie«iff>aréf)é^ 
mêlant  aux  sons  >coiiilusi  {deiTla  JM)fttH'k6t^Dit/;dMtingU6n.La'peur 
transforme  souvdmk  de icette  i]iiateièi)e>Ies?ol]je(s^ i^^^  .trop*  faible 
lumière  ne  fait  pais  rccdnna£tr6UeniOl>jetSi  e£Prayants  qui  ont  avec 
eux  de  Tanalogio.  L'image  dé  ^oes  :^eiriiiiiei^!objet9^  tfortement  re- 
tracée dans  le  sensorkLmtpar/laicraiA&Hfse  rend  propre  l'impres- 
sion des  objet»  extérieurs*  Il  est  importantde  se  garaatirde  cette 
C£tuse  d'illusion  <»  dans  les  oonséquenoes  que  l\>n  tire  d'observations 
de  choses  qui  ne  font  qu'une  im^^ession  trè&4égère  :  tdles  sont 
les  observations  de  la  dé^adatioa  dé  klumière  à  la  surface. des 
planètes  et  des  sat^iles^  d'oàdton  a  coondtu  l'-existence  et  l-inten- 
èitéde  leurs  atmosphères > «tlauinij  raonv^ements  de* cotation.  Il 
est  souvent  à  craindre  que  >des>  images  iatérieures  ne  sassimUent 
ces  impressions  et  le  ptochaiirt  «qui^noud  porte  à  croire  àrrexùs- 
teuce  des  choses;  que  représtotent  les  impressions  reçues  par  les 
sens.  : .   ■  i^  •  ■  '  »i  j  :,'î  ■■:   :-;j-«    ,■  '  ?  -*t  i 

Ge  penchant  remarquable  •  tierit  à  ;  un  caractère  pai^ulier  qui 
distingue  les  impressions  venant  du  dehors,  des  traces  produites 
par  l'imagination  ou  rappelées  par  la  mémoire.  Mais  il  arrive 
quelquefois,  par  un  désordre  du  sensorium  ou  des  organesrqui 
agissent  sur  lui,  que  ces  traces  ont  le  caractère  et  la  vivacité  des 
impressions  extérieures  :  alors,  on  juge  présents  leurs  objsta^r on 
est  visionnaire.  Le  calme  et  les  ténèbres  de  la  nuit  favorisent  ces 
illusions  qui ,  dans  le  sommeil ,  sont  complètes  et  forment  les 
rêves,  dont  on  aura  une  juste  idée,  ^i  l'on  confit  que  les  traces 
des  objets  qui  se  présentent  à  notre  imagination  dans  l'obscu- 
nté  acquièrent  une  grande  intensité  pendant  le  sommeii. 

Tout  porte  à  croke  que,  dans  les  somnambule»,  quelques-uns 
des  sens  ne  sont  pas  complètement  endormis.  :Si( le»  sens  du  tou- 
cher, par  exemple,  veste  encore  un  peu  sensible raii -^contact  des 
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objets  extérieurs,  les  impressions  faibles  quil  en  reçoit,  trans* 
mises  au  sensorium,  peuvent,  en  se  combinant  avec  les  images 
du  rêve  d'un  somnambule,  les  modifier  et  diriger  ses  monve-^ 
ments.  Fin  examinant,  d'après  cette  considération,  les  récits  bien 
avérés  des  choses  singulières  opérées  par  les  somnambideft, 
il  m'a  paru  que  Ton  pouvait  en  donner  une  explication  fort 
simple. 

Quelquefois  les  visionnaires  croient  entendre  parler  les  per- 
sonnages qu'ils  se  figurent,  et  ils  ont  avec  eux  une  conversation 
suivie;  les  ouvrages  des  médecins  sont  remplis  de  faits  de  ce  genre: 

Bonnet  cite,  comme  l'ayant  souvent  obser\'é,  son  aïeul  mater- 
nel, «vieillard,  dit-il,  plein  de  santé,  qui,  indépendamment  de 
«toute  impression  du  dehors,  aperçoit  de  temps  en  temps  devaht 
«lui  des  figures  d'hommes,  de  femmes,  d'oiseaux,  de  voitures^ 
«  de  bâtiments,  etc.  Il  voit  ces  figures  se  donner  dilférents  mouve- 
«ments,  s'approcher,  s'éloigner,  fuir,  diminuer  et  augmenter  de 
«  grandeur,  paraître,  disparaître,  reparaître.  11  voit  les  bâtiments 
«s'élever  sous  ses  yeux,  etc.  Mais  il  ne  prend  point  ces  visions 
«pour  des  réalités: sa  raison  s'en  amuse.  Il  ignore,  d'un  moment 
«  à  l'autre,  quelle  vision  va  s  olfrir  à  lui.  Son  cerveau  est  un  théâtre 
«  qui  exécute  des  scènes  d'autant  plus  surprenantes  pour  le  spec- 
«  tateur,  qu'il  ne  les  a  point  prévues.  »  En  lisant  l'histoire  de  Jeanne 
d'Arc,  on  est  forcé  de  reconnaître  une  visionnaire  de  bonne  foi 
dans  cette  fille  admirable,  dont  fexaltation  courageuse  contribua 
si  puissamment  à  délivrer  la  France  de  ses  ennemis.  Il  est  vrai- 
semblable que  plusieurs  de  ceux  qui  se  sont  annoncés  comme 
ayant  reçu  leurs  doctrines  d'un  être  surnaturel  étaient  vision- 
naires :  ils  ont  d'autant  mieux  persuadé  les  autres,  qu'ils  étaient 
eux-mêmes  persuadés.  Les  fraudes  pieuses  et  les  moyens  violents 
dont  ensuite  ils  ont  fait  usage  leur  ont  paru  justifiés  par  fin- 
tention  de  propager  ce  qu'ils  jugeaient  être  des  vérités  nécessaires 
aux  hommes. 
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Un  caractère  particulier  distingue,  des^produits  de  riwagina-» 
tionles  traces  rappelées  par^  la  mémoire,,  et  qui  sont  dues^  aux 
impressions  de&pbjets  ei^térieurs..  Il  nonis  porte,  comme  par  ins^ 
tinct,  à  reconnaître  ieMstence'passéede  ces  «objets,  4ans  Toinlre 
que  la  mémoire  nqus  piféseute*.  JUes-expéi^ieiM^s^que  nous^iaisons, 
à  chaque  instant,  de. laivérité*de» conséquences  quernous  qn  tirons 
pour  nous  conduire,  fortifient  ce  penchant.  Quel  est  le  mécanisme 
qui,  dans  cette  opération;  du  sensorium,  détermine  notre  juge* 
ment?  Nous  rignorons,.et  nous  ne  pouvons  en  observer  que  les 
effets.  En  vertu  de  ce  mécaoïisme,  les  traces  de  la  mémoire,  quoi»- 
que  faibles,  nous  font  apprécier  leur  intensité  primitive ,  que  nous 
pouvons  ainsi  comparer  ^  aux  impressions  semblables  d'objets  pré- 
sents. Nous  jugeons  de  cette  manière  qu une  couleur,  que  nous 
avons  vue  la  veille,  était  pkkS' vive  que  celiequi  frappe  mainte- 
nant notre  vue. 

Les  impressions  qui. accompagnent  les  traces  de  la  mémoire 
servent  à  nous  en  rappeler,  les  causes.  Ainsi,  lorsqu'au  souvenir 
d'une  chose  qui  nous  a  été  dite  se  joint  le  souvenir  de  ia  coniiance 
que  nous  avons  donnée  aa narrateur;  si  son  nom  nous  échappe, 
nous  le  retrouvons,  en  rappelant  successivement  les  noms  de  ceux 
qui  nous  ont  entretenus  jusqu'à  ce  que  nous  parvenions  au  nom 
qui  nous  a  inspiré  cette  confiance. 

Les  objets  présents  que  nous  avons  déjà  vus  réveillent  les  traces 
des  choses  qui,  dans  la  première  vue,  leur  étaient  associées.  Ces 
traces  réveillent  semblablement  celles  d'autres  objets,  et  ainsi  de 
suite,  en  sorte  qu'à  l'occasion  d'une  chose  présente ,  nous  pouvons 
en  rappeler  une  infinité  d'autres  et  arrêter  notre  attention  sur 
celles  que  nous  voulons  considérer. 

Les  impressions  reçues  dans  l'enfance  se  conservent  jusque 
dans  l'extrême  vieillesse^  et  se  renouvellent  alors  même  que  des 
impressions  profondes-de  Tâge  mûr  sont  entièrement  efiacées.  Il 
semble  que  les  premières  impressions  gravées  profondément  dans 
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le  sensorium  n  attendent  pour  reparaître  que  raffaibliasement 
des  impressipna  subséquentes,  par  Tâge  ou  par  la  maladie,  4  peu> 
près  comme  les  astres  qu  effaçait  la  clarté  du  jour  se  montmnfc 
dans  la  nuit  ou  dans  les  éclipses  de  soieil.  i 

Les  traces  de  la  mémoire  acquièrent  de  l'intensité  parTefiet 
du  temps  et  à  notre  insu.  Les  choses  <  que  Ton  apprend  le  SQir 
se  gravent  dans  le  sensorium  pendant  le  sommeil,  et  se  retiennent 
facilement  par  ce  moyen.  J  ai  observé  plusieurs  fois  qu  en  cesaast; 
de  penser,  pendant  quelques  jours,  à  des  matières  très^omplt^, 
quées,  elles  me  devenaient  faciles  lorsque  je  les  considérais^  do: 
nouveau.  -  .«: 

Si  nous  revoyons  un  objet  qui  nous  avait  frappés  par  sa  gra»r 
deur,  longtemps  après  que  la  vue  fréquente  d'objets  du  même 
genre,  beaucoup  plus  grands,  a  diminué  l'impression  de  grandeut 
qu'ils  font  éprouver,  nous  sommes  surpris  de  le  trouver  fort  êw^ 
dessous  de  son  impression  conservée  dans  la  mémoire. 

Quelques  hommes  sont  doués  d'une  mémoire  prodigieuse^ 
L'exactitude  avec  laquelle  ils  répètent  de  longs  discours  qu  ils 
viennent  d'entendre  nous  étonne.  Mais,  lorsqu'on  réfléchit  à  tout 
ce  que  renferme  la  mémoire  de  la  plupart  des  hommes,  on  est 
bien  plus  étonné  que  tant  de  choses  y  soient  placées  sans  confus- 
sion.  Considérez  un  chanteur  sur  la  scène  :  sa  mémoire  lui  rap- 
pelle chaque  mot  de  son  rôle,  le  ton,  la  mesure  et  le  geste  qui 
doivent  Taccompagner.  Un  nouveau  rôle  succède-l-il  au  premier, 
cdui-ci  semble  comme  effacé  de  sa  mémoire,  qui  retrace  dans 
l'ordre  convenable  toutes  les  parties  du  second  rôle,  et  qui  rap- 
pellerait, de  la  même  manière,  les  divers  rôles  que  le  chanteur  a 
étudiés.  Ces  traces,  dont  le  nombre  est  immense,  ou  du  moins  les 
dispositions  poropres  à  les  faire  naître,  existent  à  la  fois  dans  son 
sensorium  sans  se  confondis,  et  l'acteur  peut  les  rappeler  à  6a 
volonté.  Je  dois  répéter  ici  que,  par  les  mots  trace,  image,  vibm^ 
tions,  etc.  je  n'entends  exprimer  que  des  phénomènes  du  sen- 
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sorium,  san»  rien  > affirmer  svri  leur  nature > et  sur  ieurs'  causes; 
ooiqme.  en  laéeaniqoiqi  mt  'a'eittpdinee cfoej^es  .effets  ^^par'k^tœots 

Les  opérations  du  seriMbî<iai»€A3kpiaK)ttVeiiiêiitS'qu^^  esé-» 
outer  deviennent «plni^  fiQiei)€S)€^C(^iiaiiïe'natupds*^ar  fréquentes 
répétiticms.  De  ce  >^rinqipct *^^hologiK|ue  déocmlent  nos  habi^ 
tudies.  En  se  combiïKaiiCaveè  lais^mp^thie  il  produit  lesi coutumes, 
les  mœurs'  el  leuts^^traxAgë^  vaidélée.  ill  >fait  qu  une  chose  généra- 
lement reçues  cbez  un- liettptev.^est-iïegardée  pair  un  autre  avec 
horreur.  Les  combats  derg^iatietnsi,  dont  ies  Romains  aimaient 
passionnément  le  spectacle,  et  les  sacrifices  humains  qui  souillent 
les  annales  des  nfatioi»Sv^OQ^^pMrf^^l!raient' horribles.  Quand  on 
considère  Fétat  déployable*  dès>GSNclav6Ss'  ; râhrilissemeot  des  '■  parias 
dans  rinde,  et  Fab»uixiité(jdBiktâbt  de>vcroyanees  contra  à  la 
raison  et  au  témoignagcfi4'e'itDtt^iiuiS)^enBvon  est  affligé  de  voir 
jusqu'à  qud  poîntrhitbîtwle^idei'jesdavageeties  préjugés  ont  dé* 
gradé -l-espèce  humaitta.  Oiw'h  ^-ju^r.:   .r  -.  ,  .  . .-,  .  ...< . 

Cette  disposition  uqud^laiifréquenee  des  répétitions  donne  au> 
sensorium  rend  trèstdîfiiciie/iy.dîstiiictLCnri  des  habitudes  acquises 
davec  les  penchants,  quiv  diiiis  Fàomme,  tiennent  à  son  organi- 
sation; car  il  est  natarel  de*  penser' que  Finstinet,  si  étendu  et  si 
puissant  chez  les  animâttx:,<iii^^st  pas  nul  dans  Tespèce  humaine^ 
et  que  rattachement  d'une  mrèrè  à  son  enfant  en  dérive.  La  double 
influence  de  Thabitude' et  ^i  la  sympathie  modifie  ces  pencètants, 
souvent  elle  les  fortifie  v  quelquefois  eUe  les  dénature  au  point  de 
leur  substitua  des  penchants  Contraires.  Quelques  observations 
faites  sur  Thommie  et  sur  les  animaux,  et  qu'il  est  très4ntéressant. 
de  continuer,  nousportent  h  soupçonner  que  les  modifications  du 
sensOTÎum  auxqudles  ^habitude  a  donné  une  grande  consistance: 
sont  transmises 'des>  pères  aux  enfants  par  voie  de  génération, 
comme  plusieurs  dispmi tiens  organiques. 

La  laciHté  qp^viDie^ereicctifi^équeiUidcttaejiVKiti  taUe 
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qu'ils  continuent  souvent  d'eux-mêmos  les  mouvements  que  la  vo- 
lonté leur  imprime.  Lorsqu  en  marcha nt  nous  sommes  fortement 
occupés  d'une  idée,  la  cause  qui  renouvelle  à  chaque  instant  notre 
mouvement  agit  sans  le  concours  de  notre  volonté,  et  sans  que 
nous  en  ayons  la  conscience.  On  a  vu  des  j^ei^onnes  surprises  en 
marchant,  par  le  sommeil,  continuer  leur  roule  et  ne  se  réveiller 
que  par  la  rencontre  dun  ohstacle.  11  paraît  qu'en  vertu  d'une 
disposition  que  la  volonté  de  marcher  donne  au  système  moteur, 
la  marche  continue,  à  peu  près  comme  le  mouvement  d'une 
montre  est  entretenu  par  le  développement  de  son  ressort  spiral. 
Un  dérangement  dans  l'économie  animale  peut  ])ro(luire  cette  dis- 
position. Alors  la  marche  est  involontaire,  et  je  tiens  d'un  méde- 
cin éclairé,  que  dans  une  maladie  de  ce  genre  (|u'il  avait  traitée, 
le  malade  ne  pouvait  s  arrêter  qu'en  se  tenant  à  un  point  fixe. 
Les  observations  des  maladies  peuvent  ainsi  répandre  un  grand 
jour  sur  la  psychologie,  quand  les  médecins  joignent  aux  con- 
naissances de  leur  art  et  des  sciences  accessoires,  l'esprit  d'exac- 
titude et  de  critique  que  donne  l'étude  des  mathématiques,  et  spé- 
cialement de  la  science  des  probabilités. 

D'après  ce  que  nous  avons  dit  sur  rinlluence  réciproque  des 
traces  du  sensorium,  on  conçoit  que  la  musique,  par  de  fré- 
quentes répétitions,  peut  communiquer  à  nos  mouvements  la 
régularité  de  sa  mesure.  C'est  ce  que  l'on  observe  dans  la  danse 
et  dans  divers  exercices  où  la  précision  des  mouvements  ainsi 
régularisés  nous  semble  extraordinaire.  Par  celle  régularité,  la 
musique  rend  généralement  plus  faciles  les  mouvements  que  plu- 
sieurs personnes  exécutent  à  la  fois. 

Ln  phénomène  psychologique  trés-remar([uable  est  la  grande 
influence  de  l'attention  sur  les  traces  du  sensorium.  Elle  en 
accroît  la  vivacité  en  même  temps  qu'elle  alfaiblit  les  impressions 
concomitantes.  Si  nous  regardons  fixement  un  objet,  pour  y  dé- 
mêler qudques  particularités,  l'attention  peut  nous  rendre  insen- 
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sibles  aux  impressions  qine  d  autres'  objets  fimt  en  même  tednps 
sur  la  rétine.  Par  dile^  les  images  des  choses  que  nous  voulans 
comparer  acquièrent  Tintensité  nécessaire  pour  que  leurs,  rap- 
ports occupent  seuls  notre  pensée;  ^e  réveille  les  traces  de  la 
mémoire  qui  peuvent  servir  à  cette  comparaison,  et  par  là  elle 
devient  le  plus  puissant  ressoirt  de  Tintelligence  humaine. 

L'attention  donnée  fréquemment  à  unequalilé particulière  des 
objets  finit  par  douer  les  orgues  d  une  exquise  sensibilité  qui 
fait  reconnaître  cette  qualité  loraqu  elle  devient  insensible  au 
commun  des  hommes. 

Ces  principes  expliquent  les  singuliers  effets  des  panoramas. 
Quand  les  règles  de  la  perspective  y  sont  bien  observées,  les  ob- 
jets se  peignent  sur  la  rétine  comme  s'ils  étaient  réels;  le  spec- 
tateur est  donc  alors  dans  Tétat  que  ferait  naître  la  réalité  des 
objets.  Mais  la  perspective  n'est  jamais  assez  exacte  pour  que  Ti* 
dentitésoit  parfaite.  D'aillenrsrles  impressions  étrangères,  quoique 
faibles,  se  mêlant  aux  sensations  principales  que  produit  la 
perspective,  nuisent  d'abord  à  l'iHusion.  L'attention  donnée  au 
panorama  les  efface;  mais  il  faut  pour  cela  un  temps  plus  ou 
moins  long  dépendant  des  dispositions  du  sensorium  et  de  la 
perfection  du  panorama.  Dans  tous  ceux  que  j'ai  vus,  un  inter- 
valle de  quelques  minutes  m'a  été  nécessaire  pour  acquérir  une 
illusion  complète. 

Le  principe  suivant  de  psychologie  explique  un  grand  nombre 
de  phénomènes  qui  ont  un  rapport  direct  avec  l'objet  de  cet  ou- 
vrage, ce  Si  l'on  exécute  fréquemment  les  actes  qui  découlent  d'une 
((modification  particulière  du  sensorium,  leur  réaction  sur  cet 
<i  oi^ne  peut ,  non  -  seulement  accroître  cette  modification ,  mais 
«  quelquefois  lui  donner  naissance.  »  Ainsi,  le  mouvement  de  la 
main  qui  tient  une  longue  chaîne  suspendue  se  propage  le  long 
de  la  chaîne  jusqu'à  son  extrémité  inférieure;  et  si»  la  chaîne  étant 
parvenue  au  repos,  on  met  en  mouvement  cette  extrémité,  la 
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TtbratîoacemontB'jiuqn'à  iamain  quelk  fait  mouvoir  à  son  tour. 
Ges-mouTemetttsrécippoiiaes  defienaent  (adies  par  la  fréquenoe 
def  leurs  répétitions.    >     •'.  u' • 

Les  'effets  de  ee  principe  sop  lavroyanee  aont  remarquables. 
La  croyance  ou  ladhésîeil'que  nous  donnons  A  une  proposition 
est  ordinairement  fondée  sur  Tévidenoe^  sur  le  témoignage  des 
sens,  ou  sur  des  probabilités  :  dans  ce  dernier  cas,  son  degré  de 
force  dépend  de  celui  de  la  probabilité,  qui  dépend  elle-même 
des  données  que  chaque  individu  peut  avoir  sur  lobjet  de  son 
jugement. 

Nous  agissons  souvent  en  vertu  de  notre  croyance  sans  avoir 
besoin  d'en  rappeler  les  preuves.  La  croyance  est  donc  une  mo- 
dification du  sensorium,  qui  subsiste  indépendamment  de  ces 
preuves  quelquefois  entièrement  oubliées,  et  qui  nous  détermine 
à  produire  les  actes  qui  en  sont  les  conséquences.  Suivant  le  prin- 
cipe que  nous  venons  d'eaipoeer,  une  répétition  fréquente  de  ces 
actes  peut  faire  naître  oett^  modification,  surtout  s  ils  sont  répé- 
tés à  la  fois  par  un  grand  nombre  de  personnes;  car  alors,  à 
la  force  de  leur  réaction,  se  joint  le  pouvoir  de  Timitation,  suite 
nécessaire  de  la  sympathie.  Quand  ces  actes  sont  un  devoir  que 
les  circonstances  nous  imposent,  la  tendance  de  Téconomie  ani- 
male à  prendre  Tétat  le  plus  favorable  à  notre  bien-être  nous  dis- 
pose encore  à  la  croyance  qui  les  fait  exécuter  avec  plaisir.  Peu 
d'hommes  résistent  à  faction  de  toutes  ces  causes. 

Pascal  a  bien  développé  ces  effets  dans  un  article  de  ses  Pen- 
sées, qui  a  ce  singulier  titre,  qu'il  est  difficile  de  démontrer  l'exis- 
tence de  Dieu  par  les  lumières  naturelles ,  mais  que  le  plus  sûr  est  de 
la  croire.  Il  s'exprime  ainsi  en  s'adressant  à  ui;i  incrédule  :  «  Vous 
<  voulez  aller  à  la  foi  et  vous  n  en  savez  pas  le  chemin;  vous  vou- 
«  lez  guérir  de  finfidélité  et  vous  en  demandez  le  remède.  Appre- 
«  nez-le  de  ceux  qui  ont  été  tels  que  vous,  et  qui  n'ont  présente- 
«ment  aucun  doute.  Us  savent  ce  chemin  que  vous  voudriez 
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«  suivre^  et  ils  -sont  guéiii'^iiiii  /imdicklntnrpus;  voidfisifguiirâf£  Sut- 
«  vez; la  manière  ^>itriiOÙ(dlaiontf)€ommexiut^olmitefiï»ilfiura^a^ 
«extérieures,  si  vous  ne  pouvez  encore  entFM>ida«[f'tieuw-*)dife^ 
•  positions iîntéanieured9t>qmttQ&  ee»  ¥aina«iaociiiuie»leQttaiiquiM:^ous 
«occupent  tout  entîeiTicJaurais J[)ieatôt (qmttè(ces;plaÂ9ir9|^dites- 
«  voua,,  si  j  avais  k  ((mu  Ël^miMt,  je  iiKMas  disiiqtievoiia^imriâz  bien- 
«  tôt  la  foi  si  vous  a¥ieii*<j[aittÀ:eeb  plaiBi!r&i.Oir^ieest)àivouaà  com- 
«mencer.Si  jepbuvfiiis,  jfttivouB.doniieFids  la  foi;  joivae  le  puis, 
«ni  par' conséquent i^rounreiT  laivériAédeuce  que  vQiu»>dttes;  mais 
«  vous  pouvez  bien  quitter  ces  plaisirs  et  éprouver  si  ce  que  je 
«vous  dis  est  vrai.  .;,.(.-        ^ 

«  Il  ne  faut  pas  se  méconnaître  :  aous  *  sommes  corps  autant 
«  qu  esprit;  et  de  là  yienfc  que»i*instrumettt  par  lequel  la  persua^ 
«aicm^  se  fait  n  est  pas .  la  aèule  dénuMustration.  Gombien  y  art^ii 
«peu  de  choses  démon trées^P  Les  prewresiioe  oonvaibqueikt  que 
« lesprit;  la  contumei&îdlnosipreuves  les  plus  fortes;  elle  ipdîpe 
«  les  sens,  qui  entratnent  ïeefacià  sans  q^i'on  y  pense.  Quirff'démon^^ 
<  tré  quil  fera  demainkjpuiffi  et  que  aoos  mourronaî  6tfi{Ufy  a-t^ 
«de  plus  universellement  cmP  Geat  donc  la  coutauDeviquiaQCus 
«  persuade;  c  est^e  qui  fait  tant  de  Turcs  et  de  païens;^  c^est^Ue 
«  qui  fait  les  métiers,  les  soldats,  etc.  Il  est  vrai  quil  ne' faut  pas 
«commencer  par  elle; pour  farouver  la  vérité*;  maisrtl  &wt  avoir 
«  recours  à  elle,  quand  une  fois  Tesprit  a  vu  où  est  la  vérité,  afin 
«  de  nous  abreuver  et  de  nous  teindre  de  cette  croyanjae<qiiflirnious 
a  échappe  k  toute  heure;  car  d'en  avoir  toujours  le»  tpreùve»  «pre- 
ssentes, c'est  trop  d*affanre.  Il  faut  acquérir  une  oroyanee  plus 
«facile,  qui  est  celle  de  l'habitude,  qui  sans  vîole9ice.^aAs  arti^ 
«  sans  argument,  nous  fait  cnnre  les  choses,  et  incline  ttbutesinos 
«puissances  à  cette  croyance,  en  sorte  que  notre /âiMiiy.\tombe 
w  naturellement.  Ce  nest  pas  asse^  de  ne  croire  queipari  la  force 

*  Pascal  perd  ici  de  viié  ce  qu*i!  vient  de  tecditimander  pôbr  îicqué!hi''4a  fèf,  saYoïr,  de 
commeacer par lee^ nctei MérieioBj    .  <>-»/   f     m.        '.•.ki>   l'H/a^    -       '. 
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«  de  la  conviclion ,  si  les  sens  nous  portent  à  croire  le  contraire. 
a  H  faut  donc  faire  marcher  nos  deux  pièces  ensemble;  Tesprit, 
«  par  les  raisons  qu'il  suiFit  davoir  vues  une  lois  en  sa  vie;  et  les 
«  sens,  par  la  coutume,  et  en  ne  leur  permettant  pas  de  sindiner 
ff  au  contraire.  » 

Le  moyen  que  Pascal  propose  pour  la  conversion  dun  incré- 
dule peut  être  employé  avec  succès  pour  détruire  un  préjugé 
reçu  dès  Tenfance  et  enraciné  par  T habitude.  Ces  sortes  de  pré^ 
jugés  naissent  souvent  delà  plus  faible  cause  dans  les  imaginations 
actives.  Qhi'une  personne  attachant  au  mot  gauche  une  idée- de 
malheur  fasse  journellement  de  la  main  droite  une  chose  que 
Ton  puisse  exécuter  indilléremment  de  Tune  ou  de  l'autre  mam; 
cette  habitude  peut  accroître  la  répugnance  à  se  servir  pour  cela  de 
la  main  gauche,  au  point  de  rendre  la  raison  impuissante  contre 
ce  préjugé.  Il  est  naturel  de  croire  qu'Auguste,  doué  d'une  raison 
supérieure  à  tant  d'égards,  s'est  reproché  quelquefois  sa  faiblesse 
de  n'oser  se  mettre  en  route  le  lendemain  d'un  jour  de  foire,  et 
qu'il  a  voulu  la  surmonter.  Mais  au  moment  d'entreprendre  lin 
voyage  dans  l'un  de  ces  jours  réputés  malheureux,  il  a  pu  se  dire 
que  le  plus  sûr  était  de  le  différer,  augmentant  ainsi  sa  répugnance 
par  l'habitude  dy  céder.  La  répétition  fréquente  dactes  rx)ntraires 
à  ces  préjugés  doit,  à  la  longue,  les  affaiblir  et  les  faire  entière- 
ment disparaître. 

L'attachement  que  l'on  porte  au\  personnes  qu'on  a  souvent 
obligées  découle  du  principe  que  nous  venons  de  développer.  La 
répétition  fréquente  d'actes  en  leur  Faveur  accroît  et  fait  même 
naître  quelquefois  le  sentiment  dont  ils  sont  la  suite  naturelle. 
Les  actes  que  le  goût  d'une  chose  nous  fait  exécuter  fréquem- 
ment augmentent  l'intensité  de  ce  goût,  et  le  transforment  sou- 
vent en  passion. 

On  voit ,  par  ce  qui  précède,  combien  notre  croyance  dépend 
de  nos  habitudes.  Accoutumés  à  juger  et  à  nous  conduire  d'après 
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un  certain  genre  de  probabilités^^  ;n<H)s  donnons  à  ces  probabiii-* 
tés  notre  assentiment  comme  »par  instinctr  et  elles  nous  détermi- 
nent avec  plus  de  force  epaej  des  probàbiiiDés  bien  supérieures, 
résultats  de  la  réfiedootiOuduiCialauL  XJne  chose  invraisemblable 
nous  laisse  souvent  dans  le  doute  :  nous  ne  balançons  point  à  la 
rejeter,  si  elle  est*  contrairei  à.  nos  probabilités  habituelles.  Pour 
diminuer  autant* qu'il  est  possîikle  cette  cause  d'illusion,  il  &ut 
appeler  Timagination  «et  les  sens  au.  secours  de  la  raison.  Que 
Ion  figure  par  des  lignes  les  'probabilités  respectives ,  on  sentira 
beaucoup  mieux  leur  différenceé'Une  ligne  qui  représenterait  la 
probabilité  du  témoignage  •  sur  l^qud  un  iiaiit  extraordinaire  est 
appuyé,  placée  à  côté  de  la>  ligae.  iqui  représenterait  Tinvraisem* 
blance  de  ce  fait,  rendrait  4iPàsrf»enûble;ia<  probabilité  de  Terreur 
du  témoignage;  commet.un^ltabieau  dtoS' lequel  les  hauteurs  des 
montagnes  sont  >  rapprochées  i  donne  uoe  idée  frappante  des  rap- 
ports de  ces  hauteurs.r  Ce  moiyjBn  peut  étrei  employé  dans  plusieurs 
cas  avec  succès.  Pour  iFenduerfaensibijef  rimmensité  de  funivers, 
que  Ton  représenrte  rparune  quaataté  presque  imperceptible,  par 
un  dixième  de  millimètre^  ia<plu5  grande  étendue  de  la  France 
en  longueur;  la  distance  du  soleil:  à  ■•  la  terre  sera  de  quatorze 
mètres;  celle  de  Tétoile  la  plus  proche  surpassera  un  million  et 
demi  de  mètres-,  cest-à-dîre  sept  ou  huit  fois  le  rayon  du  plus 
grand  horizon  que  l'œil  puisse  embrasser  du  point  le  plus  élevé. 
On  n  aura  encore  ^nsi  qu'une  trè&-faible  image  de  la  grandeur  de 
l'univers,  qui  s'étend  infînim^ent  au  delà  des  plus  brillantes  étoiles, 
comme  le  prouve  ce  nombre  prodigieux  d'étoiles  placées  les  unes 
au  delà  des  autres  et  se  dérobant  à' la  vue  dans  la  profondeur  des 
cieux.  Mais  toute  faible  quelle  eât,  cette  image  suffit  poxir  nous 
faire  sentir  Tabsurdité  des  idées  dé  prééminence  de  Thomme  sur 
toute  la  nature,  idées  dont  on  a  tiré  de  si  étranges  conséquences. 
Nous  étabiiron»enân,  comme  pdncipç  deipsychoiogie,  l'exagé- 
ration dfis cpn9babiU(^.par^le»>pâRsskaiSiiLa>ehosei[qiiei'an  craint 
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ou  que  Tou  désire  vivement  nous  semble,  par  cela  même,  plus 
probable.  Son  image  fortement  retracée  dans  le  sensorium  affaiblit 
l'impression  des  probabilités  contraires,  et  quelquefois  les  effince 
au  point  de  faire  croire  la  chose  arrivée.  La  réflexion  et  le  temps  « 
en  diminuant  la  vivacité  de  ces  sentiments,  rendent  à  Tesprit  le 
calme  nécessaire  pour  bien  apprécier  la  probabilité  des  choses. 

Les  vibrations  du  sensorium  doivent  être,  comme  tous  les  mou* 
vements,  assujetties  aux  lois  delà  dynamique,  et  cela  est  confirmé 
par  Texpérience.  Les  mouvements  qu  elles  impriment  au  système 
musculaire,  et  que  ce  système  communique  aux  corps  étrangers, 
sont,  comme  dans  le  développement  des  ressorts,  tels,  que  le  centre 
commun  de  gravité  de  notre  corps  et  de  ceux  qu  ri  fait  mouvoir 
reste  immobile.  Ces  vibrations  se  superposent  les  unes  aux  autres, 
comme  on  voit  les  ondulations  des  fluides  se  mêler  sans  se  con- 
fondre. Elles  se  communiquent  aux  individus,  comme  les  vibra- 
tions d'un  corps  sonore  aux  corps  qui  l'environnent.  Les  idées 
complexes  se  forment  de  leurs  idées  simples,  comme  le  flux  de  la 
mer  se  forme  des  flux  partiels  que  produisent  le  soleil  et  la  lune. 
L'hésitation  entre  des  motifs  opposés  est  un  équilibre  de  forces 
égales.  Les  changements  brusques  que  Ion  produit  dans  le  senso- 
rium éprouvent  la  résistance  qu  un  système  matériel  oppose  à  des 
changements  semblables;  et  si  Ton  veut  éviter  les  secousses  et  ne 
pas  perdre  de  force  vive,  il  faut  agir,  comme  dans  ce  système, 
par  nuances  insensibles.  Une  attention  forte  et  continue  épuise 
le  sensorium,  comme  une  longue  suite  de  commotions  épuise 
une  pile  voltaïque,  ou  l'organe  électrique  des  poissons.  Presque 
toutes  les  comparaisons  que  nous  tirons  des  objets  matériels, 
pour  rendre  sensibles  les  choses  intellectuelles,  sont,  au  fond,  des 
identités. 

Je  désire  que  les  considérations  précédentes,  tout  imparfaites 
quelles  sont,  puissent  attirer  l'attention  des  observateurs  philo- 
sophes sur  les  lois  du  sensorium  ou  du  monde  intellectuel,  lois 
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quil  nous  importa  jutant  d'approfondi*  que  celles  du  monde 
physique.  On  a  imagioé^des  hypothèse*  â  peu  près  seml>}ab)es 
pour  expliquer  les  plféooQiènesiâe  ces dMîinoïides; mais  les  fon- 
dements de  ces  faypotkèbes  écha^pà^ni  à  4c)Us  nos  moyens  d'obser- 
vation et  de  calGui,>DQ^.ipeiilf'i«kur  égard V  dire  avec  Montaigne, 
que  l'ignorance  et  l'mMkiosifééont^deusûi/^peithrt  bien  doux  pour  reposer 
une  tête  bien  faite.    ;   >  .ur  uv.^^i  ;•  . 
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Des  diveFà*  int^i^^^T^j^rbèftW^dë  là  certitude. 

.  L'induction,  lanalogiet  dés  iiypothéises'  fondées  sur  les  faits  et 
rectifiées  sans  cesse  pa^  de:  n6av«]fies  obâev^atîons ,  un  tact  heureux 
donné  par  la  nature  et  £wfifi^ipar  des  dcMnparaisons  nombi^uses 
dei  ses  indications  avec  r^gopcrïe&cie  .^teki^ntied  principaux  moyens 
de  parvenir  à.la  véritéiiwi/iJini  /au    «.i/ufj'aifMu 

Si  Ton  considérée  AY^c  at|entîan>laiji^rie  des  objets  de  même 
nature,  on  aperçoit  0»4rpieuxv«fci dans»  leiuirs  changements  ^  des 
rapports  qui  se  manifestexrï)  .de[ph|s  eb'plo^  à  mesure  que  la  série 
se  prolonge,  et  qui,i^eiis^ét»adafn(t> et  déminéralisant  sans  cesse, 
conduisent  enfin  au. prixHâpe;doiKt  ils  dérivent.  Mais  souvent  ces 
rapports  sont  envefoppéâ.de  tant  de;circonfitances  étrangères,  qu'il 
faut  une  grande  sagacité  pour  ks  démêler  et  pour  remonter  à  ce 
principe  :  c'est  en  cela  que  consisteie  véritable  génie  des  sciences. 
L'analyse  et  la  philosophie  naturelle  doivent  leurs  plus  importantes 
découvertes  à  ce  moyen  fétxmd  que  Ton  nomme  induction  :  Newton 
lui  a  été  redevable  de  son  théorème  du  binôme,  et  du  principe 
de  la  gravitation  universelle.  Il  est  difficile  d'apprécier  la  proba- 
bilité des  résultats  de  l'induction  qui  se  fonde  sur  ce  que  les  rap- 
ports les  plus  simples  sont  les  plus  communs  :  c'est  ce  qui  se  vérifie 
dans  les  formulas  de  l'analyse^  et  ce  que  l'on  rebrouve- dans  les  phé- 
nomènes naturels^  dai^Ja  cristailisation^  et  dafnsieç  cconbinaisons 
chimiques.  Cette  sôs^citède  Dappaiitar^^aiBtUâ.pomt  étonnante , 
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si  l'on  considère  que  tous  les  effets  de  la  nature  ne  sont  que  les 
résultats  mathématiques  d'un  petit  nombre  de  lois  immuables. 

Cependant  Tinduction,  en  faisant  découvrir  les  principes  gé- 
néraux des  sciences  )  ne  suffit  pas  pour  les  établir  en  rigueur.  Il 
faut  toujours  les  confirmer  par  des  démonstrations  ou  par  des 
expériences  décisives ,  car  l'histoire  des  sciences  nous  montre  que 
l'induction  a  quelquefois  conduit  à  des  résultats  inexacts.  Je  citerai 
pour  exemple  un  théorème  de  Fermât  sur  les  nombres  premiers: 
ce   grand   géomètre,  qui   avait   profondément   médité  sur  leur 
théorie,  cherchait  une  formule  qui,  ne  renfermant  que  des  nombres 
premiers,  donnât  directement  un   nombre  premier  plus  grand 
qu'aucun  nombre  assignable.  L'induction  le  conduisit  à  penser 
que  deux,  élevé  à  une  puissance  qui  était  elle-même  une  puissance 
de  deux,  formait,  avec  f unité,  un  nombre  premier.  Ainsi  deux 
élevé  au  carré,  plus  un,  forme  le  nombre  premier  cinq  :  deux 
élevé  à  la  seconde  puissance  de  deux,  ou  seize,  forme,  avec  un, 
le  nombre  premier  dix-sept.  Il  trouva  que  cela  était  encore  vrai 
pour  la  huitième  et  la  seizième  puissance  de  deux,  augmentées 
de  l'unité  ;  et  cette  induction ,  appuyée  de  plusieurs  considérations 
arithmétiques,  lui  fit  regarder  ce  résultat  comme  général.  Cepen- 
dant il  avoue  qu'il  ne  l'avait  pas  démontré.  En  effet,  Euler  a  re- 
connu que  cela  cesse  d'avoir  lieu  pour  la  trente-deuxième  puis- 
sance de  deux,  qui,  augmentée  do  limité,  donne  /1294967297, 
nombre  divisible  par  64 1. 

Nous  jugeons  par  induction  que,  si  des  événements  divers,  des 
mouvements,  par  exemple,  paraissent  constamment  et  depuis 
longtemps  liés  par  un  rapport  simple,  ils  conliiiueront  sans  cesse 
d'y  être  assujettis;  et  nous  en  concluons,  par  la  théorie  des  pro- 
babilités, que  ce  rapport  est  dii,  non  au  hasard,  mais  à  une  cause 
régulière.  Ainsi  l'égalité  des  mouvements  de  rotation  et  de  révo- 
lution de  la  lune,  celle  des  mouvements  des  nœuds  de  l'orbite  et 
de  l'équateur  lunaires,  et  la  coïncident  de  ces  nœuds;  le  rapport 
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singulier  des  mouvements  des  trois  premiers  satellites  de  Jupiter^ 
suivant  lequel  la  longitude  moyenne  du  premier  satellite,  moins 
trois  fois  celle  du  second,  plus  deux  fois  celle  du  troisième,  est 
égale  à  deux  angles  droits;  l'égalité  de  l'intervalle  des  marées,  à 
celui  des  passages  de  la  lune  au  méridien;  le  retour  des  plus 
grandes  marées  avec  les  syzygies,  et  des  plus  petites  avec  les  qua- 
dratures; toutes  ces  choses,  qui  se  maintiennent  depuis  qu'on  les 
observe,  indiquent,  avec  une  vraisemblance  extrême,  l'existence 
de  causes  constantes  que  les  géomètres  sont  heureusement  par- 
venus à  rattacher  à  la  loi  de  la  pesanteur  universelle,  et  dont  la 
connaissance  rend  certaine  la  perpétuité  de  ces  rapports. 

Le  chancelier  Bacon ,  promoteur  si  éloquent  de  la  vraie  méthode 
philosophique,  a  fait  de  l'induction  un  abus  bien  étrange  pour 
prouver  l'immobilité  de  la  terre.  Voici  comme  il  résonne  dans  le 
Noviim  orgarmm,  son  plus  bel  ouvrage.  Le  mouvement  des  astres, 
d'orient  en  occident,  est  d'autant  plus  prompt  qu'ils  sont  plus 
éloignés  de  la  terre.  Ce  mouvement  est  le  plus  rapide  pour  les 
étoiles;  il  se  ralentit  un  peu  pour  Saturne,  un  peu  plus  pour  Ju- 
piter, et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  lune  et  aux  comètes  les  moins 
élevées.  Il  est  encore  perceptible  dans  l'atmosphère,  surtout  entre 
les  tropiques,  à  cause  des  grands  cercles  que  les  molécules  de 
l'air  y  décrivent;  enfin,  il  est  presque  insensible  pour  l'Océan; 
il  est  donc  nul  pour  la  terre.  Mais  cette  induction  prouve  seule- 
ment que  Saturne  et  les  astres  qui  lui  sont  inférieurs  ont  des 
mouvements  propres ,  contraires  au  mouvement  réel  ou  apparent 
qui  emporte  toute  la  sphère  céleste  d'orient  en  occident,  et  que 
ces  mouvements  paraissent  plus  lents  pour  les  astres  plus  éloi- 
gnés ,  ce  qui  est  conforme  aux  lois  de  l'optique.  Bacon  aurait 
dû  être  frappé  de  l'inconcevable  vitesse  qu'il  faut  supposer  aux 
astres,  pour  accomplir  leur  révolution  diurne,  si  la  terre  est  im- 
mobile, et  de  l'extrême  simplicité  avec  laquelle  sa  rotation  explique 
comment  des  corps  aussi  distants  les  uns  des  autres  que  les 
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étoiles,  le  soleil,  les  planètes  et  la  lune,  semblent  tous  assujettis 
à  cette  révolution.  Quant  à  l'Océan  et  à  ralmosphère,  il  ne  devait 
point  assimiler  leur  mouvement  à  celui  dos  astres,  qui  sont  déta- 
chés de  la  terre,  au  lieu  que  Tair  et  la  mer  faisant  partie  du  globe 
terrestre,  ils  doivent  participer  à  son  mouvement  ou  à  son  repos. 
11  est  singulier  que  Bacon,  porté  aux  grandes  vues  par  son  génie, 
n'ait  pas  été  entraîné  par  l'idée  majestueuse  que  le  système  de 
Copernic  oflre  de  Tunivers.  H  pouvait  cependant  trouver,  en  fa- 
veur de  ce  système,  de  fortes  analogies,  dans  les  découvertes  de 
Galilée,  qui  lui  étaient  connues.  Il  a  donné,  pour  la  recherche  de 
la  vérité,  le  précepte  et  non  l'exemple.  Mais,  en  insistant  avec  toute 
la  force  de  la  raison  et  de  l'éloquonce  sur  la  nécessité  d'abandon- 
ner les  subtilités  insignifiantes  de  l'école,  pour  se  livrer  aux  ob- 
servations et  aux  expériences,  et,  en  indiquant  la  vraie  méthode 
de  s'élever  aux  causes  générales  des  phénomènes,  ce  grand  phi- 
losophe a  contribué  aux  progrès  immenses  que  l'esprit  humain  a 
faits  dans  le  beau  siècle  où  il  a  terminé  sa  carrière. 

L'analogie  est  fondée  sur  la  probabilité  que  les  choses  sem- 
blables ont  des  causes  du  même  genre  et  produisent  les  mêmes 
effets.  Plus  la  similitude  est  parfaite,  plus  cette  probabilité  aug- 
mente. Ainsi  nous  jugeons,  sans  aucun  doute,  que  des  êtres  pour^ 
vus  des  mêmes  organes,  exécutant  les  mêmes  choses,  éprouvent 
les  mêmes  sensations  et  sont  mus  par  les  mêmes  désirs.  La  pro- 
babilité que  les  animaux  qui  se  rapprochent  de  nous  par  leurs 
organes  ont  des  sensations  analogues  aux  nôtres,  quoique  un  peu 
inférieure  à  celle  qui  est  relative*  aux  individus  de  notre  espèce, 
est  encore  excessivement  grande,  et  il  a  fallu  toute  l'influence  des 
préjugés  religieux  pour  faire  penser  à  quelques  pliilosophes,  que 
les  animaux  sont  de  purs  automates.  La  probabilité  de  l'existence 
du  sentiment  décroît  à  mesure  que  la  similitude  des  organes 
avec  les  nôtres  diminue;  mais  elle  est  toujours  très-forte,  môme 
pour  les  insectes.  En  voyant  ceux  d'une  même  espèce  exécuter 


INTRODUCTION^  clvii 

des  choses  fort  compliquées^  exactement  de  la  même  maaière,  de 
générations  en  générations  et  sans  les  avoû?  apprises  ^  on  est  porté 
à  croire  qu  ils  agissent  par  une  sorte  d'aiBnité  analogue  à  celle 
qui  rapproche  les  molécules  des  cristaux^  mais  qui,  se  mêlant  au 
sentiment  attaché  à  toute  organisation  animale,  produit,  avec  la 
régularité  des  combinaisons  chimiques,  des  combinaisons  beau- 
coup plus  singulières  :  on  pourrait  peut-être  nommer  affinité  ani- 
male, ce  mélange  des  affinités  électives  et  du  sentiment*  Quoiqu'il 
existe  beaucoup  d'analogie  entre  l'organisation  des  plantes  et  celle 
des  animaux,  elle  ne  me  paraît  pas  cependant  suffisante  pour 
étendre  aux  végétaux  la  faculté  de  sentir;  mais  rien  n  autorise  à 
la  leur  refuser. 

Le  soleil  faisant  éclore  par  l'action  bienfaisante  de  sa  lumière 
et  de  sa  chaleur  les  animaux  et  les  plantes  qui  couvrent  la  terre, 
nous  jugeons,  par  l'analogie,  quil  produit  des  effets  semblables 
sur  les  autres  planètes  ;  car  il  n'est  pas  naturel  de  penser  que  la 
matière,  dont  nous  voyons  l'activité  se  développer  en  tant  de  fa- 
çons, soit  stérile  sur  une  aussi  grosse  planète  que  Jupiter,  qui, 
comme  le  globe  terrestre,  a  ses  jours,  ses  nuits  et  ses  années,  et 
sur  lequel  les  observations  indiquent  des  changements  qui  sup- 
posent des  forces  très-actives.  Cependant,  ce  serait  donner  ti'op 
d'extension  à  l'analogie  que  d'en  conclure  la  similitude  des  habi- 
tants des  planètes  et  de  la  terre.  L'homme,  fait  pour  la  tempéra- 
ture dont  il  jouit  et  pour  l'élément  qu'il  respire,  ne  pourrait  pas, 
selon  toute  apparence,  vivre  sur  les  autres  planètes.  Mais  ne  doit- 
il  pas  y  avoir  une  infinité  d'organisations  relatives  aux  diverses 
conditions  des  globes  de  cet  univers?  Si  la  seule  différence  des 
éléments  et  des  climats  met  tant  de  variété  dans  les  productions 
terrestres,  combien  plus  doivent  différer  celles  des  diverses  pla- 
nètes et  de  leurs  satellites.  L'imagination  la  plus  active  ne  peut 
s'en  former  aucune  idée  ;  mais  leur  existence  est  très-vraisem- 
blable. 
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Nous  sommes  conduits,  par  une  forte  analogie,  A  regarder  les 
étoiles  comme  autant  de  soleils  doués,  ainsi  que  le  nôtre,  d'un 
pouvoir  attractif  proportionnel  à  la  masse  et  réciproque  an  carré 
des  distances.  Car  ce  pouvoir,  étant  démontré  pour  tous  les  corps 
du  systômo  solaire  et  pour  leurs  plus  petites  molécules,  il  paraît 
appartenir  à  toute  la  matière.  Déjà  les  mouvements  des  petites 
étoiles  que  Ton  a  nommées  doubles  à  cause  de  leur  rapproche- 
ment paraissent  l'indiquer  :  un  siècle  au  plus  d'observations 
précises,  en  constatant  leurs  mouvements  de  révolution  les  unes 
autour  des  autres,  mettra  hors  de  doute  leurs  attractions  réci- 
proques. 

l/analogie  qui  nous  porte  à  faire  de  chaque  étoile  le  centre 
d'un  système  planétaire  est  beaucoup  moins  forte  que  la  précé- 
dente, mais  elle  acquiert  de  la  vraisemblaiice  par  Thypothèse 
que  nous  avons  proposée  sur  la  formation  des  étoiles  et  du  soleil; 
car,  dans  cette  hypothèse,  chaque  étoile  ayant  été,  comme  le  so- 
leil ,  primitivement  environnée  d'une  vaste  atmosphère,  il  est  na- 
turel d'attribuer  à  celte  atmosphère  les  mêmes  effets  qu'à  l'atmos- 
phère solaire,  et  de  supposer  qu'elle  a  produit,  en  se  condensant, 
des  planètes  et  des  satellites. 

In  grand  nombje  de  découvertes  dans  les  sciences  sont  dues 
à  l'analogie.  Je  citerai,  comme  une  des  plus  remarquables,  la 
découverte  de  rélectricilé  atmosphérique ,  à  laquelle  on  a  été 
conduit  par  l'analogie  des  phénomènes  électriques  avec  les  effets 
du  tonnerre. 

La  méthode  la  plus  sûre  qui  puisse  nous  guider  dans  la  re- 
cherche de  la  vérité  consiste  à  s'élever  par  induction,  des  phéno- 
mènes aux  lois,  et  des  lois  aux  forces.  Les  lois  sont  les  rapports 
qui  lient  entre  eux  les  phénomènes  particuliers  :  quand  elles  ont 
fait  connaître  le  principe  général  des  forces  dont  elles  dérivent, 
on  le  vérifie  soit  par  des  expériences  directes,  lorsque  cela  est 
possible,  soit  en  examinant  s'il  satisfait  aux  phénomènes  connus; 
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et  si,  par  une  rigoureuse  analyse,  on  les  voit  tous  découler  de  ce 
principe  jusque  dans  leurs  moindres  détails;  si  d'ailleurs  ils  sont 
très- variés  et  très  nombreux,  la  science  alors  acquiert  le  plus 
haut  degré  de  certitude  et  de  perfection  qu  eJle  puisse  atteindre. 
Telle  est  devenue  l'astronomie,  par  la  découverte  de  la  pesanteur 
universelle.  L'histoire  des  sciences  fait  voir  que  cette  marche 
lente  et  pénible  de  l'induction  n'a  pas  toujours  été  celle  des  inven- 
teurs. L'imagination ,  impatiente  de  remonter  aux  causes ,  se  plaît 
à  créer  des  hypothèses;  et  souvent,  elle  dénature  les  faits,  pour 
les  plier  à  son  ouvrage  :  alors  les  hypothèses  sont  dangereuses. 
Mais  quand  on  ne  les  envisage  que  comme  des  moyens  de  lier 
enti'e  eux  les  phénomènes  pour  en  découvrir  les  lois ,  lorsqu  en 
évitant  de  leur  attribuer  de  la  réalité,  on  les  rectifie  sans  cesse  par 
de  nouvelles  observations ,  elles  peuvent  conduire  aux  véritables 
causes,  ou  du  moins  nous  mettre  à  portée  de  conclure  des  phé- 
nomènes observés,  ceux  que  des  circonstances  données  doivent 
faire  éclore. 

Si  l'on  essayait  toutes  les  hypothèses  que  l'on  peut  former  sur 
la  cause  des  phénomènes,  on  paiTiendrait ,  par  voie  d'exclusion, 
à  la  véritable.  Ce  moyen  a  été  employé  avec  succès  :  quelquefois 
on  est  arrivé  à  plusieurs  hypothèses  qui  expliquaient  également 
bien  tous  les  faits  connus,  et  entre  lesquelles  les  savants  se  sont 
partagés,  jusqu'à  ce  que  des  obsei-vations  décisives  aient  fait  con- 
naître la  véritable.  Alors  il  est  intéressant  pour  l'histoire  de  l'esprit 
humain  de  revenir  sur  ces  hypothèses ,  de  voir  comment  elles 
parvenaient  à  expliquer  un  grand  nombre  de  faits,  et  de  re- 
chercher les  changements  qu'elles  doivent  subir  pour  rentrer  dans 
celle  de  la  nature.  Cest  ainsi  que  le  système  de  Ptolémée ,  qui  n'est 
que  la  réalisation  des  apparences  célestes,  se  transforme  dans  l'hy- 
pothèse  du  mouvement  des  planètes  autour  du  soleil,  en  y  ren- 
dant égaux  et  parallèles  à  Torbe  solaire  les  cercles  et  les  épicycles 
que  Ptolémée  Xait  décrire  annuellement  et  dont  il  laisse  la  gran- 
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deiir  indétei  iiiiuée.  Il  suiïil  ensuite,  pour  changer  celle  hypothèse 
dans  le  vrai  systùnie  du  monde,  de  transporter  en  sens  contraire, 
à  la  terre,  le  mouvemeut  appareut  du  soleil. 

Il  est  presque  toujours  impossible  de  soumettre  au  calcul  la 
probabililé  des  résultats  obtenus  j^ai-  ces  divers  moyens  :  cest  ce 
qui  a  lieu  pareillement  pour  les  faits  liistoriques.  Mais  Tensemble 
des  pliénomcnes  expliqués  ou  des  témoignages  est  quelquefois 
tel,  que,  sans  pouvoir  en  apprécier  la  probabililé,  on  ne  peut  rai- 
sonnablement se  permettre  aucun  doute  à  leur  égard.  Dans  les 
autres  cas,  il  est  prudent  de  ne  les  admettre  ([u avec  beaucoup  4e 
résene. 

Notice  liistorique  sur  le  calcul  des  prokibilités. 

Depuis  longtemps  ou  a  déterminé  dans  les  jeux  les  plus  simples. 
les  rapports  des  chances  favorables  ou  contraires  aux  joueurs  :  les 
enjeux  et  les  paris  étaient  réglés  d'après  ces  rapports.  Mais  personne 
avant  Pascal  et  Fermât  n'avait  donné  des  principes  et  des  métliodes 
pour  soumettre  cet  objet  au  calcul,  et  n'avait  résolu  des  questions 
de  ce  genre  un  peu  compliquées.  C'est  donc  à  ces  deux  grands 
géomètres  qu'il  faut  rapporter  les  premiers  éléments  de  la  science 
des  probabilités,  dont  la  découverte  peut  être  mise  au  rang  des 
choses  remarquables  qui  ont  illustré  le  xviT  siècle,  celui  de  tous 
qui  faille  plus  d'honneur  à  fesprit  humain.  Le  principal  problème 
qu'ils  résolurent  par  des  voies  diflérenles  consiste,  comme  on  Ta 
vu  précédemment,  à  partager  équitablement  fenjeu  entre  des 
joueurs  dont  les  adresses  sont  égales,  et  qui  conviennent  de  quitter 
une  partie  avant  qu  elle  finisse  ;  la  condition  du  jeu  étant  que  pour 
gagner  la  partie  il  faut  atteindre  le  premier  un  nombre  donné 
de  points.  11  est  clair  que  le  partage  doit  se  faire  proportionnel- 
lement aux  probabilités  respectives  des  joueurs  de  gagner  cette 
partie,  probabilités  dépendantes  des  nombres  de  points  qui  leur 
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manquent  encore.  La  méthode  de  Pasicai  est  fort  ingénieuse  et 
n'est  au  fond  que  Téquation  aux  dififêrénées  p&rtielles  de  ce  pro- 
blème, appliquée  à  déterminer  !es:  prdlÀAfilités  successives  des 
joueurs,  en  allant  des  nomb'iieé  lest jdus  Jjétits  àui' suivants.  Cette 
méthode  est  limitée ^àù  éas  de  deux  jotiéUM  :  celle  de  Fermât, 
fondée  sur  les  combinàiis(ôn^,  s'éftènd  à  ùû'  nombre  quelconque  de 
joueuns.  Pascal  crut  d'abort!  qu'elle  devait  être,  comme  la  sienne, 
restreinte  aux  deux  joufeura;  te  qui  établit  entre  eux  une  discus- 
sion à  la  fin  de  laquelle  Piascal  reconnût  là  généralité  de  la  mé- 
thode de  Fermât.    : 

Huyghens  réunit  les  divers  problèmes  que  Ion  avait  déjà  résolus 
et  en  ajouta  de  nouveaux,  dans  un  petit  traité,  le  premier  qui 
ait  paru  sur  cette  matière,  et  qui  a  pour  titre,  De  Ratiociniis  in 
ludo  aleœ.  Plusieurs  géomètres  s'en  occupèrent  ensuite  :  Huddes  et 
le  grand  pensionnaire  Witlen  Hollande ^  et  Halley  en  Angleterre» 
appliquèrent  le  calcul  aux  probabilités  de  la  vie  humaine,  et 
Halley  publia  pour  cet  objet  là 'première  table  de  mortalité.  Vers 
ce  même  temps,  Jacques' BernouUî  preposa  aux  géomètres  divers 
problèmes  de  probabilité  dont  il  donna  depuis  des  solutions. 
Enfin,  il  composa  son  bel  ouvrage  intitulé,  Ars  conjectandi,  qui  ne 
parut  que  sept  ans  après  sa  mort,  arrivée  en  1 706.  La  science  des 
probabilités  est  beaucoup  plus  approfondie  dans  cet  ouvrage  que 
dans  celui  d'Huyghens  :  l'auteur  y  donne  une  théorie  générale  des 
combinaisons  et  des  suites,  et  l'applique  à  plusieurs  questions 
difficiles  concernant  les  hasards.  Cet  ouvrage  est  encore  remar- 
quable par  la  justesse  et  la  finesse  des  vues,  par  l'emploi  de  la 
formule  du  binôme  dans  ce  genre  de  questions,  et  par  la  démons* 
tration  de  ce  théorème,  savoir,  qu  en  multipliant  indéfiniment  les 
observations  et  les  eitfiériences,  le  rapport  des  événements  de 
diverses  natures  approche  de  celui  de  leurs  possibilités  respec- 
tives, dans  des  limites' dont  TinterValle  se  resserre  de  plus  en  plus, 
à  mesure  quiU  W  lÀtdltiplietft,  et  devient  moindre  qu'aucune 
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quantité  assignable*  Ce  théorème  est  très-utile  pour  reconnaître, 
par  les  observations,  les  lois  et  les  causes  des  phénomènes.  Ber- 
noulli  attachait  avec  raison  une  grande  importance  à  sa  démons- 
tration, quil  dit  avoir  méditée  pendant  vingt  années. 

Dans  l'intervalle  delà  mort  de  Jacques  BemouUi  à  la  publica- 
tion de  son  ouvrage,  Montmort  et  Moivre  firent  paraître  deux 
traités  sur  le  calcul  des  probabilités.  Celui  de  Montmort  a  pour 
titre,  Essai  sur  les  jeux  de  hasard;  il  contient  de  nombreuses  appli- 
cations de  ce  calcul  aux  divers  jeux.  L'auteur  y  a  joint  dans  la 
seconde  édition  quelques  lettres  dans  lesquelles  Nicolas  BemouUi 
donne  des  solutions  ingénieuses  de  plusieurs  problèmes  difficiles. 
Le  traité  de  Moivre,  postérieur  à  celui  de  Montmort,  parut  d'abord 
dans  les  Transactions  philosophiques  de  Tannée  1711.  Ensuite 
l'auteur  le  publia  séparément,  et  il  l'a  perfectionné  successivement 
dans  les  trois  éditions  qu'il  en  a  données.  Cet  ouvrage  est  prin^ 
cipalement  fondé  sur  la  formule  du  binôme,  et  les  problèmes  qu'il 
contient  ont,  ainsi  que  leurs  solutions,  une  grande  généralité. 
Mais  ce  qui  le  distingue  est  la  théorie  des  suites  récurrentes  et 
leur  usage  dans  ces  matières.  Cette  théorie  est  l'intégration  des 
équations  linéaires  aux  différences  finies  à  coefficients  constants, 
intégration  à  laquelle  Moivre  parvient  d'une  manière  très-heu- 
reuse. 

Moivre  a  repiîs  dans  son  ouvrage  le  théorème  de  Jacques  Ber- 
noulli  sur  la  probabilité  des  résultats  déterminés  par  un  gr^nd 
nombre  d'observations.  Il  ne  se  contente  pas  de  faire  voir,  comme 
BemouUi ,  que  le  rapport  des  événements  qui  doivent  arriver  ap- 
proche sans  cesse  de  celui  de  leurs  possibilités  respectives;  il  donne 
de  plus  une  expression  élégante  et  simple  de  la  probabilité  que  la 
différence  de  ces  deux  rapports  est  contenue  dans  des  limites 
données.  Pour  cela,  il  détermine  le  rapport  du  plus  grand  terme 
du  développement  d'une  puissance  très-élevée  du  binôme  à  la 
somme  de  tous  ses  termes;  et  le  logarithme  hyperbolique  de  l'excès 
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de  ce  terme  sur  les  termes  qui'  en  sont  très^voisins.  Le  plus  grand 
terme  étant  alors  le  produit  d'un  nombre  considérable  de  facteurs, 
son  calcul  numériquie  devient  impratkaMe.*  Pour  lobtenir  par 
une  approximation  convei^nte^^^  MoiVre  fait  «Kfage  d'un  théorème 
de  Stiriing  sur  le  terme  qio^n  du  binotme  élevé  à  une  haute 
puissance,  théorème  remarquableîsortoul/en  ce-qu'il  introduit  la 
racine  carrée  du  rapport  de  la^oirconCârenoe  au :>rayon,  dans  une 
expression  qui  semble  devoir  être  étrangère  à  cette  transcendante. 
Aussi  Moiyre  fut-il  extrêmement  ifrappé  de  ^ee  résultat,  que  Stiriing 
avait  déduit  de  Texpression  de làcirconférenoeen  produits  infinis, 
expression  à  laquelle  Wallis  était  parvenu  pair  ixne  singulière  ana- 
lyse, qui  contient  le  germe  de  la  théorie^  si  curieuse  et  si  utile  des 
intégrales  définies.  t    •        : 

Plusieurs  savants,  pamri  lesquels  on  doit  distinguer  Déparcieux, 
Kersseboom,  Wargentin,  Dupré  de  Saint-Maur j  Simpson,  Suss- 
milch,  Messène,  Moheaii,  Pricev  BafAy  et  Duvillardv  ont  réuni mi 
grand  nombre  de  données^  précieuses  sur  la  population^  les  nais- 
sances, les  mariages  et  k  mortalité;  Ils  ont  donné  des  formules  et 
des  tables  relatives  aux  rentes  viagères,  aux  tontines,  «uxiassu^ 
rances,  etc.  Mais  dans  cette  courte  notice,  je  ne  puis  qu'indiquer 
ces  travaux  utiles  pour  m'attacher  aux  idées  originales.  De  ce 
nombre  est  la  distinction  des  espérances  mathématique  et  mo- 
rale, et  le  principe  ingénieux  que  Daniel  BemouUi  a  donné  pour 
soumettre  celle-ci  à  l'analyse.  Telle  est  encore  l'application  heu- 
reuse qu'il  a  faite  du  calcul  des  probabilités  à  l'inoculation.  On 
doit  surtout  placer  au  nombre  de  ces  idées  originales  la  considé- 
ration directe  des  possibilités  des  événements  tirées  des  événements 
observés.  Jacques  BemoitUi  et  Moivre  supposaient  ces  possibilités 
connues,  et  ils  cherchaient  la  probabilité  que  le  résultat  des  expé- 
riences à  faire  approchera  de  plus  en  plus  de  les 'représenter. 
Bayes,  dans  les  Transactions  philosophiques  de  l'année  1768^  a 
cherché  directement  la  probabilité  que  ies  pMa&âités  indiquées 
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par  des  expériences  déjà  faites  sont  comprises  dans  des  linaites 
données ,  et  il  y  est  parvenu  d*une  manière  fine  et  très-ingénieuse  ^ 
quoique  un  peu  embarrassée.  Cet  objet  se  rattache  à  la  théorie -de 
la  probabilité  des  causes  et  des  événements  futurs,  conclue  des  érvd* 
nements  observés,  théorie  dont  j  exposai  quelques  années  aprèf 
les  principes  avec  la  remarque  de  Tinfluence  des  inégalités  qni 
peuvent  exister  entre  des  chances  que  Ton  suppose  égales.  Quoique 
Ion  ignore  quels  sont  les  événements  simples  que  ces  inégalités 
favorisent,  cependant  cette  ignorance  même  accroît  souvent  la 
probabilité  des  événements  composés. 

En  généralisant  fanalyse  et  les  problèmes  concernant  les  pro- 
babilités, je  fus  conduit  au  calcul  des  différences  finies  partiales 
que  Lagrange  a  traité  depuis,  par  une  méthode  fort  simple^  :et 
dont  il  a  fait  d'élégantes  applications  à  ce  genre  de  problèmes.  JLa 
théorie  des  fonctions  génératrices,  que  je  donnai  vers  le  même 
temps,  comprend  ces  objets  parmi  ceux  qu  elle  embrasse,  et  s'a^ 
dapte  d'elle-même,  et  avec  la  plus  grande  généralité,  auxques-^ 
tiens  de  probabilité  les  plus  difficiles.  Elle  détermine  encore,  par 
des  approximations  très-convergentes,  les  valeurs  des  fonctiona 
composées  d'un  grand  nombre  de  termes  et  de  facteurs;  et  en  fai- 
sant voir  que  la  racine  carrée  du  rapport  de  la  circonférence  au 
rayon  entre  le  plus  souvent  dans  ces  valeurs,  elle  montre  qu  une 
infinité  d'autres  transcendantes  peuvent  s'y  introduire. 

On  a  encore  soumis  au  calcul  la  probabilité  des  témoignages, 
les  votes  et  les  décisions  des  assemblées  électorales  et  délibé- 
rantes, et  les  jugements  des  tribunaux.  Tant  de  passions,  d'inté- 
rêts divers  et  de  circonstances  compliquent  les  questions  relatives 
à  ces  objets,  qu'elles  sont  presque  toujours  insolubles.  Mais  la 
solution  de  problèmes  plus  simples,  et  qui  ont  avec  elles  beau- 
coup d'analogie,  peut  souvent  répandre  sur  ces  questions  difii-^ 
ciles  et  importantes  de  grandes  lumières,  que  la  sûreté  du  calcul 
rend  toujours  préférables  aux  raisonnements  les  plus  spécieux*  . 
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L'une  des  plos  intéressantes*. aj^oatiopd^  dn^caicnl  des  proba^i 
bilités  concerne  les  niilieuB^iia^lT fiant rohoîrâifientre ries  f^ 
des  observations.  PhisiearS'^Diaètras^^eitfiBôiit:' occupés;' ;^^ 
grange  a  pubUé,^daiitsiie&MéEiRMnvesp.da  JEuDHi;yaari)b€ 
poor  détennineT'pes)ipiUeiiX|/qipaud»âailoi)'dëi5«iTei»fs  des  obserr 
vations  est  connue.  J^ai^dbnnép^oiirrief^mémebbjok)  unei  méthode 
fondée  $ur  un  ai^pe^ singulier}  qni)ipBért^èlJre  remployé  bt^^ 
tage  dans  d autres  cpyratioBSiiidaflualysefMëtHqnir^i'Bni  permettant 
d'étendre  indéfiniment  dans  <taatrt;ie  soufs  td'om  iong  csdeui  des 
fonctions  qui  doivent  être  iimi4lées)'pa^{iaanatare  du  problème, 
indique  les  modificaticois  ïqueekakjtielertnedu' résultat  final  doit 
recevoir  en  vertu  de  eesi^raitationk^lQn  ai  f vu  (précédemment  que 
chaque  observation  fournit  ^uneréquasticfntde condition  du  premier 
degré,  qui  peut  toujours)  êtmidiîsfMfai^rdei manière  que  tous  ses 
termes  soient  dansie;preniô^  XEffindbFf^jleiseGond  étatnt  fiéro^  «L'i:^ 
sage  de  ces  écpiatioils  eft  nne>  des  i€ajusesi<|n'indpales  de  la  grande 
précision  de  nos  taUesiastnsienliqiiës^^paree  que  V«m:a;pUHaînsi 
faire  concourir  un^Iionibre^ikn)liliéhsaJd;eaE€eUenie^ 
à  la  fixation  de  leurs  éléments;  Ljcirsqtt  il  nY=at|B'iinrseid:élémeift 
à  déterminer,  Côtes  avait  presoi'it  de  préparer iest^équatioqs  de 
condition,  de  sorte  quelle  coefficient  de  Télément  inconnu  fut 
positif  dans  chacune  d'elles,  etd'a^uter  ensuite  toutes  ces  équa- 
tions pour  formerulae  équationfinaledi'ôùjl'ontîreJa;' valeur  de  tel 
élément.  I^a  rè^  de  Côtes  fut  isuivie  par  :  tous  desi  calculateurs; 
mais  quand  il  iaiiait  déterminer  plusieurs. éléments;* on  n'avait 
aucune  règle  fixe  pour  combiner  les  équations» de;  condition,  de 
manière  à  obtenir  les*  léopnations  finales  '  nécessaires  ;  'seulement , 
on  choisissait  pourchaque  élément  les  observations  lesplus- pro- 
pres k  le  détermimer.  Cç  fut  pour  obvier  à  ^cestàtonuemeaitst  que 
Legendre  et  Gfaus8>  imaginèrent  d's^outerle&'oarrésudesi  premiers 
membres  des  équtaltians  de  conditieni^et.d'^ett  reodrt  bi:somme  un 
miTKfimmiv  en  y  :faiâairt!  varier* i;diaque!;éléttienti4nipcmnu;  par  ce 
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moyen,  on  obtient  directement  autant  d'équations  finales  ^*il  y  a 
d'éléments.  Mais  les  valeurs  déterminées  par  ces  éqiiati<ms  méri- 
tent-dles  la  préférence  sur  toutes  celles  que  Ton  peut  obtenir  pur 
d'autres  moyens? C'est  ce  que  le  calcul  des  probabilités  pouvak  seul 
apprendre.  Je  l'appliquai  donc  à  cet  objet  important,  et  je  parvins , 
par  une  analyse  délicate,  k  une  règle  qui  renferme  la  précédente, 
et  qui  réunit  à  l'avantage  de  donner  par  un  procédé  i-égulier  les 
éléments  cherchés,  celui  de  les  faire  sortir  avec  le  plus  d*évi- 
dence  de  l'ensemble  des  observations,  et  d'en  déterminer  les  va- 
leurs qui  ne  laissent  à  craindre  que  les  plus  petites  erreurs 
possibles. 

On  n'a  cependant  encore  qu'une  connaissance  imparfaite  des  . 
résultats  obtenus  tant  que  la  loi  des  eiTCurs  dont  ils  sont  suscep- 
tibles n'est  pas  connue;  il  faut  pouvoir  assigner  la  probabilité 
que  ces  erreurs  sont  contenues  dans  des  limites  données,  ce  çpkï 
revient  à  déterminer  ce  que  j'ai  nommé  poids  d'un  résultat.  L'a- 
nalyse conduit  à  des  formules  générales  et  simples  pour  cet  o\>- 
jet;  j'ai  appliqué  cette  analyse  aux  résultats  des  observations 
géodésiques.  Le  problème  général  consiste  a  déterminer  les  pro- 
babilités que  les  valeurs  d'une  ou  de  plusieurs  fonctions  linéaires 
des  erreurs  d'un  très-grand  nombre  d'observations  sont  renfer- 
mées dans  des  limites  quelconques. 

La  loi  de  possibilité  des  erreurs  des  observations  introduit  dans 
les  expressions  de  ces  probabilités  une  constante  dont  la  valeur 
semble  exiger  la  connaissance  de  cette  loi  presque  toujours  in- 
connue. Heureusement  cette  constante  peut  être  déterminée  par 
les  observations  mêmes.  Dans  la  recherche  des  éléments  astrono- 
miques, elle  est  donnée  par  la  somme  des  carrés  des  différences 
entre  chaque  observation  et  le  calcul.  Les  erreurs  également  pro- 
bables étant  proportionnelles  à  la  racine  carrée  de  cette  somme , 
on  peut,  par  la  comparaison  de  ces  carrés,  apprécier  l'exactitude 
relative  des  diverses  tables  d'un  même  astre.  Dans  les  opérations 
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géodésiques,  ces  carrés  sont  {remplacés  par  les  carrés  des  erreurs 
des  sommes  observées:  des  trois  angles  de  chaque  triangle.  La 
comparaison  des  carrés  de  ^s  erreurs  fera  donc  «juger  de  la  préçi* 
sion  relative  des  ins<xumei»tsi  avec  lesquels  on  a  mesuré  ies  angles. 
On  voit,  par  cette  comparaiaon,  Tavantagei^v  icercle  répétiteur 
sur  les  instruments  qu  il  a,  remplacés  dans  la  géodésie. 

Il  existe  souvent  9  dans  les  obdervationa^.' plusieurs  sources  d'er- 
reurs :  ainsi  les  positions  des  astres  étant  diéterminées  au  moyen 
de  la  lunette  méridienne  et  du  cercle ,  tous  deux  susceptibles 
d'erreurs  dont  la  loi  de  probabilité  ne  doit  pas  être  supposée  la 
même,  les  éléments  que  Ton  déduit  de  ces  positions  sont  affectés 
de  ces  erreurs.  Les  équations  de  «condition  que  Ton  forme  pour 
avoir  ces  éléments  contiennentjes  erreurs: de  chaque  instrument, 
et  elles  y  ont  des  coelEciântsjdifféirentsi.  Le  aystème  le  plus  avan- 
tageux des  facteurs  par  lesquels^  on  doit  ixrultiplier  respectivement 
ces  équations,  pour.obtenirni  par  la  réunion  des  produits,  autant 
d'équations  finales  qu'il  ya  diélémentsà  dét^minery  n'est:  plus 
alors  celui  des  coeiEoientSi  des  éléments  dans:  chaque  équation  de 
condition.  L'analyse  dont  j'ai) fait  usage  conduit  facilement^  quel 
que  soit  le  nombre  des  sources  d'erreur,  au  système  de  facteurs 
qui  donne  les  résultats  les  plus  avantageux  ou  dans  lesquels  une 
même  erreur  est  moins  probable  que  dans  tout  autre  système.  La 
même  analyse  détermine  les  lois  de  probabilité  des  erreurs  de  ces 
résultats.  Ces  formules  renferment  autant  de  constantes  inoon-* 
nues  qu'il  y  a  de  sources  d'erreurs  et  qui  dépendent  des  lois  de 
probabilité  de  ces  erreurs.  On  a  vu  que  dans  le  cas  d'une  source 
unique,  on  peut  déternûner  cette  constante  enformairt  la  somme 
des  carrés  et  des  résidus  de  chaque  équation: de  condition,  lor&r 
qu'on  y  a  substitué  les  valeurs  trouvées  pour/ ies  •éléments.  Un 
procédé  semblable  donne,  généralement  les  valeurs  de  ces  cons- 
tantes, quel  que  soit  leur. nombre,  ce  qui  complète  i'application 
du  calcul  des  probabilités  aitttré»iitatsd«a]obaQoroaiioAa. 


cLxviii  INTRODUCTION. 

Je  dois  ici  faire  une  remarque  importante.  La  petite  incertitade 
que  les  observations,  quand  elles  ne  sont  pas  trcs-multipiiéeai 
laissent  sur  les  valeurs  des  constantes  dont  je  viens  de  parler,  rend 
un  peu  incertaines  les  probabilités  déterminées  par  Tanalyse. 
Mais  il  suffit  presque  toujours  de  connaître  si  ia  probabilité  que 
les  erreurs  des  résultats  obtenus  sont  renfermées  dans  d'étroites 
limites  approche  extrêmement  de  funité;  et,  quand  cela  n*est 
pas,  il  suffit  de  savoir  jusqu'à  quel  point  on  doit  multiplier  les 
observations  pour  acquérir  une  probabilité  telle  qu*il  ne  reste 
sur  la  bonté  des  résultats  aucun  doute  raisonnable.  Les  formules 
analytiques  des  probabilités  remplissent  parfaitement  cet  objet, 
et,  sous  ce  rapport,  elles  peuvent  être  envisagées  comme  le  com- 
plément nécessaire  des  sciences  fondées  sur  un  ensemble  d*ob- 
servations  susceptibles  d'erreur.  Elles  sont  môme  indispensables 
pour  résoudre  un  grand  nombre  de  questions  dans  les  sciences 
naturelles  et  morales.  Les  causes  régulières  des  phénomènes  sont, 
le  plus  souvent,  ou  inconnues,  ou  trop  compliquées  pour  être 
soumises  au  calcul  :  souvent  encore  leur  action  est  troublée  par 
des  causes  accidentelles  et  irrégulières;  mais  elle  reste  toujours 
empreinte  dans  les  événements  produits  par  toutes  ces  causes,  et 
elle  y  apporte  des  modifications  qu  une  longue  suite  d'observa- 
tions peut  déterminer.  L'analyse  des  probabilités  développe  ces 
modifications  et  assigne  leurs  degrés  de  vraisemblance.  Ainsi  au 
milieu  des  causes  irrégulières  qui  agitent  fatmosphère,  les  chan- 
gements périodiques  de  la  chaleur  solaire,  du  jour  à  la  nuit,  et 
de  l'hiver  à  Tété,  produisent,  dans  la  pression  de  cette  grande 
masse  fluide  et  dans  la  hauteur  correspondante  du  baromètre, 
des  oscillations  diurnes  et  annuelles,  que  de  nombreuses  obser- 
vations barométriques  ont  fait  connaître  avec  une  probabilité  au 
moins  égale  à  celle  des  faits  que  nous  regardons  comme  certains. 
C'est  encore  ainsi  que  la  série  des  événements  historiques  nous 
montre  l'action  constante  des  grands  principes  de  la  morale,  au 
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milieu  des  passions  et  des  intéffêts  divers  cfùi  à^gitent,  en  foils  sens, 
les  sociétés.  Il  est  remahjuaMe  qu'une  science  ^ï  à  côtaiTriencé 
par  la  considération  des  Jeùt  se  soit'  élevée  ^i'plti^  importants 
objets  des  connàissatifcës'îtùifiâSrie!^:       ?  ^  .  t    - 

J'ai  rassemblé  tôutëy'cës'  méfliodes  dans  ma  Théorie  analy- 
tique des  probabilitéè;;  où'jèftee  snis  proposé  d^èfiposer,  de  la  ma- 
nière la  plus  générale,  îëi'^rîiîcipëè'iétranta^^  dû  cjâlctil  des 
probabilités,  ainsi  que  te*  ibltitîohs  tites  problèmes  les  plus  inté- 
ressants et  les  plus  difTicâes  que  cexalctrflp'résente. 

On  voit,  par  cet  essai,  que  la  théorie  dei  probabilités  n'est,  au 
fond,  que  le  bon  sens  réduit  at  calcul  :  elle  fait  apprécier  avec 
exactitude  ce  que  les  esprits  justes  sentent  par  une  sorte  d'ins- 
tinct, sans  qu  ils  puîi3settt^tttiveirt-!s*en  rendre  compte.  Si  Ton 
considère  les  méthodes  ànàfj^qûës' auxquelles  cette  théorie  a 
donné  naissance,  là  Vérité 'déèf^pi^éîipéfe  qiiî  iuî  servent  de  base, 
la  logique  fine  et  délîbatè  i^tf^lge  leiir  èiiiploi  dans  la  solution 
des  problèmes,  les  établissértiettts  tf  utilité  publique  qui  s^appuient 
sur  elle,  et  Textènsiôtï  qrfelie  a  reçue  et  quelle  peut  recevoir  en- 
core par  son  application  aux!  questions  les  plus  importantes  de  la 
philosophie  naturelle  et  des  sciences  morales  ;  si  l'on  observe  en- 
suite que  dans  les  choses  mêmes  qui  ne  peuvent  être  soumises 
au  calcul,  elle  donne  lès  aperçus  les  plus  sûrs  qui  puissent  nous 
guider  dans  nos  jugements,  et  qu'elle  apprend  à  se  garantir  des 
illusions  qui  souvent  nous  égarent  ;  on  verra  qu'il  n  est  point  de 
science  plus  digne  de  nos  méditations,  et  qu'il  soit  plus!  utile  de 
faire  entrer  dans  le  système  de  l'instruction  publique. 


M       .     .    -  .  j 
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LIVRE  PREMIER. 

DU   CALCUL   DES  FONCTIONS  GÉNÉRATRICES. 


PREMIÈRE   PARTIE. 

CONSIDÉRATIONS  GENERALES  SLR  LES  ELEMENTS  DES  GRANDEURS. 

La  notation  des  exposants,  imaginéo  par  Dosoartes,  a  conduit  Wallis  et  Newton 
à  ia  considération  des  exposants  fractionnaires,  positifs  et  natifs,  et  è  Tin- 
terpolation  des  séries.  Lcibnitz  a  rendu  ces  exposants  variables,  ce  qui  a 
donné  naissance  au  catcut  exponentiel,  et  a  t*omplété  le  système  des  éléments 
des  fonctions  finies.  Ces  louchons  sont  l'uiinées  de  quantités  exponentielles, 
algébriques  et  logarithmiques;  quantilcs  essentiellement  distinctes  les  unes 
des  autres.  Les  intégrales  ne  sont  pas  souvent  réductil)ies  à  des  fonctions 
finies.  Leibnitz  ayant  adapté  à  sa  caractéristicpje  dillerentielle ,  des  exposants 
pour  exprimer  des  difl'érentiations  répétées,  il  a  été  conduit  à  lanalogie  des 
puissances  et  des  ditférences ;  analogie  que  Lagrange  a  suivie,  par  voie 
d'induction ,  dans  tous  ses  développements.  La  théorie  des  fonctions  gé- 
nératrices étend  cette  analogie  à  des  caractéristiques  quelconques,  et  la 
monti^c  avec  évidence.  Toute  la  Uiéoric  des  suites,  et  fintégration  des 
équations  aux  différcncos,  découle  avec  une  extrême  facilité  de  cette 
théorie page   i . 

Chapitre  premier.   Des  fonctions  génératrices  à  une  variable.  .  .  page  8. 

Il  étant  une  fonction  quelconque  d'une  variable  t,  et  j,  étant  le  coefficient  de 
t^  dans  le  développement  de  cette  fonction;  u  csi  fonction  génératrice  de  ^,. 

Si  Ton  multiplie  u  par  une  fonction  quelconque  s  de  - ,  on  aura  une  nouvelle 

fonction  génératrice  qui  sera  celle  d'une  fonction  de  y,,  j,^»,  etc.  En  dési- 
gnant par  y.j,  cette  dernière  fonction,  u.s'  sera  la  fonction  génératrice  de 
y*.^,;  en  sorte  que  lexposant  de  s,  dans  la  fonction  génératrice,  devient  celui 
de  la  caractéristique  y,  dans  la  fonction  engendrée n'  a,  page  8. 
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De  l'interpolation  des  suites  à  une  variable ,  et  de  l'intégration  des  équations  différen- 
tielles linéaires page  1 3. 

L'inlerpolation  se  réduit  à  dëtermîner  le  coefficient  y^^l  de  f  dans  le  dévelop- 
pement de  -7.  On  peut  donner  à  -,  une  iniinitë  de  fd^mes  différentes  :  en 

rélevant  à  la  puissance  i  sous  ces  formes,  et  repassant  ensuite  des  fonctions 
génératrices  aux  coefficients,  on  a,  sous  une  infinité  de  formes  correspon- 
dantes, l'expression  de  7«+*.  Application  de  cette  méthode  aux  suites  dont 
les  différences  successives  dee  ternies  vont  fn  décroissant.  .    n**  3,  page  1 3. 

FoiTOules  pour  interpoler  entre  un  nombre  impair  ou  pair  de  quantités  équi- 
distantes .........; n**  4,  page  1 4. 

Formule  générale  d'interpolation  des  séries  dont  la  dernière  raison  des  termes 
est  celle  d'une  suite  dont  le  terme  général  est  donné  par  une  équation  li- 
néaire aux  différences,  à  coefficients  constants n^  5,  page  ao. 

La  formule  s'arrête  lorsque  la  raison.des  termes  est  celle  d*une  suite  semblable, 
et  alors  elle  donne  l'intégrale  des  équation»  linéaires  aux  différences  finies , 
dont  les  coefficients  sont  constants.  Intégration  générale  de  ces  équations  dans 
le  cas  même  où  elles  ont  un  dernier  terme  fonction  de  Tindice.  n""  6 ,  page  2S. 

Formule  d'interpolation  des  mêmes  suites,  ordonnée  par  rapport  aux  diffé- 
rences successives  de  la  variable  principale n"*  7,  page  Sa. 

Passage  de  cette  formule,  du  fmi  à  l'infmiment  petit.  Interpolation  des  suites 
dont  la  dernière  raison  des  termes  est  celle  d'une  équation  aux  différences 
infiniment  petites  linéaires ,  à  coefficients  constants.  Intégration  de  ce  genre 
d'équations,  lors  même  qu'elles  ont  un  dernier  terme.  ...    n**  8 ,  page  35. 

De  la  transformation  des  suites n"*  9 1  page  38. 

Théorèmes  sur  le  développement  des  fonctions  et  de  leurs  différences,  eu  sé- 
ries . n°  1  o ,  page  4 1 . 

On  déduit  du  calcul  des  fonctions  génératrices  les  formules 

A  et  2  se  rapportant  au  cas  où  x  varie  de  l'unité,  et  'A  et  '2  se  rapportant 
au  cas  où  x  varie  de  i.  On  tire  de  ces  formules  les  suivantes  : 

dans  lesquelles  c  désigne  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est 
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l'unité,  et  'A  et  '2  se  rapportent  à  la  variation  a,  de  x.  On  transfiMVie  Tez- 
prewion  de  'A*,  y,  dans  celle-ci  : 

dv         an  dy  nt 


\       7  dx  7  éx  ] 

\c  -c  I 


On  parvient  à  ces  formules , 

';^£--:[Iog.(.4-A.n)]-. 
/-.j',.(ix"  =  [log.(i-r  A.^y,)]    ». 

Analogie  entre  les  puissances  positives  et  les  diircrences,  et  entre  les  puis- 
sances négatives  et  les  intégrales,  fondée  sur  ce  que  les  exposants  des  puissances, 
dans  les  fonctions  génératrices,  se  transportent  aux  caractéristiques  corre^ion- 
dantes  de  la  variable/^.  Généralisation  des  résultats  précédents,  n^  i  o,  page  &  i . 
Théorèmes  analogues  aux  précédents ,  sur  les  produits  de  plusieurs  fonctions 
d une  même  variable,  et  spécialement  sur  le  produit  p'y, n*  1 1 ,  page  69. 

Chapitre  ii.  Des  fonctions  génératrices  à  deux  variables P^^  54- 

M  étant  une  fonction  de  deux  variables  /  et  f'.  et  y,  .,  étant  le  coefficient  de  €**'•' 
dans  le  développement  de  cette  fonction;  u  est  fonction  génératrice  de  ^^... 

Si  Ton  multiplie  u  par  une  fonction  s  de  -  et  -, ,  le  coefficient  de  t^t"  dans  le 

développement  de  ce  produit  sera  une  fonction  de  Jx.»-.  Jj-f-Lx-t  Jr.r'-nt  etc, 
en  ia  désignant  par  V-Jx.»  »  w-^'  sera  la  fonction  génératrice  de  V'-7«.»'» 
n*  1  a ,  page  54. 

/)«;  l'interpolation  des  suites  à  deux  variables,  et  de  iinti'fjration  des  équatioiu  li- 
néaires aux  différences  partielles pagc  56- 

Formule  f;énérale  de  l'interpolation  des  suites  dont  la  dernière  raison  des  termes 
est  celle  dune  série,  dont  le  terme  général  est  donné  par  une  équation  li- 
néaire aux  différences  partielles,  à  coefficients  constants. . .    n*"  i3,  page  56. 

La  formule  s  arrête  lorsque  la  raison  dos  termes  est  celle  d  une  série  semblable , 
et  alors  elle  donne  Tintégrale  des  équations  linéaires  aux  différences  finies  par- 
tielles, dontles  coefficients  sont  constants.  Cette  intégrale  suppose  que  Ton  con- 
naît, ou  que  Ton  peut  déduire  des  conditions  du  problème,  n  valeurs  arbitraires 

de  y, , ,  en  donnant,  par  exemple,  à  x  les  n  valeurs  o,    1,3 n —  1  , 

.r'  étant  d  ailleurs  quelconque.   Expression  très-simple  de  r,.T'.  lorsque  ces 
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fonction»  arbitraires  en  ai  sont  données  par  des  équations  linéaires  aux  difiCé- 
rences,  à  coe£Bcients  constants vt  \k^  page  60. 

Expression  générale  de  y^^^'  sous  la  forme  d*intégrale  définie  :  remarque  impor- 
tante siur  le  nombre  des  fonctions  arbitraires  que  renferme  l'intégrale  des 
équations  à  différences  partielles n""  1 5,  page  63. 

Examen  de  quelques  cas  qui  échappent  à  la  formule  générale  dmtégration, 
donnée  dans  ce  qui  précède  :  dans  ce  cas,  les  caractéristiques  des  diiSirences 
finies,  que  renferment  les  intégrales,  ont  pour  exposants  les  indices  variables 
des  équations  aux  différences  partielles n^  16,  page  67. 

Intégration  de  Téquation 

o=A".j^,^^  ^.A'-».'A.j,,^,+  ^..A"-V'A«.j^,^-.-+-etc. 

A  se  rapportant  à  la  variabilité  de  x  dont  l'unité  est  la  différence ,  et  'A  se 
rapportant  à  la  variabilité  de  x'  dont  a  est  la  différence.  On  en  déduit  l'inté- 
grale de  l'équation  aux  différences  partielles  infiniment  petites  et  finies,  que 
Ton  obtient  en  changeant  dans  la  précédente,  a  en  dx',  et  la  caractéristique 
' A  en  d n**  17,  page  70. 

^Théorèmes  sur  le  développement  en  séries ,  des  fonctions  de  plusieurs  variables,  page  7  3 . 

Ces  théorèmes  sont  anal^^es  à  ceux  qui  ont  été  donnés  précédemment  sur 
les  fonctions  à  une  seule  variable ,  et  Ton  y  retrouve  l'analogie  observée  entre 
les  puissances  positives  et  les  différences,  et  entre  les  puissances  négatives  et 
les  intégrales n*  1 8 ,  page  73. 

Considérations  sur  les  passages  du  fini  à  V infiniment  petit page  77. 

La  considération  de  ces  passages  est  très-propre  à  éclaircir  les  points  les  plus 
délicats  du  calcul  infinitésimal.  Elle  montre  avec  évidence  que  les  quantités 
négligées  dans  ce  calcul  notent  rien  à  sa  rigueur.  En  l'appliquant  au  pro- 
blème des  cordes  vibrantes,  elle  prouve  la  possibilité  d'introduire  des  fbnc- 

•  tions  arbitraires  discontinues  dans  les  intégrales  des  équations  aux  différences 
partielles  finies  et  infiniment  petites,  et  elle  donne  les  conditions  de  cette 
discontinuité n**  1 9 ,  page  77. 

Considérations  générales  sur  les  fonctions  génératrices .  \ page  88. 

Trouver  la  fonction  génératrice  d'une  quantité  donnée  par  une  équation  linéaire 
aux  différences  finies,  dont  les  coefficients  sont  des  fonctions  rationnelles  et 
entières  de  l'indice ; v!*  20,  page  88. 


cLxxvi  TABLE  DES  MATIERES. 

Expressions  des  intégrales  de  ces  équations  en  intégrales  définies.  Les  fonetions 
sous  le  signe  intégraly^  sont  de  la  même  nature  que  les  fonctions  génératrices 
des  quantités  données  parées  équations.  Ainsi  tous  les  théorèmes  déduits  pré- 
cédemment de  l'analogie  des  puissances  et  des  différences  s* appliquent  à  ces 
intégrales.  Leur  principal  ayantaga  est  de  fownir  une  approximatioa  «usai 
.  commode  que  convergente,  de  ces. quantités ,  lorsque  leur  indice  est  un  très- 
grand  nombre.  Cette  métiiodo  d'approximation  acquiert  une  grande  extension 
par  les  passages  du  positif  au  négatif,  et  du  réel  à  fimiiginaire,  passages  dont 
j'ai  donné  les  premières  traces  dans  les  Mémoires  de  rAcadcmie  des  Sciences 
de  178a.  Il  paraît  par  les  ouvrages  posthumes  d'Ëuler  que,  vers  ie  même 
temps,  ce  grand  géomètre  s*occapait  do  même  objet.  ...    n^  a  1,  page  91. 


SECONDE  PARTIE, 

THÉORIE   DES   APPROXIMATIONS    DES    FORMULES   QUI    SONT    FONCTIONS 

DE  GRANDS  NOMBRES. 

Chapitre  premier.  De  Tintégration  par  approximation  des  difFérentienès 
qui  renferment  des  facteurs  élevés  à  de  grandes  puissances .  page  g  7 . 

Expression  en  série  convergente  de  leur  intégrale ,  prise  entre  deux  limites  don* 
nées  :  la  série  cesse  d  être  convergente  près  du  maximam  de  la  fonction  sous 
le  signe  intégral n"  22 ,  page  97. 

Expression  en  série  convergente,  de  TintégiMle  dans  ce  dernier  cas,  n^aS,  p.  1 00. 

Ce  que  devient  cette  série,  lorsque  l'intégrale  est  prise  entre  deux  limites  qui 
rendent  nulle  la  fonction  sous  le  signe  intégral.  Sa  valeur  dépend  alors  d'in- 
tégrales de  la  {orme  ffdt .  c""'",  et  prises  depuis  t  nul  jusqu  a  t  infmi.  On  étabiit 
ce  théorème, 

n^jl'-*  dt.  c-'\  fr-^  dt.  c-'"= ^ , 

«n.(— -j.. 

é  étant  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  lunité.  On  en  déduit  ce  ré- 
sultat remarquable , 


fdt.c-^"^^.\/n n^aA, 


page  10a. 
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Ce  dernier  résultat  donne  par  le  passage  du  réel  à  f  imaginaire , 

fdx.  COS.  rX.C-«***=:  —.C^àa\ 

Imtëgrale  étant  prise  depuis  :t  nul  jusqu'à  a?  infini.  Méthode  directe  qui  con- 
duit à  cette  équation,  et  de  laquelle  on  tire  la  valeur  de  f  intégrale,  lors- 
que la  quantité  sous  le  signe /est  multipliée  par  a^*:  valeur  de  Imt^^e 

yx'*=*=*dx.sin.nc.c'"*^ n*  «5,  page  io5. 

On  parvient  aux  formules 


/dx,coê.rx  fséx, 


^  r 
sin.  rx 


les  intégrales  étant  prises  depuis  a?  =  —  c»  jusqu'à  a;=  -+-  oo  ;  et  Ton  en 

déduit  les  intégrales  I  "i^  •  <^*  ^'  ^>  prises  dans  les  mêmes  limites,  N  étant 

une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x,  d'un  degré  supérieur  à  M,  et  n'ayant 
pas  de  facteur  réel  du  premier  degré n"*  ^6,  page  108. 

Expression  de  l'intégrale/H^.e'^  prise  entre  des  limites  données,  soit  en  séries, 
soit  en  fi^action  continue n*  a  7 ,  page  111. 

Approximation  des  double,  triple,  etc.  intégrales  des  diiférentidles  multipliées 
par  des  facteurs  élevés  i  de  hautes  puissances.  FcHinules  en  séries  conver- 
gentes ,  pour  intégrer  dans  des  limites  données ,  la  double  intégrale/y}'c2axiâ;', 
y  étant  ime  fonction  de  x  et  de  af.  Examen  du  cas  où  fintégrale  est  prise 
très-près  du  nuutimum  de  y.  Expression  de  l'intégrale  en  séries  conver- 
gentes      n**  a8,  page  1 1 5. 

Chapitre  ii.  De  rintégration  par  approximation  des  équations  linéaires 
aux  différences  finies  et  infiniment  petites page  121. 

Intégration  de  l'équation  aux  différences  finies 

5=i4.y,+^.A.  j,-hC.A».j,+  etc. 

A,  By  C,  etc.  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  5.  Si  la  variable  y 
est  exprimée  par  l'intégrale  définie  yi'(pcir,  ou  par  celle-ci /c"**(pcir,  (p  étant 
fonction  de  a;,  on  a ,  par  les  formules  du  chapitre  précédent,  la  valeur  de  y  s  en 
séries  très-convergentes ,  lorsque  l'indice  s  est  un  grand  nombre.  Pour  déter- 
miner 9,  on  substitue  pour  y,  son  expression  en  intégrale  définie,  dans  l'équa- 
tion aux  différences  en  j^,,  qui  se  partage  en  deux  autres,  dont  lune  est  une 
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équation  diOerentielle  en  Ç,  qui  sert  à  déterminer  cette  inconnue;  l'autre 
équation  donne  les  limites  de  i  mtëgrale  définie n*  sg,  page  1 9  i . 

Intégration  dun  nombre  quelconque  d*équations  linéaires  à  un  seul  indice,  et 
ayant  un  dernier  terme  ;  les  coefficients  de  ces  équations  étant  des  fonctions 
rationnelles  et  entières  de  cet  indioe.  Cette  méthode  peut  être  ëteadsM  aux 
équations  linéaires  à  différences  ou  infiniment  petites,  ou  en  partie  finies,  et 
en  partie  infiniment  petites n*  3o,  page  1  ay. 

|ja  principale  difficulté  de  cette  analyse  consiste  à  intégrer  Téquation  différentîeUe 
en  (p,  qui  n'est  intcgrable  généralement  que  dans  le  cas  où  Imdice  $. n est  qu*A 
la  première  puissance  dans  1  équation  aux  différences  en  y^,  qui  alors  est  de 
la  forme  0=  F  H- 5. 7',  V  et  T  étant  des  fonctions  linéaires  de  y,  et  de  ses 
différences  soit  finies,  soit  infiniment  petites.  Intégrale  de  cette  dernière  équa- 
tion ,  par  une  série  très-convergente ,  lorsque  s  est  un  grand  nombre.  Remarque 
importante  sur  f étendue  de  cette  série,  qui  est  indépendante  des  limites  de 
rintégrale  définie  par  laquelle  j.  est  exprimé ,  et  qui  subsiste  dans  le  cas  même 
où  lëquation  aux  limites  n  a  que  des  racines  imaginaires.  Lorsque  dans  f  équa- 
tion en  y. ,  s  surpasse  le  premier  degré ,  on  peut  quelquefois  la  décomposer 
en  plusieiu^  équations  qui  ne  renferment  que  la  première  puissance  de  5.  On 
peut  encore,  dans  plusieurs  cas,  intégrer,  par  une  approximation  trës-oon- 
vergente,  Téquation  différentielle  en  ^ n""  3i,  p«ge  i3i. 

Intégration  /je  féquation 

o  =  V+s.T+s\ll 

Vt  T,  R  étant  des  fonctions  quelconques  linéaires  de  j,, ,- ,  et  de  ses  diffé- 
rences ordinaires  et  partielles,  finies  et  infiniment  petites.  v!*i^,  page  i35. 

Chapitre  m.  Application  des  méthodes  précédentes  à  Tapproximation 
de  diverses  fonctions  de  très-grands  nombres P^g®  i38. 

De  V approximation  des  produits  composés  d'un  grand  nombre  de  facteurs,  et  des 
termes  des  pol)iiomes  élevés  à  de  grandes  puissances page  j  38. 

L'intégrale  de  féquation  o  =  (5-+-  i).j',  —  J,-»,  approchée  par  les  méthodes 
du  chapitre  précédent,  et  comparée  à  son  intégrale  finie,  donne  par  une 

série  très-convergente,  le  produit  (/ùtH-i).(jEi-4-a) 5.  En  faisant  s  négatif, 

et  passant  du  positif  au  négatif,  et  du  réel  à  f  imaginaire ,  on  parvient  &  cette 
équation  remarquable 

2ir.(-i)«""^  —     C— 
fxt^^dxx-^        J      xf 


'.C~ 
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la  premièpe  intégrale  étant*  prise  depuis  a^Duljusqu*i  «infini /et  la  dernière 
intégrale  étant  prise  entre  les  limites  imaginaires  de  Xi  qui  rendent.nuUe  la 

fonction  ~;  ce  qui  donne  un  moyen iacSe  d avoir  l'intégrale  j  ""*  .,  prise 
depuis  X  nul  jusqua  x  infini.  Cette  équation  donne  encore  la  valeur  des  inté- 
grales  I — — ,  I 3"^~»  pr^s  depuis  tj  nul  jusquà  iv  mlmi  :  on  trouve 

—  pour  ces  intégrales.  Leur  accord  avec  les  résultats  du  n*"  !)6  prouve  la 

justesse  de  ces  passages  du  positif  au  négatif,  et  du  réel  à  l'imaginaire  :  ces 
divers  résultats  ont  été  donnés  dans  les  Mémoires  de  FAcadémie  des  Sciences, 

pour  Tannée  1 782 .  .  .  * n*  33 ,  page  1 38. 

Intégrale  approchée  de  Téquatîon  0'=:z[of'-^Vs),y,^,  —  (a-i-fo)./,,  d'où  Ton 
tire,  par  une  série  simple  et  très-convergente,  le  terme  moyen  ou  indépendant 

de  a,  du  binôme  fan-  -)    •  •  •    n**  3A,  page  iZi8. 

Méthode  générale  pour  avoir*  par  une.  série  coniveirgente,  le  terme  moyen  ou  in- 
dépendant de  a ,  dans  le  dévoioppement  du  polynôme  a"""  -♦-  a"""^'  -+•  a""""*"' .... 
-4-a""*-+-a"  élevé  à  une  très^hiaite  puissance n**  35,  page  i5i. 

Expressions  en  série  convergente,  du  coefficient  de  a'^\  dans  le  développement 
de  cette  puissance,  et  de  la  somme  de  ses  coefficients,  depuis  celui  de  a"^ 
jusqu'à  celui  de  a' n"*  36,  page  161. 

Intégration  par  approximation  de  l'équation  aux  différences  j»'=s.j,h-(5 — 1)7,-4.,. 
On  en  déduit  l'expression  de  la  somme  des  termes  de  la  puissance  très-élevée 
d'un  binôme ,  en  arrêtant  son  développement  à  un  terme  quelconque  fort 
éloigné  du  premier n*  37,  page  1 63. 

De  l'approximation  des  différences  infiniment  petites  et  finies,  irès-élevées ,  des  fonc- 
tions  > page  1 66. 

Approximation  des  différences  infiniment  petites,  très-élevéés,  des  puissances 
d'un  polynôme.  Expression  très-approchée  de  la  différentielle  très-élevée  d'un 
angle,  prise  par  rapport  à  son  sinus n*  38,  page  1 66. 

Expressions  en  intégrales  définies,  des  différences  finies  et  infiniment  petites, 
de  j,,  lorsqu'on  est  parvenu  à  lui  donner  l'une  ou  fautre  des  {orm^s fxf^dx, 
fc^*'^dx ïï**  39.  pag^  172. 

Approximation  en  séries  trèsrconvergentes  de  A"  -; ,  n  étant  un  grand  nombre. 

On  en  déduit,  au  moyen  des  passages  du  positif  au  négatif,  et  du  réel  à 

7.. 


Guxx  TABLE  DES  MATIERES. 

rimaginaire  •  lapprozimation  de  A'.f*.  La  convergence  de  la  série  a%e ^fiie  c 
surpasse  n ,  et  que  ta  diff»«nce  t — n  ne  soit  pas  fort  petite  par  rapport  à  «4*  "  • 

Expression  en  série  de  A". 5^,  dans  ce  dernier  cas n*"  &o,  page  iy3. 

Expression  de  la  différence  A'.s*,  lorsque  î  est  plus  petit  que  n....  n*  &  1 ,  p.  178. 

Expression  de  la  sonune  des  termes  de  A*.^,  en  arrêtant  son  développement  au 
terme  dans  lequel  la  quantité  élevée  à  la  puissance  î  commence  à  devenir 
négative.  Approximation  en  série  très-convergente  de  la  fonction 

(n  +  rVw)"=*='-n.{n+rV/n-2)"*'+5^^.{n  +  r^ 

dans  laquelle  on  rqette  les  termes  où  la  quantité  élevée  à  la  pniaaatice 
n  =±:  2  est  négative ,  /  étant  un  nombre  entier  peu  considérable  par  rafilport 

an n*  4*.  page  frSa. 

Extension  des  méthodes  précédentes  aux  différences  finies  très^levées  de  lafemiè 
AV(5-Hpy'.(s-«-p7'.(«-Hp7".etc n*  45,  page  fSg. 

Remarque  sur  la  convergence  des  séries n*  44.  page  1^93. 


LIVRE  II. 

THÉORIE  GÉNÉRALE  DES  PROBABILITÉS. 

Chapitre  premier.  Principes  généraux  de  cette  théorie page  t  g5. 

Définition  de  la  probabilité.  Sa  mesure  est  le  rapport  du  nombre  des  cas  favo- 
rables à  celui  de  tous  les  cas  possibles. 

1^  probabilité  dun  événement  composé  de  deux  événemens  simples  eal  le 
produit  de  la  probabilité  d*un  de  ces  événements,  par  la  probabilité  que,  cet 
événement  étant  arrivé,  lautre  événement  aura  lieu. 

La  probabilité  d*un  événement  futur,  tirée  dun  événement  observé,  eat  le 
quotient  de  la  division  de  la  probabilité  de  Tévénement  composé  de  ces  deux 
événements,  et  déterminé  à  prbri,  par  la  probabilité  de  l'événement obseirvé, 
déterminée  pareillement  à  priori 

Si  un  événement  observé  peut  résulter  de  n  causes  différentes,  leurs  proJba- 
bilités  sont  respectivement  comme  les  probabilités  de  l'événement,  tirées  de 
leiu  existence;  et  la  probabilité  de  chacune  délies  est  une  firacti<»i  dont  le 
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'  numérateur  est  h  probabilité  de  (événement  ^dafù'Tbypothèse  de  rexistence 
de  la  cau&e ,  et  dont  ledénpminateuF.  est  la  somin^  des^iNK^ab^tés  semUables , 
relatives  à  toutes  les  causes.  Si  ces  diverses  causes  considérées  d  priori  ^ont 
inégalement  probables,  il  faut,  au  lieu  dp  la  probabilité  de  Tévénement, 
résultante  de  cha^e  cause,  en^ploy^r  le  produit  de  cette  probabilité  parcelle 
de  la  cause  elle-même.  .  .     ,     . 

La  probabilité  d*un  événement  futur  est  la  somme  des  produits  de  la  probabilité 
de  chaque  cause,  tirée  de  l'événement  observé,  par  la  probabilité  que,  cette 
cause  existant,  TéyéjienG^ent  futur  auia-Ueu.^ 

De  finfluence  que  doit  avoir  sur  les  résultats  du  calcul  des  probabiCtés  la  diffé- 
rence inconnue; qui  peuA  ecdstet  ^utre^detévéïlemeAl»  simples,  que  Ton  sup- 

•  pose  également  possibles.  Çette^difféveto^  augmenta  la  probabilité  des  événe- 
ments composés  de  la  répétition  dun  même  événement. .   n**  i ,  page   195. 

Des  espérances  matiiénuUifae^motùt^.hàpreMiii^  produit  du  bien  espéré 
par  la  probabilité  de  fobtenir;  la  second»  .dépend  de  la  valeur  relative  du 
bien  espéré.  La  règle  la  plus  naturelle  et  la  plus  simple,  pour  apprécier  cette 
valeur,  consiste  à  supposer  la  valeur  relative  d'une  somme  infiniment  petite , 
en  raison  directe  de  sa  valeur  absolue ,  et  en  raison  inverse  du  bien  total  de 
la  personne  intéressée n®  a,  page  2o3. 

CttAPiTRB  II.  De  la  probabilité  des  événements  composés  d'événements 
simples  dont  les  possibilités  respectives  sodt  données .  .  . .  page  2o5. 

Expression  du  nombre  de  oombinaisonsideit  lellres^priaes  r  à  r»  lorsqu'on  a  égard 
ou  non  à  leur  situation  respective.  Application  aux  loteries.  n^'S,  page  2o5. 

Une  lùterie  étant  composée  de  n  namèroê  dôM  r  êOrUnt  à  chaqae  tirage,  on  demande 
la  probabilité  qa  après  i  tirages,  tous  Us  iàotméros seront  sortis.  Solution  générale 
du  ph>blème.  Ei^ressîon  très-ample  et  très^approchée  de  la  probabilité, 
lor8c(ue  n  et  i  sont  de  grands  nombres.  Application  au  cas  ofa  n=:  ïoooo, 
et  ri£=  1 .  Il  y  a  dans  ce  cas  un  peii  moins  d*un  contre  unà  parier  que  tous 
les  numéros  sortiront  dans  ^5767  tirs^,  et  un  peu  plus  dun  contre  un  & 
parier  qu*ils  sortiront  dans  95768  tirages.  Dans  le  cas  de  k  loterie  de  France , 
où  H=r  90  et  r=  5,  il  y  a  un  peu  moins  d'un  contre  vti  à  parier  que  tous 
les  numéros  sortiront  dans  85  tirages,  et  un  peu  plus  é  piarier  qu'ils  sortiront 
dans  86  tirages » •  * .  rt"  4,  page  ao8. 

Une  wile  étant  mtppoeéé  rénJemUP  h  lumbre  x  de  boutes,  on  en  tire  ane  partie  oa 
la  totatité,  eîtonêemandela  probabilité  fite  lewtmhre  des  boales  extraites  sera 
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pair.  Solulion  du  problème.  Il  y  a  de  l'avantage  à  parier  pour  un  nombre 
impair n*"  5 ,  pi^  a  1 8. 

Expression  de  la  probabilité  d'amener  x  boules  blanches,  j/  boules  BAÎres , 
x"  boules  rouges ,  etc.  en  tirant  une  boule  de  chaoune  des  urnes  dent  le 
nombre  est  a;  -^  a;'  h-  x''  -+-  etc.  et  qui  renferment  cliacune  p  boules  blanches , 
q  boules  noires,  rboules  rouges,  etc n**  6,  page  aao. 

Déterminer  la  probabilité  de  tirer  ainsi  des  urnes  précédentes ,  x  boules  blanches ,  aoanf 
d'amener  soit  x'  boules  noires ^  soit  x"  boules  rouges,  soit^  etc.  Solution  du  |mx>- 
bième  par  la  méthode  des  combinaisons.  Identité  de  ce  problème  avec  celui 
qui  consiste  à  déterminer  les  sorts  d  un  nombre  n  de  joueurs  dont  les  adresses 
respectives  sont  connues,  lorsqu'il  manque  pour  gagner  la  partie,  x  coupa  au 
premier,  x'  au  second,  x'^  au  troisième,  etc '^^^  7t  P^^  a  a  3. 

Solution  générale  du  problème  précédent,  par  l'analyse  des  fonctions  généra- 
trices. Dans  le  cas  de  deux  joueurs  A  et  B  dont  les  adresses  respectives  sont 
égales,  le  problème  est  celui  que  Pascal  proposa  à  Fermât,  et  que  ces  deux 
grands  géomètres  résolurent.  Il  revient  à  imaginer  une  urne  qui  renfieime 
deux  boules ,  l'une  blanche  et  l'autre  noire ,  portant  chacune  le  n^  i  *,  la  boule 
blanche  étant  pour  le  joueur  A ,  la  boule  noire  pour  le  joueur  B.  On  tire  de 
l'urne  une  boule  que  Ton  y  remet  ensuite,  pour  procéder  à  un  nouveau 
tirage,  et  Ton  continue  ainsi  jusqu*à  ce  que  la  somme  des  numéros  sortis, 
favorable  à  Tun  des  joueurs,  atteigne  un  nombre  donné.  Après  un  certain 
nombre  de  tirages,  il  manque  encore  au  joueur  A  le  nombre  x,  et  au  joueur  B 
le  nombre  x^.  Les  deux  joueurs  conviennent  alors  de  se  retirer  du  jeu,  en 
partageant  Tcnjcu  qu  ils  ont  mis  en  commençant  :  il  s'agit  de  connaître  com- 
ment doit  se  faire  ce  partage.  Ce  qui  revient  aux  joueurs  doit  être  évidem- 
ment proportionnel  à  leurs  probabilités  respectives  de  gagner  la  partie. 
Généralisation  et  solution  de  ce  problème,  i*  en  supposant  dans  Tume  une 
boule  blanche  favorable  à  A ,  et  portant  le  n**  i ,  et  deux  boules  noires  favo- 
rables à  B ,  et  portant  Tune  le  n**  i ,  et  l'autre  le  n**  2  ;  chaque  boule  diminuant 
de  son  numéro  le  nombre  des  points  qui  mancpient  aujoueiu-  auquel  elle  est 
favorable;  !i"  en  supposant  dans  l'urne  deux  boules  blanches  portant  les  n*  i 
et  2,  et  deux  boules  noires  portant  les  mêmes  numéros.  .  .    n**  8,  page   a  a  5. 

Concevons  dans  une  urne,  r  houles  marquées  du  n*"  i,  r  boules  marquées  da  n*  a,  et 
ainsi  de  suite  jusqu'au  n*  n:  ces  boules  étant  bien  mêlées  dans  Vume,  et  tiréei  toutes 
successivement  y  on  demande  la  probabilité  qu'il  sortira  au  moins  s  boules  aa  rang 
indiqué  par  leur  numéro.  Solution  générale  du  problème ,  et  de  celui  dans 
lequel,  ayant  i  mues  renfermant  chacune  le  nombre  n  de  boules,  toutes  de 
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couleurs  dififérentes ,  et  que  l'on  tire  toutes  successivement  de  chaque  urne , 
en  complétant  le  tirage  d'une  urne  avant  de  passer  à  une  autre  urne;  on 
demande  la  probabilité  qu'ime  ou  plusieurs  boules  de  h  même  couleur  sor- 
tiront au  même  rang  dans  les  tirages  complets  des  urnes .  .  n*  9 ,  page  2 36. 

Deux  joueurs  A  et  B  dont  les  adresses  respectives  sontp  et  q,  et  dont  le  premier  a  le 
nombre  a  de  jetons,  et  le  second  le  nombre  p,  jouent  à  cette  condition,  que  celai 
qui  perd  donne  un  jeton  à  son  adversaire,  et  que  la  partie  ne  finisse  que  lorsque  l'un 
des  joueurs  aura  perdu  tous  ses  jetons;  on  demande  laprobahilité  que  l'un  des  joueurs 
gagnera  la  partie  avant  ou  au  n^*  coup.  Fonction  génératrice  de  cette  proba- 
bilité ,  d  où  l'on  tire  Texpression  générale  de  la  probabilité.  Expression  de  la 
probabilité  que  la  partie  finira  avant  ou  au  n****  coup.  Ce  qu'elle  devient  lors- 
qu'on suppose  a  infini.  Valeur  très-approchée  de  la  même  expression,  lorsque 
l'on  suppose  de  plusp  et  ^  égaux,  et  lorsque  b  est  un  nombre  considérable.  Si 
6^100, ilya  du  désavantage  à  parier  un  contre  un ,  que  A  gagnera  la  partie 
dans  23*780  coups;  mais  il  y  a  de  l'avantage  à  parier  qu'il  la  gagnera  dans 
^3781  coups n*  10,  page  245. 

Un  nombre  n  -h  1  de  joueurs  jouent,  ensçfnbleaax  conditions  suivantes.  Deux  d'entre 
eux  jouent  d'abord,  et  celui  qui  perd  se  retire  après  avoir  mis  un  franc  au  jeu,  pour 
n'y  rentrer  qu  après  que  tous  les  aatre^  joueurs  ont  joué;  ce  qui  a  lieu  généralement 
pour  tous  les  joueurs  qui  perdent,  et  qui  par  là  deviennent  les  derniers.  Celui  des 
deux  premiers  joueurs  qui  a  gagné^,joue  avec  le  troisième,  et,  s'il  le  gagne,  il  con- 
tinue déjouer  avec  le  quatrième,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  qu'il  perde  oujasquà 
ce  qu'il  ait  gagné  successivement  tous  les  joueurs.  Dans  ce  dernier  cas ,  la  partie  est 
finie.  Mais  si  le  joueur  gagnant  au  premier  coup  est  vaincu  par  l'un  des  autres 
joueurs,  le  vainqueur  jom  avec  le  joueur  suivant,  et  continue  déjouer  jusqu'à  ce 
qu'il  soit  vaincu  ou  jusqu'à  ce  qu'il  ait  gagné  de  suite  tous  les  joueurs.  Le  jeu  con- 
tinue  ainsi  jusqu'à  ce  qu'un  des  joueurs  gagne  de  suite  tous  les  autres,  ce  qui  finit 
la  partie;  et  alors  le  joueur  qui  la  gagne,  emporte  tout  ce  qui  a  été  mis  au  jeu.  Cela 
posé,  on  demande,  i**  la  probabilité  que  lej  eu  finira  avant  ou  aa  nombre  x  de  coups; 
2""  la  probabilité  que  l'un  quelconque  des  joueurs  gagnera  la  partie  dans  ce  nombre 
de  coups  ;  3""  son  avantage.  Solution  générale  du  problème.  Fonctions  généra- 
trices de  ces  trois  quantités,  d'où  Ton  tire  leurs  valeiu*s.  Expressions  fort  simples 
de  ces  quantités  lorsque  x  est  infini,  ou  lorsque  le  jeu  est  continué  indéfi- 
niment    ïf  11^  page  260. 

q  étant  la  probabilité  d'un  événement  simple  à  chaque  coup,  on  iêmanie  la  probabilité 
de  l'amener  ifais  de  suite^  dans  le  nombre  w  de  coups.  Solution  du  problème. 
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Fonction  gcncralrice  de  cette  probabilité,  d'où  Ton  tire  i'exprettîoa  de  la 
probabilité. 

Deux  joueurs  A  et  B,  dont  Us  adresses  respectives  sont  q  et  i — q.joumU  à  eeiie 
condition,  que  celui  des  deux  qui  aura  le  premier  vaincu  ijois  de  suite  «on  i 
saire  gagnera  la  partie;  on  demande  les  probabilités  respectives  des  jomiwn 
gagner  la  partie  avant  ou  aa  coup  x.  Solution  du  problème  au  moyen  des 
fonctions  génératrices.  Expressions  de  ces  probabilités  dans  le  cas  de  x  infini. 
Sorts  respectifs  des  joueurs,  en  supposant  qu'à  chaque  coup  quUs  perdent, 
ib  déposent  un  franc  au  jeu n**  la,  page  970. 

Une  urne  étant  supposée  contenir  n  -¥-  1  boules,  distinguées  par  les  n**  o,i.a,3...*ii; 
on  en  tire  une  boule  que  l'on  remet  dans  l'urne  après  le  tirage;  on  demande  Impro- 
babilité qu'après  i  tirages ,  la  somme  des  nombres  amenés  sera  égale  à  1.  Sointîon 
du  problème ,  fondée  sur  un  artifice  singulier  qui  consiste  dans  remploi  due 
caractéristique  propre  à  faire  connaître  la  diminution  successive  qu*il  frut 
faire  subir  à  la  variable,  dans  chaque  terme  du  résultat  final  des  int^;ralîons 
successives,  lorsqu elles  sont  discontinues.  Application  de  la  solution  au  pro- 
blème qui  consiste  à  déterminer  la  probabilité  d*amener  un  nombre  donné , 
en  projetant  1  dés,  chacun  d'un  nombre  11 -H  1  de  faces;  et  au  problème  où 
Ton  cherche  la  probabilité  que  la  somme  des  inclinaisons  à  Técliptique ,  d*un 
nombre  s  d orbites,  sera  comprise  dans  les  limites  données,  en  supposant 
toutes  les  inclinaisons  depuis  zéro  jusqu  à  1  angle  droit  également  possibles. 
On  fait  voir  que  Texistencc  d*unc  cause  commune  qui  a  dirigé  les  mouve- 
ments de  rotation  et  de  révolution  des  planètes  et  des  satellites,  dans  le  sens 
de  rotation  du  soleil ,  est  indiquée  avec  une  probabilité  excessivement  appro- 
chante de  la  certitude ,  et  bien  supérieure  à  celle  du  plus  grand  nombre  des 
faits  historiques  sur  lesquels  on  ne  se  permet  aucun  doute.  La  même  sdution 
appliquée  au  mouvement  et  aux  orbites  de  cent  comètes  observées  jusqu'à  ce 
joxu:  prouve  que  rien  n  indique  clans  ces  astres  une  cause  primitive  qui  ait 
tendu  à  les  faire  mouvoir  dans  un  sens  plutôt  que  dans  un  autre,  ou  sous  une 
inclinaison  plutôt  que  sous  une  autre,  au  plan  de  fécliptique.  n**  i3,  p.  276. 

Solution  du  problème  exposé  au  commencement  du  numéro  précédent,  dans 
le  cas  où  le  nombre  des  boules  qui  portent  le  même  numéro  n  est  pas  égal  à 
l'unité,  et  varie  suivant  une  loi  quelconque n*  lA,  page  a 85. 

Application  de  1  artifice  exposé  dans  le  n^i  3  à  la  solution  de  ce  problème.  iSoîml  1 
quantités  variables  dont  la  somme  est  s ,  et  dont  les  lois  de  possibilité  sont  connaes , 
et  peuvent  être  discontinues  ;  on  propose  de  trouver  la  somme  des  produits  de  chaque 
valeur  que  peut  recevoir  une  fonction  quelconque  de  ces  variables ,  multipliée  pat  la 
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probahilité  cêmspomdanÊe  à  cette  vakmr.  ApplieatioD  Ab  cette  solution  à  la 
recherche  de  la  probabilité  que  f  erreur  du  résultat  d-un  nombre  quelconque 
d'observations  dont  les  lois  de  facilité  des  eirev^  sont  eiprimëes  par  des 
fonctions  rationnelles  et  entièreâ^thBoeserreucs  lei^oompnse  dansiez  limites 
données.  ■•      •'       ■.-'■.■-  i*>     ■ 

Application  de  la  même  solutionna  Ibrecbeiy^he  dVme  règle  propre  à  fiure 
connaître  le  résultat  le- plus' probable  des- opinibns  émises  >  par  les  divers 
membres  dun  tribunal  :  cette  règle  n'est  point  applicable  aux  choix  des  assem* 
blées  électorales.  Règle  relative  à  ces  choix,  lorsqu'on  fait  abstraction  des 
passions  des  électeurs,  et  des  considérations' étrangères  au  mérite,  qui  peu- 
vent les  déterminer.  Ces  diverses  causes  rendent  cette  règle  sujette  à  de  graves 
inconvénients  qui  Tont  fait  abandonner. 

Redierche  de  la  loi  de  probafa^té  del  erreurs  des. observations,  moyenne  entre 
toutes  celles  qui  satisfont  aux  conditions  que  les  erreurs  positives  soient  les 
mêmes  que  les  erreurs  négatives,  et  que  leur  probabilité  diminue  quand  elles 
augmentent > n*"  1 5 ,  page  286. 

Chapitre  m.  Des  lois  de  la  probabilité  qui  résultent  de  la  multiplication 
indéfinie  des  événements page  3o  1 . 

p  étant  la  probabilité  de  l'arrivée  d^an  événement  simple  à  chaque  coup,  et  i^p 
celle  de  sa  non-arrivée;  déterminer  la  probabilité  qae  sur  an  très-grand  nombre  n 
de  coups,  le  nombre  de  fois  que  f  événement  aura  lieu  sera  compris  dans  des  limites 
données.  Solution  du  problème.  Le  nombre  de  fois  le  plus  probable  est  np. 
Expression  de  la  probabilité  que  ce  nombre  de  fois  sera  compris  dans  les 
limites  npdtzl.  Les  limites  ±/  restant  les  mêmes,  cette  probabilité  augmente 
avec  le  nombre  n  de  coups  :  la  probabilité  restant  la  même ,  le  rapport  de 
Tintervalle  il  des  limites  au  nombre  n  se  resserre  quand  n  augmente;  et 
dans  le  cas  de  n  infini,  ce  rapport  devient  nul,  et  la  probabilité  se  change 
en  certitude.  La  solution  du  problème  précédent  sert  encore  à  déterminer 
la  probabilité  que  la  valeiu*  de  p  supposée  inconnue  est  comprise  dans  des 
limites  données,  lorsque  sur  un  très-grand  nombre  n  de  coups  on  connaît 
le  nombre  î  des  événements  correspondants  à  p  qui  sont  arrivés  :  p  est  alors 

à  très-peu  près  ~;  et  généralement,  lorsque  dans  un  coup  il  doit  airiver  fun 

quelconque  de  plusieurs  événements  simples,  les  probabilités  respectives  de 
ces  événements  sont  à  très-peu  près  proportionnelles  au  nombre  de  fois  qu'ils 
arriveront  dans  un  très-grand  nombre  n  de  coups.  P  étant  la  probabilité  de 

TOME   ▼».  Ak 
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l'arrivée  d'un  événement  composé  de  deux  événements  simples  d<Mit  p  et 
1  —p  sont  les  possibilités  respectives,  et  i  —  P  étant  la  probabilité  4e  ia 
non-arrivée  de  cet  événement  composé;  si  sur  un  très-grand  nombre  n  d'ar- 
rivées et  de  non-arrivées  du  même  événement  on  connaît  le  nomfaire  î  de 
ses  arrivées,  on  a  la  probabilité  que  la  valeur  de  P  sera  comprise  dans 
des  limites  données;  et  comme  P  est  une  fonction  connue  de  p,  on  en 
conclut  la  probabilité  que  la  valeur  de  p  sera  comprise  dans  des  lieûtes 
données n*  1 6 ,  page.  3o  i . 

Une  lime  A  renfermant  an  très-grand  nombre  n  de  boules  blanches  et  noires  ;  à  chaîne 
tirage,  on  en  extrait  une  que  l'on  remplace  par  une  boule  noire;  on  demande  la 
probabilité  qu'après  r  tirages,  le  nombre  des  boules  blanches  sera  .r. 

La  solution  du  problème  dépend  d'une  équation  linéaire  aux  différences  finies 
partielles  du  premier  ordre  à  roelTicients  variables.  Réduction  de  cette  équa- 
tion à  une  équation  aux  diflercnces  partielles  infiniment  petites.  Intégration 
de  cette  dernière  équation.  Application  de  In  solution  au  cas  où  Turhe  est 
remplie  primitivement  de  cette  manière  :  on  projette  un  prisme  droit  dont 
la  base,  étant  un  polygone  régulier  de  p-^q  côtés,  est  assez  étroite  pour  que 
le  prisme  ne  tombe  jamais  sur  elle  :  sur  les  p-^q  faces  latérales,  p  sont 
blanches,  et  q  sont  noires,  et  l'on  met  dans  lurne  A,  à  chaque  projection, 
une  boule  de  la  couleur  de  la  face  sur  laquelle  le  prisme  retombe. 

Dni.r  urnes  A  et  B  renferment  chacune  un  très-grand  nombre  n  de  boules  blanches 
et  noires,  le  nombre  des  blanches  étant  égal  à  celui  des  noires,  dans  la  totaUié 
•in  des  boules;  on  tire  en  même  temps  une  boule  de  chaque  urne,  et  l'on  remet 
dans  une  urne  la  boule  extraite  de  l'autre.  En  répétant  un  nombre  quelconque  r  de 
fois  cette  opération,  on  demande  la  probabilité  qu'il  y  aura  x  boules  blanches  dans 
lurne  A . 

Le  problème  dépend  dune  équation  linéaire  aux  différences  finies  partielles 
du  second  ordre,  à  coefficients  variables.  Réduction  de  cette  équation  à  une 
équation  aux  diderences  pai*tielles  infiniment  petites  du  second  ordre.  In- 
tégration de  cette  dernière  équation,  au  moyen  d'une  intégrale  définie.  Dé- 
veloppement de  cette  intégrale  en  séries.  Détermination  des  constantes  de 
la  série,  au  moyen  de  sa  valeur  initiale.  Théorèmes  analytiques  relati&  à 
cet  objet.  Application  de  la  solution ,  au  cas  où  IWne  .4  est  primitivement 
remplie,  comme  dans  le  problème  précédent.  Valeur  moyenne  des  boules 
blanches  de  chaque  urne,  après  r  tirages.  Expression  générale  de  cette  va- 
leur, dans  le  cas  où  Ion  a  un  nombre  e  durnes  disposées  circulairement ,  et 


TABLE  DES  MAl'IÊRBSl  cLtkxVii 

renfermant  chacune  un  grand  nombre  n  dé  boutes;  les  unes  blanches  et  les 
autres  noires;  chaque  tirage  consistant  à  extraire  en  même  temps  une  boule 
de  chaque  urne,  et  à  la  remettre  danir  la  isuivai^te,  en  partant  de  lune 
d'elles,  dans  un  sens  déterminé .' ...  :        ;  .*.  ....:..:. n*  1 7,  page  3 1 1 . 

Chapitre  iv.  De  la  probabîiHé  des  erreurs  des  résuhàts  moyens  d'un 
grand  nombre  d'obdervations,  et  d^  résultats  moyens  les  plus  avan- 
tageux  page  333. 

Déterminer  la  probabilité  qae  h,  somme  ies  erreurs  d'un  grand  nombre  d'observations 
sera  comprise  dans  des  limites  données,  en  supposant  que  la  loi  de  possibilité  des 
erreurs  est  connue,  et  la  même  pour  chaque  observation,  et  que  les  erreurs  négatives 
sont  aussi  possibles  que  les  erreurs  positives  correspondantes.  Expression  générale 
de  cette  probabilité n*  18,  page  333. 

Déterminer,  dans  les  suppositions  précédentes,  la  probabilité  que  la  somme  des 
erreurs  d'un  grand  nombre  d'observations ,"  ou  la  somme  de  leurs  carrés ,  de 
leurs  cubes ,  etc.  sera  comprise  dans  des  limites  données ,  abstraction  faite  du 
signe.  Expression  générale  de  cette  probabilité  et  de  la  .somme  la  plus  pro- 
bable      n*  1 9 ,  page  339. 

Un  élément  étant  connu  à  fort  peu  près,  djétermiiiei  sa  correction  par  l'ensemble  d'un 
grand  nombre  d'observations.  Formation  des  équations  de  condition.  En  les  dis- 
posant de  manière  que,  dans  chacune  d'elles,  le  coeDicient  de  la  correction  de 
l'élément  ait  le  même  signe,  et  les  ajoutant,  on  forme  une  équation  fmale 
qui  donne  une  correction  moyenne.  Expression  de  la  probabilité  que  Ter- 
reur de  cette  correction  moyenne  est  comprise  dans  des  limites  données. 
La  manière  la  plus  générale  de  former  Féquation  finale  est  de  multiplier 
chaque  équation  de  condition  par  un  facteur  indéterminé  et  d'ajouter  tous 
ces  produits.  Expression  de  la  probabilité  que  Terreur  de  la  correction ,  don- 
née par  cette  équation  finale,  est  comprise  dans  des  limites  données.  Expres- 
sion de  Terreur  moyenne  que  Ton  peut  craindre  en  plus  ou  en  moins.  Déter- 
mination du  système  de  facteurs  qui  rend  cette  erreur  un  minimum.  On  est 
conduit  alors  au  résultat  que  donne  ta  méthode  des  moindres  carrés  des 
erreurs  des  obserrations.  Erreur  moyenne  de  son  résultat.  Son  expression 
dépend  de  la  loi  de  facilité  des  erreurs  des  observations.  Moyen  de  l*en  rendre 
indépendant :.........  .n*  ao,  page  342. 

Corriger  par  l'ensemble  d'un  gfiulkd  nombre  ^ohiervatiàns  plusieurs  éléments  déjà 
connus  à  fort  peu  près.  Porinbtion  de^  équations  dé  condition.  En  les'mul- 

AA 
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tipliant  chacune  par  un  facteur  indëtemiiné  et  ajoutant  les  produito,  on 
forme  une  {dernière  équation  finale  :  un  second  système  de  facteum  donne 
une  seconde  équation  finale,  et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  que  Ton* mit^otant 
d'équations  finales  qu'il  y  a  d'éléments  ii  corriger.  Kiq)ression-  des  etVOurs 
moyennes  que  Ion  peut  craindre  sur  chaque  élément  corrigé  par  ces  équa- 
tions finales.  Détermination  des  syst^mes  de  fiictemiB,  par  lia-  condition  qne 
ces  erreurs  moyennes  soient  des  minima.  On  retombe  dans  la  mëtfiode  des 
moindres  carrés  des  erreiu^  des  obsenntions ;  d'où  il  suit  que  cette  méthode 
est  celle  que  le  calcul  des  probabilités  indique  comme  étant  la  plus  avanta- 
geuse. Expression  des  erreurs  moyennes  quelle  laisse  encore  à  crâSkldre 
en  plus  ou  en  moins  sur  chaque  élément.  Ces  expressions  sont  indépen- 
dantes de  la  loi  de  facilité  des  erreurs  de  chaque  observation,  et  ne  ren- 
ferment que  des  données  des  observations.  Moyen  simple  de  comparer 
entre  elles,  du  côté  de  la  précision,  diverses  labiés  astronomiques  d*un  même 
astre n**  2 1 ,  page.  353. 

Examen  du  cas  où  la  possibilité  des  erreiu^s  négatives  n  est  pas  la  même  que  celle 
des  erreurs  positives.  Résultat  moyen  vers  lequel  converge  la  somme  des 
produits  des  erreurs  d'un  grand  nombre  d'observations,  par  des  facteurs 
quelconques;  probabilité  de  cette  convergence n""  aa»  page  36  1 . 

Examen  du  cas  où  l'on  considère  les  observations  déjà  faites.  Alors  Terreur  de 
la  première  donne  les  erreurs  de  toutes  les  autres.  La  probabilité  de  cette 
erreur,  prise  à  posteriori,  ou  d'après  les  obsen'ations  déjà  faites,  est  le  pro- 
duit des  probabilités  respectives ,  à  priori,  des  erreurs  de  chaque  obsei'vation. 
En  concevant  donc  une  courbe  dont  l'abscisse  soit  l'eiTCur  de  la  première 
observation,  et  dont  ce  produit  soit  Tordonnée,  cette  courbe  sera  celle  des 
probabilités,  à  posteriori,  des  erreurs  de  la  première  observation.  L'erreur 
qu'il  faut  lui  supposer  est  l'abscisse  correspondante  à  Tordonnée  qui  divise  faire 
de  la  courbe  en  deux  parties  égales.  La  valeur  de  cette  absrisse  dépend  de 
la  loi  inconnue  des  probabilités,  à  priori,  des  erreurs  des  observations;  et. 
dans  cette  ignorance,  il  convient  de  s  en  tenir  au  résultat  le  plus  avantageux, 
déterminé,  à  priori,  parles  articles  précédents.  Recherche  de  la  loi  des  pro- 
babilités, à  priori,  des  erreurs,  qui  donne  constamment  la  somme  des  er- 
reurs, nulle  pour  le  résultat  qu'il  faut  choisir  à  posteriori.  Cette  loi  donne 
généralement  la  règle  du  minimum  des  carrés  des  erreur  des  observations. 
Cette  dernière  règle  de>âent  nécessaire ,  lorstpie  l'on  doit  choisir  un  résultat 
moyen  entre  plusieurs  résultats  donnés ,  chacun ,  par  un  grand  nombre  d*ob- 
{lervations  de  divers  genres n**  33 ,  page  3€5. 
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Recherche  du  système  de  corvectiona  de  plum(U]»:é)éineiiUv  pariui:^!^ 
nombre  dobservatkuis^  qui. rend  un  mnvnwiH^absIraetioi»  feite-du  signe,  la 
plus  grande  des  erreurs  qu*U  leur.  suppose^lCe: système  est  celui  quiicend 
un  minimum t  la  somme  des  puissances  semblables,  très-ëlevëes  et  paires  de 
chaque  erreur.  Il  diffère  peu  du  système  donaé  par  la  méthode  des  moindres 
carrés  des  erreurs  des  obsertations.  Notice  hbtorique  sur'  les  méthodes  de 
correction  des  éléments,  par  les  observations «  .  .  .a'*  a/i,  page  376. 

Chapitre  v.  Applicatioa  du  icalqul  des.,prob2^bilités,  à  la  recherche  des 
phénomènes  et  de  leurs. causez^  r .  .m:-  ^:«-  <*-...  r *   page  383. 

On  peut,  par  l'analyse  des  chapitrés  précédents',  appliquée  à  un  grand  nombre 
d'observations,  déterminer  la  probabilité  de  lexistence  des  phénomènes  dont 
l'étendue  est  assez  petite  potû*  être  cotiiprîse  dans  les  limites  des  erreurs  de 
chaque  observation.  Formules  qiiî  expriment  que  les  probabilités  de  l'exis- 
tence du  phénomène  et  de  son  étendue  sont  comprises  dans  des  limites 
données.  Application  à  la  variation  diurne  du  baroinètre  et  à  la  rotation  de 
la  terre,  déduite  des  expériences  ^'lâ  clùite  dès  corps.  La  même  analyse 
est  applicable  aux  questiohs  ^es'^Tusdélibatèsr dé  l'astronomie,  de  l'économie 
politique ,  de  la  médecine ,  etc.  et  à  là  solution  des  problèmes  sur  les  hasards , 
trop  compliqués,  pour  être  résolus  directenieht  par  rârialyse."  Un  plancher 
étant  divisé  en  petits  carrekax  rectdngiès,  pat  des  Ughes  parallèles  et  perp'evidicu- 
laires  entre  elles;  déterminer  la  probabilité  (fa  en  projetant  aa  hasard  une  aiguille, 
elle  retombera  sar  un  joint  de  ces  carreaux n**  aS,  page  383. 

Chapitre  vi.  De  la  probabilité  des  causes  et  des  événements  futurs, 
tirée  des  événements  observés page  Sgg. 

Un  événement  observé  étant  composé  d'événements  simples  da  même  genre,  et  dont  la 
possibilité  est  inconnue;  déterminer  la  probabilité  que  cette  possibilité  e^t  comprise 
dans  des  limites  données.  Expression  de  cette  probabilité.  Formule  pour  la 
déterminer  par  une  série  très<Nnivergente,  lorsque  l'événement  observé  est 
composé  d  un  grand  nombre  de  ces  événement»  simples.  Extension  de  cette 
formule  au  cas  où  l'événement  obsemé.  est  oomposé  .de  plusieurs,  genres 
différents  d'événements  simples ;.....  .n"*-  a6,  page  399. 

Application  de  ces  foimuies  aux  problèmes  suivants.  i>^aj:J(Mitfiir5  A  et  B  jouent 
ensemble  à  cette  coadition,  que  celui  qui  sar  trois  ocmpê'^namu  gtigné  deax  ga- 
gnerala  partie^  le  troisième  coup  n'étant  pas  joué,  camms-^nutiU$^  siie  tnémejimeur 
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gagne  les  deux  premien  coups.  Sur  an  grand  nombre  n  de  parties  gagnées,  A  en  a 
gagné  le  nombre  i;  on  demaaie  la  prohabilité  qae  son  adresse,  respectwement  au 
joueur  B,  est  comprise  dans  des  limites  données. 

On  demande  la  probahiiké  ijue  le  nombre  des  coups  joués  est  compris  dans  des  limites 
déterminées.  Enfin,  ce  dernier  nombre  étant  supposé  oonnu,  on  demande  la  proba- 
bilité que  le  nombre  des  parties  est  compris  dans  des  limites  données. 

Solution  de  ces  divers  problèmes n*  a 7,  page  A06. 

Application  des  formules  du  n®  26  aux  naissances  observées  dans  les  principaux 
lieux  de  l*Europe.  Partout  le  nombre  des  naissances  des  garçons  est  supérieur 
à  celui  des  naissances  des  filles.  Déterminer  la  probabilité  qu'il  existe  une  cause 
constante  de  cette  supériorité,  daprès  les  naissances  observées  dans  an  Ueu  donné. 
Solution  du  problème.  Cette  probabilité  pour  Paris  diffère  excessivement 
peu  de  la  certitude n"*  28 ,  page  4  i  4. 

A  Paris,  le  rapport  des  naissances  des  garçons  à  celles  des  filles  est  — -,  tandis 
qu  à  Londres  ce  rapport  est  -| .  Déterminer  la  probabilité  qu'il  existe  une  cause 

constante  de  cette  différence.  Solution  du  problème.  Cette  probabilité  est  très- 
grande.  Conjecture  vraisemblable  sur  cette  cause n*  ^9»  page  62 o. 

Recherche  de  la  probabiKté  des  résultats  fondés  sur  les  tables  de  mortalité  ou 
d'assurance,  construites  sur  un  grand  nombre  d'observations. 

Supposant  que  sur  un  grand  nombre  p  d^individus  de  l'âge  A,  on  ait  observé  qu'il  en 
existe  q  à  l'âge  A  -h  a,  rà  tâge  A  -h  a  -+-  a',  etc.  déterminer  la  prohabilité  que 

sur  un  grand  nombre  p'  d'ûiditidas  da  même  âge  A,  il  en  exUtera  —  ziizà  Vâge 
A  -h-û,  —  ±  2'  à  Cage  A  -♦-  a',  etc.  Solution  du  problème.  Il  en  résuite  quen 

augmentant  le  nombre  p  on  approche  sans  cesse  de  la  vraie  loi  de  mortalité , 
avec  laquelle  les  résultats  des  observations  coïncideraient,  si  p  était  in- 
fini. ...  • n'*  3o,  page  4^3. 

Evaluer,  au  moyen  des  naissances  ànnaeUes ,  la  population  £an  vaste  empire.  Solution 
du  problème.  Âpplicaticm  à  la  France.  Probabilité  que  Terreur  de  cette  éva- 
luatiOR  sera  comprise  dans  des  limites  données .........  n*  3 1 ,  page  43o. 

Expression  de  la  [probabilité  d'un  événement  futur,  tirée  d'un  événement  ob- 
servé. Lorsque  Tévénement  futur  est  composé  d'un  nombre  d'événements 
simples,  beaucoup  plus  petst  que  cehii  des  événements  simples  qui  entrent 
daas- l'événement  observé,  on  peut,  sans  eireur  sensible,  déterminer  la  posr 
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.  sibilité  de  rëvénement  futur-,  en  supposant,  à  chaque  érénement  simple,  ]a 
possibilité  qui  rend  rëvénement  observé  le  phis  probable. .  n*"  ^9 ,  page  &33. 

Depuis  l'époque  oà  Von  a  distingué  à  Paris,  sur  les  registres ,  les  naissances  de  chaque 
sexe,  on  a  observé  que  le  nombre  de»  naùswM^es  moêculmes  Remporte  swr  celai 
des  naissances  féminmesi  déterminer  ta  probabilité  qvbe  cette  supériorité  annuelle 
se  maintiendra  dans  un  intervalle  de  t^mps  donné,  par  exemple,  dans  V espace 
d'un  siècle n*»  33,  page  436. 

Chapitre  vu.  De  Tinfluence  des  inégalités  inconnues  qui  peuvent  exister 
entre  des  chances  que  Ton  suppose  parfaitement  égales.  .  .  page  442* 

Examen  des  cas  dans  lesquels  cette  influence  est  favorable  ou  contraire.  Elle 
est  contraire  à  celui  qui,  au  jeu  de  croix  et  pile,  parie  d'amener  croix  un 
nombre  impair  de  fois,  dans  un  nombre  pair  de  coups.  Moyen  de  corriger 
cette  influence . ... n®  34 ,  page  44^. 

Chapitre  vin.  Des  durées  moyennes  de  la  vie,  des  mariages  et  des 
associations  quelconques .  .  .  .  v  .  ^ .  .  .  v page  il48. 

Expression  de  la  probabilité  que  la  durée  moyenne  de  la  vie  dun  grand  nombre 
n  d  enfants  sera  comprise  dans  ces  limiter  :  vraie  durée  m0yenne  de  la  vie ,  plus 
ou  moins  une  quantité  donnée  très-petite.  Il  en  résulte  que  cette  probabilité 
croît  sans  cesse  à  mesure  que  le  nombre  des  enfants  augmente,  et  que,  dans 
le  cas  d'un  nombre  infini,  cette  probabilité  se  confond  avec  la  certitude, 
fintervalle  des  limites  devenant  infiniment  petit  ou  nul.  Expression  de  Terreur 
moyenne  que  Ton  peut  craindre  en  prenant  pour  durée  moyenne  de  la 
vie ,  celle  d  un  grand  nombre  d'enfants.  Règle  pour  conclure  des  tables  de 
mortalité  la  durée  moyenne  de  ce  qui  reste  k  vivre  à  une  personne  d'un 
âge  donné n**  35,  page  448. 

Expression  de  la  durée  moyenne  de  la  vie ,  si  l'une  des  causes  de  mortalité  vient 
à  s'éteindre.  Expression  particulière  au  cas  où  l'on  parvient  à  détruire  une 
maladie  qu'on  ne  peut  contracter  qu'une  fois  dans  la  vie.  L'extinction  de  la 
petite  vérole,  au  moyen  de  la  vaccine,  accroîtrait  de  plus  de  trois  années  la 
durée  moyenne  de  la  vie ,  si  l'accroissement  de  population  qui  en  résulterait 
n'était  point  arrêté  par  le  défaut  de  subsistances, .......  .n*"  36,  page  k^i. 

De  la  durée  moyenne  des  mariages.  Expression  de  leur  durée  moyenne  la  plus 
probable ,  et  de  la  probabililté  que  l'errepr  de  cetl^^  expression  est  comprise 
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dan$  des  limites  données.  De  la  durée  moyenne  des  assodatioas 

d*un  nombre  quelconque  d'individus n"  Sy,  page  A  55. 

CuÀPiTfiE  IX.  Des  bénélices  dépendants  de  la  probabilité  des  évinenents 
faims page  46o. 

!jf  l'on  cUtcnd  un  nombi-e  qadconqae  (IcvénemcnU  simples  dont  les  probabilités  $oietU 
connues  et  ioni  l'arrivée  procure  un  arantnge,  leur  non-arrivée  causant  anr  perte; 
déterminer  le  bénéfice  niathcmaiique  résultant  de  leur  attente.  Expression  de  la 
probabilité  que  le  béncrice  réel  sera  compris  dans  des  limites  données, 
quand  le  nombre  des  événements  attendus  est  très-grand.  Quelque  peu. 
d'avantage  que  produise  chaque  événement  attendu ,  le  bénéfice  4®vi|Uit 
infiniment  grand  et  certain ,  quand  le  nombre  des  événements  est  suffiocé 
infini n°  38,  page  A6o. 

Si  les  diverses  chances  d'un  événement  attendu  produisent  des  avantages  et  de/^ffffes 
dont  les  probabilités  respectives  soient  données;  déterminer  le  bénéfice  maHiématiqne 
résultat  de  l'attente  d'un  nombre  quelconque  d'événements  semblables.  Expression 
de  la  probabilité  que  le  bénéfice  réel  sera  compris  dans  des  limites  doimées, 
lorsque  ce  nombre  est  tivs-grand n°  3g,  page  &6&. 

Ues  bénéfices  des  établissements  fondés  sur  les  probabilités  de  la  vie.  Expression 
du  capital  qu'il  faut  donner  pour  constituer  une  rente  viagère  sur  une  ou 
plusieurs  tètes.  Expression  de  la  rente  quun  individu  doit  donner  à  un  éta- 
blissement, pour  assurer  à  ses  liéritiers  un  capital  payable  h  sa  mort. 
Expression  de  la  probabilité  que  le  bénéfice  réel  de  l'établissement  sera 
compris  dans  des  limites  données ,  en  supposant  quun  grand  nombre 
d'individus,  en  constituant  chacun  mic  rente  sur  sa  tête,  versent  chacun 
une  somme  déterminée  dans  la  caisse  de  I  établissement ,  poiu*  subvenir  à 
ses  frais n**  Ao,  page  467. 

Chapitre  x.  De  l'espérance  morale P^^  àjà^ 

Expression  de  la  fortune  morale,  en  partant  de  ce  principe,  que  le  bien  moral, 
procuré  à  un  individu  par  une  somme  infiniment  petite,  est  proportionnel 
à  cette  somme  divisée  par  la  fortune  physique  de  cet  individu.  Expression 
de  la  fortune  morale  résidtante  de  l'expectative  d'un  nombre  quelconque 
d'événements  qui  procurent  des  bénéfices  dont  les  probabilités  respectives 
sont  connues.  Expression  de  la  fortune  physique  correspondante  à  cette  for- 
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tuoe  morale. L'aocroisBen]eftt*(U«cette fortune  physique,  résultant  des  événe- 
ments attendus,  est  ce  que  je  nomme  amnto^  mond  rektifià  c&ê^événements. 
Conséquences  qui  résultent  de  ces  expressions.  Le  jeu,  mathématiquement 
le  plus  égal ,  est  toi]^ours.désa(>«intag0QS.  li  vaut  mieux  ea^osev  sa  fortune^  par 
parties,  à  des  dangers  indépendants  les  uns  des  autres,  que  de  lexposer  tout 
entière  au  même  danger.  En  divisant  ainsi  sa  fortune,  l'avantage  moral  se 
rapproche  sans  cesse  de  1  avantage  mathématique ,  et  finit  par  coïncider  a\e% 
lui,  lorsque  la  division  est  supposée  infinie.  L'avantage  moral  peut  être  aug- 
menté au  moyen  des  caisses  d'assurance ,  en  même  temps  que  ces  caisses 
produisent  aux  assureurs  un  bénéfice  certain . n*  4  » ,  page  4 76. 

Explication ,  au  moyen  de  la  théorie  précédente ,  ctun  paradoxe  que  présente 
le  calcul  des  probabilités .  « n*  A2 ,  page  68 1 . 

Comparaison  de  lavantage  moral  du  placement  d'un  même  capital,  sur  une 
tête  avec  celui  du  placement  sur  deux  têtes.  On  peut  à  la  fois,  par  de  sem- 
blables placements,  accroître  son  propre  avantage  et  assurer  dans  l'avenir  le 
sort  des  personnes  qui  nous  intéressent n"^  43,  page  485. 

Chapitre  xi.  De  la  probabilité  des  ténfioignages page  ^89. 

On  a  extrait  un  numéro  d'une  urne  qui  en  renferme  le  mmibre  ri;  un  timom  de 
ce  tirage,  dont  la  v&acité  et  la  probabilité  qu'il  ne  se  méprend  point  sont  sup 
posées  connues,  annonce  là  sortie  du  n""  i;  on  demande  la  probabilité  detette 
sortie n**  44  ,  page  489. 

On  a  extrait  une  boule  d'une  urne  qui  contient  n  —  i  houles  noires  et  une  boule 
blanche.  Un  témoin  du  tirage  annonce  que  la  bonle  extraite  est  blanche  ;  on 
demande  la  probabilité  de  cette  sortie.  Si  le  nombre  n  est  très-grand,  ce  qui 
rend  extraordinaire  la  sortie  de  la  boule  blanche,  la  probabilité  de  Terreur 
ou  du  n>ensonge  du  témoin  devient  fort  approchante  de  la  certitude ,  ce  qui 
montre  comment  les  faits  extraordinaires  affaiblissent  la  croyance  due  aux 
témoignages n*  45,  pi^e  49a. 

L'urne  A  contient  n  boules  blanches,  l'urne  B  contient  le  même  nombre  de  boules 
noires  ;.. on  a  extrait  une  hoak  de  tune  de  ces  urnes  ^  et  on  ïa  mise  dans  VoMdre 
nme,  dont  on  a  ensuite  extrait  une  boule.  Un  témoin  du  premier  tirage  annonce 
qu'il  a  vu  sortir  une  boule  blanche.  Un  témoin  du  second  tirage  annonce  qu'il  a 
va  pareillement  extraire  une  bonle  blanche.  On  demande  la  probabilité  de  cette 
double  sortie.  Pour  que  cette  double  sortie  ait  lieu,  il  faut  qu'une  boule 
blanche,  extraite  de  l'urne^  au  premier  tirage,  mise  ensuite  dans  Turne  B, 
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en  ait  été  extraite  au  second  tirage ,  ce  qui  est  un  événement  fort  extraor- 
dinaire, lorsque  le  nombre  n  de  boules  noires  avec  lesquelles  on  la  mâée 
est  très-ronsidérable.  La  probabilité  de  cet  événement  devient  alors  très- 
petite-,  doù  il  suit  que  la  probabilité  du  fait,  résultante  de  fensemble 
de  plusieurs  témoignages,  décroît  à  mesure  que  ce  fait  devient  plus  ex- 
traordinaire   n'  &6,  page  àgà. 

Beux  témoins  aiiesienl  la  sortie  dn  n"  i,  (Tune  arnc  qui  en  renferme  le  nombre  n,  et 
dont  on  na  extrait  qnnn  naméro;  on  demande  la  probaiiliti^  de  cette  sortie. 

Un  des  témoins  atteste  la  sortie  du  n"  i,  et  l'auÉre  atteste  la  sortie  du  n*  i';  ditermiaer 
la  probabilité  de  la  sortie  du  n""  i n*  47,  page  497. 

Une  ou  plusieurs  chaînes  traditionnelles  de  r  témoins  transmettent  la  Mortie  du 
n"  i  d'une  urne  qui  en  contient  le  nombre  n,  déterminer  la  probabilité  de  cette 
sortie n'  48,  page  5o i . 

On  connaît  les  véra(*ités  respectives  de  deux  témoins,  dont  un  au  moins,  et 
peut-être  tous  deux,  attestent  la  sortie  du  n^  1,  dune  urne  qui  en  contient 
le  nombre  n;  déterminer  la  probabilité  de  cette  sortie... n°  4g,  page  5o3. 

Les  jugements  des  tribunaux  peuvent  êti*e  assimilés  aux  témoignages.  Déterminer 
la  probabilité  de  la  bonté  de  ces  jutjemcnts n"  5o,  page  5o4- 

ADDITION  1.  On  déduit  de  l'analyse  du  11"  3/i  du  premier  livre,  l'expression 
du  rapport  de  la  circonférence  au  rayon,  donnée  pai*  Wallis,  en  produits  in- 
finis. Analyse  de  la  méthode  remarquable  par  laquelle  ce  grand  géomètre  y 
est  parvenu,  méthode  qui  contient  les  germes  des  théories  des  interpolations 
et  des  intégi'ales  définies page  5o6. 

II.  Démonstration  directe  de  Texpressiuii  de  l\s\  trouvée  dans  le  n"  4o  du 
premier  livre,  par  les  passages  du  positif  au  négatif,  et  du  réel  à  Tima- 
ginaire page  5 1  5. 

III.  Démonsù^ation  de  la  formule  [p)  du  n"  4^  du  premier  livre,  ou  de 
l'expression  des  différences  finies  des  puissances ,  lorsque  l'on  arrête 
cette  expression  au  terme  où  la  quantité  élevée  à  la  puissance  devient 
négative page  5a  i . 
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DES  FONCTIONS  GENERATRICES. 

1.  Les  grandeurs,  considérées  en  général,  s'expriment  commu- 
nément par  les  lettres  de  l'alphabet,  et  c'est  à  Viète  qu'est  due  cette 
notation  commode  qui  transporte  à  la  langue  analytique  les  al- 
phabets des  langues  connues.  L'application  que  Viète  fit  de  cette 
notation  à  la  géométrie,  à  la  théorie  des  équations  et  aux  sections 
angulaires,  forme  une  des  époques  remarquables  de  l'histoire  des 
mathématiques.  Des  signes  très-simples  expriment  les  corrélations 
des  grandeurs.  La  position  d'une  grandeur  à  la  suite  d'une  autre 
suffit  pour  exprimer  leur  produit.  Si  ces  grandeurs  sont  la  même, 
ce  produit  est  le  carré  ou  la  seconde  puissance  de  cette  grandeur. 
Mais  au  lieu  de  l'écrire  deux  fois,  Descartes  imagina  de  ne  l'écrire 
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quune  fois,  en  lui  donnant  le  nombre  2  pour  exposant;  et  il 
exprima  les  puissances  successives,  en  augmentant  successivement 
cet  exposant  d'une  unité.  Cette  notation,  en  ne  la  considérant 
que  comme  une  manière  abrégée  de  représenter  ces  puissances, 
semble  peu  de  chose;  mais  tel  est  l'avantage  d'une  langue  bien 
faite,  que  ses  notations  les  plus  simples  sont  devenues  souvent  la 
source  des  théories  les  plus  profondes;  et  c'est  ce  qui  a  eu  lieu 
pour  les  exposants  de  Descartes.  Wallis,  qui  s'est  attaché  spécia- 
lement à  suivre  le  fil  de  l'induction  et  de  l'analogie,  a  été  conduit, 
par  ce  moyen,  à  exprimer  les  puissances  radicales  par  des  expo- 
sants fractionnaires;  et  de  même  que  Descartes  exprimait  par  les 
exposants  2,3,  etc.  les  puissances  secondes,  troisièmes,  etc.  d*une 
grandeur,  il  exprima  ses  racines  secondes,  troisièmes,  etc.  par  les 
exposants  fractionnaires -5-,  y,  etc.  En  général,  il  exprima  par  Tex- 

posant  —,  la  racine  n  d'une  grandeur  élevée  à  la  puissance  m.  En 

effet,  suivant  la  notation  de  Descartes,  cette  expression  a  lieu  dans 
le  cas  où  m  est  divisible. par  n;  et  Wallis,  par  analogie,  Tétendit 
à  tous  les  cas.  Il  remarqua  ensuite  que  la  multiplication  des  puis- 
sances d'une  même  grandeur  revient  à  ajouter  les  exposants  de 
ces  puissances,  qu'il  faut  retrancher  dans  leur  division;  en  sorte 
que  l'exposant  n  —  m  indique  le  quotient  de  la  puissance  n  d^une 
grandeur,  divisée  par  sa  puissance  m;  d'où  il  suit  que  ce  quotient 
devenant  l'unité,  lorsque  m  est  égale  à  n,  toute  grandeur  ayant 
zéro  pour  exposant  est  l'unité  même.  Si  m  surpasse  n,  l'exposant 
n  —  m  devient  négatif,  et  le  quotient  devient  l'unité  divisée  par 
la  puissance  m — n  de  la  grandeur.  Wallis  supposa  donc  généra- 
lement que  l'exposant  négatif exprime  l'unité  divisée  par  la 

racine  /i*^*  de  la  grandeur  élevée  à  la  puissance  m. 

Ce  fut  dans  son  ouvrage  intitulé  Arithmetica  Infinitoram,  que 
Wallis  exposa  ces  remarques,  qui  le  conduisirent  à  sommer  a%  x 
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étant  supposé  formé  d'une  infinité  d'éléments  pris  pour  unité;  ce 
qui,  suivant  les  notations  actuelles,  revient  à  intégrer  la  différen- 

tielle  af'dx.  Il  fit  voir  que  cette  intégrale  prise  depuis  x  nul  est , 

ce  qui  lui  donna  l'intégrale  d'une  suite  formée  de  différentielles 

semblables.  En  considérant  ainsi  l'intégrale /(ia;.(i— a;**)',  lorsque  n 
et  s  sont  des  nombres  entiers,  et  lorsqu'elle  est  prise  depuis  x 

nul  jusqu'à  a:=i,  il  trouvera  qu'elle  est  égale  à         

Si  les  indices  n  et  5  sont  fractionnaires  et  égaux  à  \^  cette  inté- 
grale exprime  le  rapport  de  la  surface  du  cercle  au  carré  de  son 
diamètre.  Wallis  s'attacha  donc  à  interpoler  le  produit  précédent, 
dans  le  cas  où  /i  et  5  sont  des  nombres  fractionnaires,  problème 
entièrement  nouveau  à  l'époque  où  cet  illustre  géomètre  s'en 
occupa,  et  qu'il  pai^vint  à  résoudre  par  une  méthode  fort  ingé- 
nieuse qui  contient  les  germes  des  théories  des  interpolations  et 
des  intégrales  définies,  dont  les  géomètres  se  sont  tant  occupés, 
et  qui  sont  l'objet  d'une  grande  partie  de  cet  ouvrage.  Il  obtint 
de  cette  manière  l'expression  du  rapport  de  la  surface  du  cercle 
au  carré  de  son  diamètre,  par  un  produit  d'une  infinité  de  fac- 
teurs, qui  donne  des  valeurs  de  plus  en  plus  approchées  de  ce 
rapport,  à  mesure  que  l'on  considère  un  plus  grand  nombre  de 
ces  facteurs  :  résultat  l'un  des  plus  singuliers  de  l'analyse.  Mais  il 
est  remarquable  que  Wallis,  qui  avait  si  bien  considéré  les  indices 
fractionnaires  des  puissances  radicales ,  ait  continué  de  noter  ces 
puissances  comme  on  l'avait  fait  avant  lui.  On  voit  la  notation 
des  puissances  radicales,  par  les  exposants  fractionnaires,  em- 
ployée pour  la  première  fois  dans  les  lettres  de  Newton  à  Oldem- 
bourg,  insérées  dans  le  Commercium  epistolicnm.  En  comparant 
par  la  voie  de  l'induction,  dont  Wallis  avait  fait  un  si  bel  usage, 
les  exposants  des  puissances  du  binôme,  avec  les  coefficients  des 
termes  de  son  développement,  dans  le  cas  où  ces  exposants  sont 
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des  nombres  entiers,  il  détermina  la  loi  de  ces  coeffidents,  et  il 
retendit,  par  analogie,  aux  puissances  fractionnaires  et  aux  puis- 
sances négatives.  Ces  divers  résultats,  fondés  sur  la  notation  de 
Descartes,  montrent  Tinfluence  dune  notation  heureuse  sur  toute 
l'analyse. 

Cette  notation  a  encore  l'avantage  de  donner  Tidée  la  plus 
simple  et  la  plus  juste  des  logarithmes  qui  ne  sont,  en  effet,  que 
les  exposants  entiers  et  fractionnaires  d'une  même  grandeur,  dont 
les  diverses  puissances  représentent  tous  les  nombres.  Mais  l'ex- 
tension la  plus  importante  que  cette  notation  ait  reçue  est  celle 
des  exposants  variables;  ce  qui  constitue  le  calcul  exponentiel, 
l'une  des  branches  les  plus  fécondes  de  l'analyse  moderne.  Leib- 
nitz  a  indiqué,  le  premier,  dans  les  Actes  de  Leipsick,  pour  1 682 , 
les  transcendantes  à  exposants  variables,  et  par  là  il  a  complété 
le  système  des  éléments  dont  une  fonction  finie  peut  être  com- 
posée. Car  toute  fonction  finie  explicite  se  réduit,  en  dernière 
analyse,  à  des  grandeurs  simples,  ajoutées  ou  soustraites  les  unes 
des  autres,  multipliées  ou  divisées  entre  elles,  élevées  à  des  puis- 
sances constantes  ou  variables.  Les  racines  des  équations  formées 
de  ces  éléments  en  sont  des  fonctions  implicites.  C'est  ainsi  que 
c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  Tunité, 
le  logarithme  de  a  est  la   racine  de  l'équation   transcendante 
<f — a=o.  On  peut  considérer  encore  les  quantités  logarith- 
miques, comme  des  fonctions  exponentielles  dont  les  exposants 

Ï.,Àdx 

sont  mnniment  petits.  Amsi  A  log.  A  est  égal  â -. .  Toutes 

les  modifications  de  grandeur  que  l'on  peut  concevoir  aux  expo- 
sants, se  trouvent  donc  représentées  par  les  quantités  exponen- 
tielles, algébriques  et  logarithmiques.  Ces  quantités  et  leurs  fonc- 
tions embrassent,  par  conséquent,  toutes  les  fonctions  finies 
explicites ,  et  les  racines  des  équations  formées  de  fonctions  sem- 
blables embrassent  toutes  les  fonctions  finies  implicites. 
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Ces  quantités  sont  essentiellement  distinctes  :  l'exponentielle  a*, 
par  exemple,  ne  peut  jamais  être  identique  avec  une  fonction  algé- 
brique de  X.  Car  toute  fonction  algébrique  est  réductible  dans  une 
série  descendante  de  la  forme  Lof + A:'.  0^""'+ etc.  or  il  est  facile 
de  démontrer  que  a  étant  supposé  plus  grand  que  l'unité,  et  x 
étant  infini ,  a*  est  infiniment  plus  grand  que  kccT,  quelque  grands 
que  l'on  suppose  k  et  n.  Pareillement,  il  est  aisé  de  voir  que  dans 
le  cas  de  x  infini,  x  est  infiniment  plus  grand  que  A:(log.a?)'*. 
Les  fonctions  exponentielles,  algébriques  et  logarithmiques  d'une 
variable  indéterminée  ne  peuvent  donc  pas  rentrer  les  unes  dans 
les  autres  :  les  quantités  algébriques  tiennent  le  milieu  entre  les 
exponentielles  et  les  logarithmiques;  les  exposants,  lorsque  la  va- 
riable est  infinie ,  pouvant  être  considérés  comme  infinis  dans  les 
exponentielles,  finis  dans  les  quantités  algébriques,  et  infiniment 
petits  dans  les  quantités  logarithmiques. 

On  peut  encore  établir  en  principe,  qu'une  fonction  radicale 
d'une  variable  ne  peut  pas  être  identique  avec  une  fonction  ration- 
nelle de  la  même  variable,  ou  avec  une  autre  fonction  rationnelle. 

Ainsi  (iM-o:')^  est  essentiellement  distinct  de  (n-rr')"^,  et  de 

{l-\'X)^. 

Ces  principes  fondés  sur  la  nature  même  des  fonctions  peuvent 
être  d'une  grande  utilité  dans  les  recherches  analytiques,  en  indi- 
quant les  formes  dont  les  fonctions  que  l'on  se  propose  de  trouver 
sont  susceptibles,  et  en  démontrant  leur  impossibilité  dans  un 
grand  nombre  de  cas  ;  mais  alors  il  faut  être  bien  sûr  de  n'omettre 
aucune  des  formes  possibles.  Ainsi,  la  différentiation  laissant 
subsister  les  quantités  exponentielles  et  radicales,  et  ne  faisant 
disparaître  les  quantités  logarithmiques  qu'autant  qu'elles  sont 
multipliées  par  des  constantes,  on  doit  en  conclure  que  l'intégrale 
d'une  fonction  différentielle  ne  peut  renfermer  d'autres  quantités 
exponentielles  et  radicales  que  celles  qui  sont  contenues  dans 
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cette  fonction.  Par  ce  moyen,  j'ai  reconnu  que  Ton  ne  peut  pas 
obtenir  en  fonction  finie  explicite  ou  implicite  de  la  variable  x^ 

rîntégrale  f  .  J'ai  démontré  pareillement  que  les  équa- 

tions  linéaires  aux  différences  partielles  du  second  ordre  entre 
trois  variables  ne  sont  pas,  le  plus  souvent,  susceptibles  d*étre 
intégrées  sous  une  forme  finie;  ce  qui  m'a  conduit  à  une  méthode 
générale  pour  les  intégrer  sous  cette  forme,  lorsqu'elle  est  pos- 
sible. Dans  les  autres  cas ,  on  ne  peut  obtenir  une  intégrale  finie 
qu'au  moyen  d'intégrales  définies. 

Leibnitz,  ayant  adapté  au  calcul  dilTérentiel  une  caractéristique 
très-commode,  il  imagina  de  lui  donner  les  mêmes  exposants 
quaux  grandeurs;  mais  alors,  ces  exposants,  au  lieu  d'indiquer 
les  multiplications  répétées  d'une  même  grandeur,  indiquent  les 
différentiations  répétées  d'une  même  fonction.  Cette  extension 
nouvelle  de  la  notation  cartésienne  conduisit  Leibnitz  à  ce  théo- 
rème remarquable,  savoir,  que  la  différentielle  n*'"**  d'un  produit 
a^z,  etc.  est  égale  à  [dx-^dy-^dz-^etc.)\  pourvu  que  dans  le 
développement  de  ce  polynôme  on  applique  à  la  caractéristique 
d,  les  exposants  des  puissances  de  -dx,  dy,  dz,  etc.  et  qu'ainsi  ToYi 
écrive  d'^x.d'^y.d'^Zy  etc.  au  lieu  de  [dxy.[dyY,[dzY\  etc.  en  ayant 
soin  de  changer  d^'x,  dy,  d'^z,  etc.  en  a;,  j,  z,  etc.  Ce  grand  géo- 
mètre observa,  de  plus,  que  ce  théorème  subsiste,  en  y  supposant 
n  négatif,  pourvu  que  l'on  change  les  différentielles  négatives  en 
intégrales.  Lagrange  a  suivi  cette  analogie  singulière  des  puis- 
sances et  des  différences  dans  tous  ses  développements;  et  par  une 
suite  d'inductions  très-fines  et  très-heureuses,  il  en  a  déduit  des 
formules  générales,  aussi  curieuses  qu'utiles,  sur  les  transforma- 
tions des  différences  et  des  intégrales  les  unes  dans  les  autres, 
lorsque  les  variables  ont  des  accroissements  finis  divers,  et  lorsque 
ces  accroissements  sont  infiniment  petits.  Son  mémoire  sur  cet 
objet,  inséré  dans  le  Recueil  de  l'Académie  de  Berlin,  pour  Tannée 
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1772,  peut  être  regardé  comme  une  des  pius  belles  applications 
que  Ton  ait  faites  de  la  méthode  des  inductions.  La  théorie  des 
fonctions  génératrices  étend  à  des  caractéristiques  quelconques, 
la  notation  cartésienne  :  elle  montre  en  même  temps,  avec  évi- 
dence, l'analogie  des  puissances  et  des  opérations  indiquées  par 
ces  caractéristiques;  et  nous  allons  voir  tout  ce  qui  concerne  les 
séries,  et  l'intégration  des  équations  linéaires  aux  différences,  en 
découler  avec  une  extrême  facilité. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DES  FONCTIONS  GENERATRICES  À  UNE  VARIABLE. 

2.  Soit  j'a;  une  fonction  quelconque  de  x  :  si  Ton  forme  la  suite 
infinie 

70-4-7. .  t-^-y,.  r-Hj, .  V ^-7, .  f'-t-j,^. .  V^' -f-7co .  t"^ , 

on  peut  toujours  concevoir  une  fonction  de  f,  qui,  développée 
suivant  les  puissances  de  t,  donne  cette  suite  :  cette  fonction  est 
ce  que  je  nomme  fonction  génératrice  de  y^. 

La  fonction  génératrice  d*une  variable  quelconque  7,,  est  donc 
généralement  une  fonction  de  f ,  qui,  développée  suivant  les  puis- 
sances de  t,  a  cette  variable  pour  coefficient  de  t';  et  réciproque- 
ment, la  variable  correspondante  d'une  fonction  génératrice  est 
le  coefficient  de  t'  dans  le  développement  de  cette  fonction  sui- 
vant les  puissances  de  (;  en  sorte  que  l'exposant  de  la  puissance 
de  t  indique  le  rang  que  la  variable  y^  occupe  dans  la  série  que 
Ton  peut  concevoir  prolongée  indéfiniment  à  gauche,  relative- 
ment aux  puissances  négatives  de  (. 

Il  suit  de  ces  définitions  que  u  étant  la  fonction  génératrice 

de  j^,  celle  de  y^^r  est  -;  car  il  est  visible  que  le  coefficient  de  t* 
dans  -  est  égal  à  celui  de  f*"*""  dans  n;  par  conséquent  il  est  égal 

a  y^^r- 

Le  coefficient  de  f*  dans  uA-  — 1 1  est  donc  égal  à  7,^-1 — y  g, 

ou  à  la  différence  des  deux  quantités  consécutives  y^^^  et  y^ 
différence  que  nous  désignerons  par  A.j^^  A  étant  la  caractéris- 
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tique  des  différences  finies.  On  a  donc  la  fonction  génératrice 
de  la  différence  finie  d'une  quantité  variable,  en  multipliant  par 

y  — 1,  la  fonction  génératrice  de  la  quantité  elle-même.  La  fonc- 
tion génératrice  de  la  différence  finie  de  A.j,,  différence  que  Ton 
désigne  par  A*,  j^,  est  ainsi  n.lj  — il  ;  celle  de  la  différence  finie 

de  A*.j,  ou  A'.j^^  est  u.l-  — 1 1  ;  d'où  Ton  peut  généralement 
conclure  que  la  fonction  génératrice  de  la  différence  finie  A'.j, 
est  tt.fy  — 1 1 . 

Pareillement,  le  coefficient  de  f  dans  le  développement  de 

(b        c        e  q\ 

a-\ 1 1 — H--1 
t        V        t'  t"/ 

est 

a.y^  -+-  b.y^,  -+-  c.y^^,  -h  e.y^^,. . . .  -f-9.  j,^„  ; 

en  nommant  donc  V.y^  cette  quantité,  sa  fonction  génératrice 
sera 

«•(«■^7-^^ +  ?)• 

Si  l'on  nomme  V'.j,  ce  que  devient  V.y^  lorsqu'on  y  change  j, 
dans  V.j',;  si  l'on  nomme  pareillement  V. j',  ce  que  devient  V*.j, 
lorsqu'on  y  change  V.^,  dans  V'.j,,  et  ainsi  de  suite;  leurs  fonc- 
tions génératrices  correspondantes  seront 

{        b        c  qV 

"•^""•"7"^? "*~rj» 

(  b         c  qV 

"•\""^7"*~r "^rj' 

etc.  ; 

et  généralement  la  fonction  génératiice  de  V'.j,  sera 

(        b        c  o\' 

u.\a-\---\-- -hij. 

TOME  TH.  2 
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De  là  ii  est  facile  de  conclure  généralement  que  la  fonction  géné- 
ratrice deA'.  V'. j,^  est 

On  peut  généraliser  encore  ces  résultats,  en  supposant  que 
V.j^  représente  une  fonction  quelconque  linéaire  finie  ou  infinie, 
de  j^,  jx-i»  Jx-H,,  etc.  que  V\j^  soit  ce  que  devient  V.j„  iorsquon 
y  change  y^  dans  V.j^;  que  V\j^  soit  ce  que  devient  V'.j^., 
lorsqu'on  y  change  V.j^  dans  V*.j^,  et  ainsi  de  suite;  a  étant  la 
fonction  génératrice  de  j^,  ii.s'  sera  la  fonction  génératrice  de 
V'.Jj:,  s  étant  ce  que  devient  V-j^.,  lorsqu'on  y  change  y^  dans 

l'unité,  j,^,  dans  y,  jx-^.  dans  -,  etc.  Cela  est  encore  vrai,  lorsque 

i  est  un  nombre  négatif,  ou  même  fractionnaire  et  incommensu- 
rable, en  faisant  toutefois  à  ce  résultat  des  modifications  conve- 
nables. 

Représentons  par  2  la  caractéristique  des  intégrales  finies,  et 
nommons  z  la  fonction  génératrice  de  S*,  j^,  n  étant  la  fonction 

génératrice  dey^,;  z.lj  — il  sera,  par  ce  qui  précède,  la  fonction 

génératrice  de  j^,.   Mais  cette  fonction  doit,  en  n'ayant   égard 
•qu'aux  puissances  positives  de  t,  se  réduire  à  m,  qui  ne  renferme 
que  des  puissances  positives  de  f,  si  l'on  n'étend  fintégrale  mul- 
tiple S',  j,  qu'aux  valeurs  positives  de  x;  on  aura  donc  alors 

/i         \'  ABC  F 

d'où  l'on  tire 

«./'+v4./'-'  f  ■e./'-'  +  C'.f'-' bF 

A  y  By  C F  étant  des  constantes  arbitraires  qui  répondent 

aux  i  constantes  arbitraires  qu'introduisent  les  /  intégrations  suc- 
cessives de  S*.j,. 

En  faisant  abstraction  de  ces  constantes,  la  fonction  génératrice 
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de  S*,  j,  est  «.(--■  — i  j    ;  en  sorte  que  Ton  obtient  cette  fonction 

génératrice  en  changeant  i  dans  —  /,  dans  la  fonction  génératrice 
de  A'.j^;  A~'.j^  est  donc  alors  égale  à  S'.  ja:>  c  est-à-dire  que  les 
différences  négatives  se  changent  en  intégrales.  Mais  si  Ton  a 
égard  aux  constantes  arbitraires,  il  faut,  en  passant  des  puissances 

positives  de  -  — i  à  ses  puissances  négatives^  augmenter  ii  de  la 

série  y  ~^  T  ~^  1^  "^  ^*^*  prolongée  jusqu'à  ce  que  le  nombre 
de  ses  termes  soit  égal  à  l'exposant  de  ces  puissances.  On  peut 
appliquer  des  considérations  semblables  à  la  fonction  génératrice 
de  V.  j,. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  de  quelle  manière  les  fonctions 
génératrices  se  forment  de  la  loi  des  variables  correspondantes. 
Voyons  maintenant  comment  les  variables  se  déduisent  de  leurs 

fonctions  génératrices,  s  étant  une  fonction  quelconque  de  -- ,  si 
Ton  dévelppe  s'  suivant  les  puissances  de  - ,  et  que  l'on  désigne 

par  -  un  terme  quelconque  de  ce  développement,  le  coefficent 

ku 
de  f"  dans  —  sera  k.y^^;  on  aura  donc  le  coefficient  de  f^dans 

u.s',  coefficient  que  nous  avons  désigné  précédemment  par  V'.j<^, 

1**  en  substituant  dans  s,  j,  au  lieu  de  --;  a""  en  développant  ce 

que  devient  alors  s'  suivant  les  puissances  de  j^,  et  en  transpor- 
tant à  Tindice  x  l'exposant  de  la  puissance  dey^;  c'est-à-dire,  en 
écrivant  j^^i  au  lieu  de  (ja:)';/a:^i  au  lieu  de  {yx)\  etc.  et  en 
multipliant  les  termes  indépendants  de  y^,  et  qui  peuvent  être 
censés  avoir  (j^)**  pour  facteur,  par  j^.  Lorsque  la  caractéristique 

V  se  change  en  A,  s  est,  par  ce  qui  précède,  égal  à  -  — i;  on  a 

donc  alors 

a;  •  i-{i—^)  L 

2. 
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Si,  au  lieu  de  développer  s'  suivant  les  puissances  de  j,  on  le 

développe  suivant  les  puissances  de  -  —  i,  et  que  Ton  désigne 

par  k.lj  — 1  )  ,  un  terme  quelconque  de  ce  développement;  le 

coefficient  de  t'  dans  Aw.!-  — i  1    sera  k.^^.y^;  on  aura  donc 

V.  j^;  1**  en  substituant  dans  s,  ly^  au  lieu  de  -  — i,  ou,  ce  qui 

revient  au  même,  i-h  A.j^  au  lieu  de  --;  a^  en  développant  ce 

que  devient  alors  5*  suivant  les  puissances  de  A.j,,  et  en  appli* 
quant  à  la  caractéristique  A  les  exposants  des  puissances  de  A.j^«, 
c'est-à-dire  en  écrivant  A.j^  au  lieu  de  [^.y^)\  A\j,  au  lieu  de 
[l.y^)%  etc.  et  en  multipliant  par  [\.y^)\  ou,  ce  qui  est  la  même 
chose ,  par  j^.  les  termes  indépendants  de  A.  j,. 

Généralement,  si  l'on  considère  s  comme  une  fonction  de  r,  r 

étant  une  fonction  de  -,  telle  que  le  coefficient  de  f  dans  ur,  soit 

n.jx/  on  aura  V\y^,  en  substituant  dans  5,  n.j«  au  lieu  de  r; 
en  développant  ensuite  5*  suivant  les  puissances  de  D.J,,  et  en 
appliquant  à  la  caractéristique  D,  les  exposants  de  D^ys,  c'est-à- 
dire  en  écrivant  D.j* au  lieu  de  (n.jar)»  n"-/*  au  lieu  de  (n.7x)%  etc.; 
et  en  multipliant  par  j^  les  termes  indépendants  de  D.jx* 

Le  développement  de  V*.j^  par  une  série  ordonnée  suivant  les 
variations  successives  n.jx>  □*Jx*  etc.  se  réduit  donc  à  la  forma- 
tion de  la  fonction  génératrice  de  j^,  au  développement  de  cette 
fonction,  suivant  les  puissances  d'une  fonction  donnée;  enfin,  au 
retour  de  la  fonction  génératrice  ainsi  développée,  aux  coeffi- 
cients variables  correspondants  ;  les  exposants  des  puissances  du 
développement  de  la  fonction  génératrice  devenant  ceux  de  la 
caractéristique  de  ces  coefficients.  On  voit  ainsi  l'analogie  des  puis- 
sances avec  les  différences,  ou  avec  toute  autre  combinaison  des 
coefficients  variables  consécutifs.  Le  passage  de  ces  coefficients 
à  leurs  fonctions  génératrices,  et  le  retour  de  ces  fonctions  dé- 
veloppées aux  coefficients,    constituent    le    calcul   des  fonctions 
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génératrices.  Les  applications  suivantes  en  feront  connaître  Tesprit 
et  les  avantages. 

De  Tinterpolation  des  suites  à  une  variable,  et  de  Tintégration  des  équations 

différentielles  linéaires. 

3.  Toute  la  théorie  de  l'interpolation  des  suites  se  réduit  à  dé- 
terminer, quel  que  soîti,  la  valeur  de  j^h-i*  ^n  fonction  des  termes 
qui  précèdent  ou  qui  suivent  j^;-  Pour  cela,  on  doit  observer  que 
7x-w  est  égal  au  coefficient  de  T"*"',  dans  le  développement  de  u, 
et  par  conséquent  égal  au  coefficient  de  f*  dans  le  développement 

de  -7;  or  on  a 

1. /i       \      1.(1-1) /i      V\ 
1.2.0  \t  )  ] 

De  plus,  le  coefficient  de  (*,  dans  le  développement  de  a,  est  j,; 

ce  coefficient  dans  le  développement  de  tt.(- — 1  ],  est  A.j^;;  dans 

(1        \*  .  ^         ^     .     . 

- — 1 1  ,  il  est  égal  à  A'.j^,  et  ainsi  de  suite; 

Téquation  précédente  donnera  donc,  en  repassant  des  fonctions 
génératrices  aux  coefficients. 


^'-(^'-0     A.  ^    _^    1.(1-1). (1-2) 


etc. 


Cette  équation  ayant  lieu  quel  que  soit  i,  en  le  supposant  même 
fractionnaire,  sert  à  interpoler  les  suites  dont  les  différences  suc- 
cessives vont  en  décroissant. 

Si  Ton  a  l'équation  aux  différences  finies 

A\j^=o; 

la  série  précédente  se  termine,  et  Ton  a,  quel  que  soit  i,  en  fai- 
sant X  nul. 
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C'est  l'intégrale  complète  de  l'équalion  proposée  aux  différences, 

y,,  A.jo» ^"  "*J»  étant  les  n  constantes  arbitraires  de  cette 

intégrale. 

Toutes  les  manières  de  développer  la  puissance  -7  donnent 

autant  de  manières  différentes  d'interpoler  les  suites.  Soit,  par 
exemple, 

1  a 

en  développant  -^  suivant  les  puissances  de  a,  parla  formule  [p) 
du  n**  a  1  du  second  livre  de  la  Mécanique  céleste ,  on  aura 

Ii-h;.,+  i:(jl^.,._H  ■■(■+3r--).^-+3r-,)_^| 
F  ="■!      ^(,>4r-,).'(;+ir-.).(.-.-4r-3)  ^.'^^^ 

»  1.2.3.4 

a  étant  égal  à  T. (y  —  1  ),  le  coefficient  de  t'dans  le  développement 

de  na  est,  par  le  n*"  2,  ^-y^-ri  ^^  même  coefficient  dans  u.a*  est 
^*-7x-»r,  et  ainsi  de  suite.  L'équation  précédente  donnera  donc, 
en  repassant  des  fonctions  génératrices  aux  coefficients» 

Jx^-  --y.-hi .  A  .y^,-h  -  ^- -^  -  ^-  — ' .  A-.7,  ., 
i.(i+3r-0.(i+3r-2) 

1.2.3  '/»-*r-|-  Cl^' 

4.  Voici  maintenant  une  méthode  générale  d'interpolation,  qui 
a  l'avantage  de  s'appliquer,  non -seulement  aux  séries  dont  les 
différences  des  termes  finissent  par  être  nulles,  mais  encore  aux 
séries  dont  la  dernière  raison  des  termes  est  celle  d'une  suite  quel- 
conque récurrente. 
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Supposons  d'abord  que  Ton  ait 

'■(t -')"="'•  '') 

et  cherchons  la  valeur  de  -7  dans  une  suite  ordonnée  par  rapport 
aux  puissances  de  z.  Il  est  clair  que  -^  est  égal  au  coefficient  de  0' 
dans  le  développement  de  la  fraction -i.  Si  Ton  multiplie  le 


^-7 


numérateur  et  le  dénominateur  de  cette  fraction  par  1  — 0.  f,  on 
aura  celle-ci 


1— ô.f 


L'équation  (  1  )  donne       -  -+-  f  =  2  -4-  z  ; 

ce  qui  change  la  fraction  précédente  dans  celle-ci 


i-fl.f 


or  on  a 

1  _       1  zB  z*e* 

d'ailleurs  le  coefficient  de  O'^  dans  le  développement  de  -, — ^,  est 

j>.  (5+1).  (5+a)>...(5+r— 1)  ^ 
1.2,3 r  ' 

d'où  il  suit  que  le  coefficient  de  0*  est,  i**  i-i-i,  dans  le  dévelop- 
pement de  1 — —\  2""  --^ ^7 — -,  dans  le  développement  de 

e        3„  (,•-.). «•.(«•+0.(.-+.).(Hl)    ^^^  1^  développement  de 
(1  — Ôj*  1.2.3.4.0  ^^ 
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ùt 

7-—^,  et  ainsi  du  reste;  donc  si  ion  nomme  Z  le  coefficient  de 
0'  dans  le  développement  de  la  fonction 


on  aura 

1.2.3  '  ].3.3.4*â 

^    (i-3).(.-i).,-.(.-+.).(.-+a).(.-4-3).(t+A)_^    ,    ^^^ 

I.2.3.4.Ô.6.7 

OU 

Si  Ton  nomme  ensuite  Z'  le  coefficient  de  0',  dans  le  développe* 
ment  de 


on  aura  Z'  en  changeant  i  en  1  —  1  dans  Z,  ce  qui  donne 

Z=i.  j ,+  (i^  +  ''•-''•fTy-'  +  etc.!  ; 
1.2.3  1.2.3.4.5  ) 

on  aura  ainsi  Z  —  t.Z'  pour  le  coefficient  de  0'  dans  le  dévelop- 
pement de  la  fraction 

}-6.t 
ce  sera  par  conséquent  l'expression  de  -  ;  partant 

l  =  u.{z-tz'y 

Cela  posé,  le  coefficient  de  i'  dans  --,  est  j^^,.  Ce  même  coefli- 
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cient,  dans  un  terme  quelconque  de  u.Z,  tel  que  k.u.z\  ou 
k.n.fi-  — il  est,  par  le  n^  2,  k.  A*^  j^^.  Dans  un  terme  quel- 
conque  de  u.t.Z\  tel  que  k.u.t.z''  ou  k.u.  ^'-(t  — i  )  i  ce  coeffi- 
cient est  LA*^J^_^_,;  on  aura  donc,  en  repassant  des  fonctions 
génératrices  à  leurs  coefficients, 

[  1.2.0.4.0  *^ 

_,-iy        .    (î!zl)A«y       ,    ('-O-^^''--^)  AM'     -4-etc! 
'•j7-->-^  i.2.3-^-7--^-    1.2.3.4.5  •^•J---^«<^-|- 

On  peut  donner  les  formes  suivantes  à  l'expression  précédente. 
Soit  Z"  ce  que  devient  Z'  lorsqu'on  y  change  i  dans  / — 1;  et, 
par  conséquent,  ce  que  devient  Z  lorsqu'on  y  change  i  dans  i  —  2 . 
L'équation 


donnera 


par  conséquent, 


l=Z-t.Z' 


pr  —  ^  —  '•  ^  > 


1        Z'        ™ 

7  =  —  -^ 


En  ajoutant  ces  deux  valeurs  de  -,  et  prenant  la  moitié  de  leur 
somme,  on  aura 

^  =  i.Z-i.Z'-hi.(n-f).({-i).Z'; 


or  on  a 


'  '  1.2  1.2.3.4  1.2.3.4.0.6 

TOME  yii.  3 
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partant 

|=„.j.^A.,(i_.)V^...(i-.)Ve.c.| 

»  ^    '      +(!:^Mtii).,..('_,y^etc. 

I  1.3.3.4-5         V         /  / 

d'où  Ton  conclut,  en  repassant  des  fonctions  génératrices  aux 
coefficients, 

J,..=J.^-  — .  A'.j,_.-+-  .^-1^  A*.j._. 

-4-''(^'-Vyt^U'.^_.^etc. 
1.3.34.0.6  «^^ 

^2*    1.2.3.4.5   •l^-Jx-.-HA.j.-.j-Hetc. 

Cette  formule  sert  à  interpoler  entre  un  nombre  impair  aa?  -+-  i 
de  quantités  équidistantes  ;  TintervaUe  commun  qui  les  s^are 
étant  pris  pour  unité,  j^:  est  la  moyenne  des  grandeurs  y%^  ji^ 
Jn .  •  •  -Jw/  et  i  est  la  distance  de  j.^,  à  cette  moyenne.  Uexpres- 
sion  précédente  est  alors  symétrique  relativement  à  ces  gran* 
deurs;  car  A'.j^^j,  par  exemple,  est  égal  à  j^^, — ^J^H-Jx-i,  et 
A.j^H-A.jj,_,  est  égal  à  j^^, — Jx-i-  Ainsi  les  quantités  placées 
au-dessus  et  au-dessous  de  la  moyenne  j^,  entrent  de  la  même 
manière  dans  cette  expression. 

Si  Ton  change  i  en  i-f-i  dans  la  dernière  expression  de--, 
et  si  l'on  en  retranche  cette  expression  elle-même,  on  aura  l'ex- 
pression de  -^,  —  !r  »  o^  ^e  ^ .  (  Y  — i  )  ;  en  divisant  ensuite  cette 

valeur  par  -  — i,  on  aura 
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i.^i(i±itii.,(i_.y 

„-.(       )-|  ^I!i±it^a^i>:=il,..(i_.)Ve.e. 
(. ,  tti+JY-J]  J>    ,Y 

En  repassant  des  fonctions  génératrices  aux  coefficients,  on  aura 

(  "^  1.2.34.5  •A.Jx-3-f-etc.] 

Cette  formule  sert  à  interpoler  entre  un  nombre  pair  20:  de  quan- 
tités équidistantes ,  ja;  et  j^^i  étant  les  deux  quantités  moyennes. 
Elle  est  disposée  d'une  manière  symétrique  relativement  aux  quan- 
tités également  distantes  du  milieu  de  l'intervalle  qui  sépare  les 
quantités  extrêmes  :  ce  milieu  est  l'origine  des  valeurs  de  i  -t-  y, 
qui  sont  positives  aurdes$u&  et  négatives  au^iessous. 

Toutes  ces  expressions  de  y^^i  sont  identiques,  et  telles  que 
si  l'on  conçoit  une  courbe  parabolique  dont  1  soit  l'abscisse,  et 
j,^  l'ordonnée,  et  dont  l'équation  soit  celle  qui  donne  l'expres- 
sion de  j^^,,  cette  courbe  passera  par  les  extrémités  des  ordon- 
nées jx.  Jx^M7«-Hi>  etc.;  jar-i»7x-i^  etc.  On  peut  ainsi,  en  prenant 
les  différences  finies  successives  d'un  nombre  quelconque  de 
coordonnées,  faire  passer  une  courbe  parabolique  par  les  extré- 
mités de  ces.  coordonnées.; 
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5.  Supposons  généralement 

b        c        e  P  Q  i   \ 

z  =  a'-^ 1 1 — H — - — h  i  :  (al 

on  aura 

1  z  —  a         b  c  p 

ce  qui  donne 

I     z  —  a         b  c  p 

éliminant  -  du  second  membre  de  cette  équation,  au  moyen  de 
la  proposée  (a),  on  aura 

I    _        p.{z-a)        pb  +  q.[z^a) 

Cette  expression  de  — ^  ne  renferme  que  les  puissances  de  —  d'un 
ordre  inférieur  à  n.  En  la  multipliant  par  - ,  on  aura  une  expres- 
sion de  —7 ,  qui  renfermera  la  puissance  -  ;  mais  en  éliminant 
encore  cette  puissance,  au  moyen  de  la  proposée  (a),  on  réduira 
l'expression  de  -—^  à  ne  contenir  que  des  puissances  de  y  infé- 
rieures à  71.  En  continuant  ainsi,  on  par\iendra  à  une  expression 
de  - ,  qui  ne  renfermera  que  des  puissances  de  y  moindres  que  n, 
et  qui  sera,  par  conséquent,  de  cette  forme 

Z,  Z^'\  Z^'\  etc.  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  z, 
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dans  lesquelles  la  plus  haute  puissance  de  z  ne  surpasse  pas  -. 

Cette  manière  de  déterminer  -^  serait  très-pénible,  si  i  était  un 

grand  nombre;  elle  conduirait  d'ailleurs  difficilement  à  l'expres- 
sion générale  de  cette  quantité.  On  y  parviendra  directement  de 
la  manière  suivante. 

-j  est  égal  au  coefficient  de  0'  dans  le  développement  de  la  frac- 
tion   jr.  Si  l'on  multiplie  le  numérateur  et  le  dénominateur  de 


^-T 


cette  fraction  par 

(a— z).  e^-f- 6.0'*-'  -^-cB""-' -f-/).0H-9; 

et  si  dans  le  numérateur  on  substitue  au  lieu  de  z ,  sa  valeur 

h        c 

6.9-.(.-i)^o.(.-.(.-^)^..9-.(.-^) ^,.(.-;) 

(i- j).(a.0»+è.0»-'+c.0"-*...+/).ô+9-2.0") 

en  divisant  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  cette  fraction 
par  1  —  -,  elle  devient 

4- j.(c.ô»— -he.0»-' -h^) 

-Hy.(*.ô"-' H-9) 

■H  etc. 

1"^  r^-*^ 


a.fl»+6.fl»-'  +  c.fl»-' -hp.e  +  q  —  z.O"' 

La  recherche  du  coefficient  de  0'  dans  le  développement  de  cette 
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fraction  se  réduit  à  ^  déterminer,  quel  que  soit  r,  le 
de  9"^  dans  le  développement  de  la  fraction 


p 

Pour  cela,  considérons  généralement  la  fraction  jr^PetQ  étant 

des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  0,  la  première  étant  d'un 
ordre  inférieur  à  la  seconde.  Supposons  que  Q  ait  un  facteur 
0 — a  élevé  à  la  puissance  5,  en  sorte  que  Ton  ait 

Q={e—ay.R, 
R  étant  une  fonction  rationneUe  et  entière  de  0.  On  pourra  dé- 
composer la  fraction  jr  en  deux  autres  j^_  >   -\-  jr^  A  et  B  étant 

des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  0,  la  première,  de  Tordre 
s — 1,  et  la  seconde,  d'un  ordre  inférieur  à  JR;  car  il  est  visible 
qu'en  substituant  pour  il  et  B  des  fonctions  de  cette  nature,  avec 
des  coefficients  indéterminés;  en  réduisant  ensuite  les  deux  frac- 
tions au  même  dénominateur,  qui  devient  alors  égal  à  Q;  en  éga- 
lant enfin  la  somme  de  leurs  numérateurs  à  P;  la  comparaison 
des  puissances  semblables  de  0  donnera  autant  d'équations  qu  il 
y  a  de  coefficients  indéterminés.  Cela  posé,  l'équation 


A 

-T- 

B 

(« 

-«)' 

n 

A^= 

P 

H 

— 

donne 

H 

Si  l'on  considère  A,  B,  P  et  R  comme  des  fonctions  rationnelles 

et  entières  de  6  —  a,  A  sera  une  fonction   de  l'ordre  5 —  i, 

p 
et  par  conséquent  il  sera  égal  au  développement  de  ^ ,  dans  une 
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suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  0  —  a,  pourvu  que 
l'on  s'arrête  à  la  puissance  s —  i  inclusivement.  Soit  donc 

p 

—  =a,-t-iii.(0 — a)-t-a,.(0  —  a)'-f-  etc. 


on  aura 

A  tto  Ui  a. 


(fl^a)*  ~  (fl  -  et)'  ^  (Ô  -  a)"  '    ^  [6-  a)'-« 


etc. 


en  rejetant  les  puissances  positives  de  0 — a;  .^^  .  est,  par  con- 
séquent, égal  au  coefficient  de  t*^'  dans  le  développement  de  la 
fonction 

«0+ «i.  t+  «,.  t*+  etc. 

Si  l'on  nomme  F  et  JR'  ce  que  deviennent  P  et  JR  lorsqu'on  y 
change  0  —  a  en  t,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  0  en  f-t-a,  on 
aura 

P' 

■«7  =a.-f-ai.f-t-a,.f-t-etc. 

A 
partant  r^ r^  est  égal  au  coefiGicient  de  f^'  dans  le  développe- 
ment de 

il  est  donc  égal  à 


1  P' 


1.2.3 ( 

pourvu  que  l'on  suppose  (  nul  après  les  diflFérentiations.  Mainte- 
nant le  coefficient  de  O**  dans 

P' 
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étant  égal  à 

P' 


ce  même  coefficient  dans 


..d-      •" 


i.a.3 {s-i).dt'-'         '  R'.{e-a-t) 

sera 

1.2.3 (5-1). (/<-'•"      •   R\[a  +  t)^'' 

t  étant  supposé  nul  après  les  différentiations;  cette  dernière  quan- 

A 

tité  est  donc  le  coefficient  de  O*"  dans  le  développement  de  .^_  >  , 

Si  Ton  restitue  dans  P'  et  B\0  —  a  au  lieu  de  t,  ce  qui  les  change 
en  P  et  iî,  on  aura 


d'-\ 

P'       rf^.    p 

fi'.(«+o^'           •/i.ô'-' 

<if^'                 (/e—     ' 

pourvu  que  Ton  suppose  0  =  a,  après  les  différentiations  dans  le 
second  membre  de  cette  équation  ;  la  fonction 


d--  '' 


Ii.6' 


1.2.3 (s-i)*        <'*'"' 

est  donc,  avec  cette  condition,  ie  coefficient  de  6'^  dans  le  déve- 
loppement de  la  fraction  .._  .,. 
Il  suit  de  là  que  si  Ton  suppose 

Q:=a.{d  —  ay.  [d  —  a'y.  {d  —  ay.  etc. 

P 

le  coefficient  de  d'^  dans  le  développement  de  la  fraction  j^  sera 
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î d'-^  (  !"  ] 

1.2.3 {s-i).d6'-'  '\ae'*'.{6-aY.{d-aY-  etc./ 

■  J.'-.   ( P \ 

1.2.3 {s'-i).de''-*  '         '\a6^*'.{e-  a)'.  {6  -  a')'',  etc./ 

'  d"-'  ( ^ \ 

1.2.3 (5"-i).(W''-''"       •\aô'-'.(Ô-at)'.(ô-«')''.  etc.y 

—  etc. 

en  faisant  6= a,  dans  le  premier  terme;  6= a  dans  le  second 
terme;  6= a'  dans  le  troisième  terme,  et  ainsi  de  suite. 
Maintenant,  soit  V=a.{d — a). (6 — a').(0 — a*),  etc. 

En  développant  la  fraction  -jt— — ^  dans  une  suite  ordonnée  par 

rapport  aux  puissances  de  z,  on  aura 

1         z.O'        z\6"'        z'.O"" 
■j/  ""'      yl     '       yl      ^       yl      '"  ®**^' 

le  coefficient  de  ô""  dans  le  développement  de  la  fraction  -çr  ^st, 
par  ce  qui  précède,  égal  à 


i.2.3....(5— i).a'.  rffl'-' 


.</-'. 


6'*\{6-ay 


9'-^'.{e-(z)'. 


{e—a'y.etc. 


{6— a")',  etc.);     (o) 


e'*'.{6—ay.{d—a'Y.  etc.] 

etc. 


pourvu  qu'après  les  différentiations  on  suppose  0  =  a  dans  le 
premier  terme;  0= a' dans  le  second  terme;  %=<£  dans  le  troi- 
sième terme,  etc.  S'il  n'y  a  qu'un  seul  facteur  B  —  a,  la  fonction 

renfermée  entre  les  deux  parenthèses  se  réduit  à  j;:^^ ,  B  devant 

être  changé  en  a  après  les  différentiations,  ce  qui  réduit  la  quan- 
tité (o)  à 

,      .,  (r-|-i).(r+2).(r+3)....(r-H5-i)      i 
^    ^'  i.a.3....(j-i).a'  •«'-'* 

4 


TOtlB  VU. 
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Si»  dans  l'expression  de  V,  quelques-uns  des  facteurs  0  —  a, 
0  — a,  etc.  sont  élevés  à  des  puissances  plus  hautes  que  Tunité; 
par  exemple,  si  0  —  a  est  élevé  à  la  puissance  m,  il  sera  élevé  à  la 

puissance  — m5  dans  -p^  ;  et  alors  il  faut  changer  le  premier  terme 

de  la  quantité  (o)  dans  le  suivant, 

I  rf""   »        I 

et  dans  les  autres  termes,  il  faut  changer  [0 — a)',  dans  (0 — a)"**. 
Représentons  généralement  par  Z['~"^  la  quantité  (o);  le  coef- 
ficient de  0',  dans  le  développement  de  la  fraction  -p — ,  sera 

on  aura  donc  pour  le  coefficient  de  9',  dans  le  développement  de 
la  dernière  fraction  de  la  page  2 1 ,  ou  pour  la  valeur  de  -^ , 

T^=b- IZ!1,. -i-^.Zj:)„,.-f-z'.Z|!>3„^.  +-'.^1V. -^  etc.] 
^c. [Z|l^,  +^.-2!i„,,-f-^'.^li„.,-^^'-^24„..-+-  etc.] 
^e.  [Z!l,3  H-z.  Z!i„^3-f-.'.  Z!.!!3„,3+z'.  Zj  Vs  -^  etc.] 
-f-  etc. 

(     c.  [Zil^.  +z.Zii„,.  +z'.Za„^.  -h-etc] 

(h-  etc. 

_1  (     ^.[^!l..-^--^li„..+-'-^ÏÏ3„..  +  etc.] 


'*  j-hetc. 
etc. 


(-*) 


-^J^■1■[zn^.-^'■Z'â.^.+^•■^ïl>^.-^-^■]■ 
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Présentement,  si  Ton  désigne  par  V  .y^  la  quantité 

par  V* .  ja;*  ce  que  devient  V  .y^  lorsqu'on  y  change  j^  dans  V  .j^; 
par  V\jar*  ce  que  devient  V'.jar  lorsqu'on  y  change  V.y«  dans 
V'.j^,  et  ainsi  de  suite;  il  est  visible,  par  le  n""  2,  que  le  coefficient 

de  V  dans  le  développement  de  -^  sera  V'-j^-b^-t  •  eni  multipliant 

donc  l'équation  précédente  par  »,  et  en  ne  considérant  dans 
chaque  terme  que  le  coefficient  de  f*,  c'est-â-^dire  en  repassant 
des  fonctions  génératrices  aux  coefficients,  on  aura 

y^=     y,.  [6.Z<i„,.-f-c.Z;i„^,-he.ZSl„,3...-h  9.  Zf] 

-+-  etc. 

^-V.j_[c.Zli^.-h..ZSi„,,....+9.Z<^„_.]  (B) 

-H  etc. 

-H  r— [«.^11..- •••+9 -^11] 

-hV.j'_[e.Z!i„,.....^9.zS.l_J 
-h  etc. 


Cette  formule  servira  à  interpoler  les  suites  dont  la  dernière  rai- 
son des  termes  est  celle  d'une  suite  récurrente;  car  il  est  clair  que 
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dans  ce  cas,  V.jx»  V'.j,»  etc.  vont  toujours  en  diminuant,  et 
finissent  par  être  nuls  dans  l'infini. 

6.  La  formule  (U)  s'arrête  lorsque  Ton  a  V^J^,=  o,  r  étant 
un  nombre  entier  positif  quelconque  ;  et  alors  l'expression  précé- 
dente de  y^^i  devient  l'intégrale  de  l'équation  aux  différences 
finies  V^J,=  o;  ce  qui  est  analogue  à  ce  quon  a  vu  dans  le  n®  3 
relativement  à  Téquation  A^J,=  o.  Supposons  V.y,-=:o,  ou,  ce 
qui  revient  au  même , 


-»> 


si  l'on  fait  x  nul  dans  la  formule  (/})  du  numéro  précédent,  elle 
devient 

^y^\c.Zt^..-^e.Zt.^^ -.q.Zf_^] 

+r.-[^-^ïï„.. -^<i'Zf_j\ 

JoiJm  Ji Jn-i  sont  les  n  premières  valeurs  de  j^,;  ce  sont  les 

n  constantes  arbitraires  que  l'intégrale  de  l'équation  V.j^£  =  o 
introduit. 

La  valeur  de  Z^?]_^_^^  est  égale  à 


a.  a'-"-^*.  (a-a').(a-a'^.  etc.  a.  a'*-""^*.  (a'-a).(a -a*),  etc, 


—  etc. 


Ainsi  V  étant  égal  à  a.[B — a) .  [B — cl)  .  [6 — a'') .  etc.  le  premier 
de  ces  termes  devient 


pourvu  que  l'on  change  Ô  en  a  dans  -^  ;  en  n'ayant  donc  égard 
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qu'au  terme  multiplié   par  -;•,   l'expression  précédente   de  ji 

deviendra 

/     y, .  [h.  a"-'  -hc.  a"-*-i-e.  a"-' -h7)] 

l-4-7..(c.a"-'-l-e.a"-' H- 7.  a) 

"^    -Tê"   

En  changeant  successivement  dans  le  second  membre  de  cette 
équation  a  en  a',  a^  etc.  et  réciproquement,  on  aura  autant  de 
termes  qui,  ajoutés  au  précédent,  formeront  Texpression  com- 
plète de  yi. 

Nommons  k  la  fonction  comprise  entre  les  deux  parenthèses, 

en  sorte  que  le  second  membre  soit ^.  Si  les  deux  racines 

^   'de 

CL  et  CL  sont  égales,  V  sera  de  cette  forme  [d — cl)\L.  On  supposera, 
que  CL  et  cl,  au  lieu  d'être  rigoureusement  égaux,  diffèrent  infini- 
ment peu ,  et  que  Ton  a  cl  =  cl -^  dcL.  Alors  la  somme  des  deux 
termes  de  j,-  relatifs  aux  racines  a  et  oi  sera 

-^l-K X-\ 

h!  étant  ce  que  devient  h  lorsqu'on  y  change  cl  en  et!;  L  et  L  étant 
ici  ce  que  devient  L  lorsqu'on  y  change  Ô  en  a  et  a .  Cette  quan- 
tité est  donc  égale  à 

.       k 


doL 


mais  on  a 


d^V 

^—^'  de* 


d  devant  être  changé  en  a  après  les  différentiations.  La  somme 
des  termes  de  l'expression  de  j,-,  relatifs  aux  deux  racines  égales, 
est  donc 
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d  k 

1.2. {/a*    .        ddV  ' 

On  trouvera  de  la  même  manière,  que  si  F  contient  trois  facteurs 

égaux ,  la  somme  des  termes  de  l'expression  de  yi  relatifs  à  ces 

trois  facteurs  est 

d| k 

1.2.1. 2.3. c/a*'    ,^   d'V  ' 


a«-^« 


et  ainsi  de  suite.  Z/'^  étant,  par  ce  qui  précède,  le  coefficient  de 
0*  dans  le  développement  de  -pr ,  il  en  résulte  que  yi  est  le  coeffi- 
cient de  Ô*  dans  le  développement  de  la  fonction 

jo.lfc.ô^-'+c.e"-» +q) 

+)\.{e.e-^ +7) 

a.e"+6.Ô"-»+c.Ô'^* +p.6  +  q 

Cette  fonction  est  donc  la  fonction  génératrice  de  yi  ou  de  la 
variable  principale  de  l'équation  aux  différences  V.j,  =  o.  La  for- 
mule [B)  du  numéro  précédent  donnera  pareillement  la  valeur  de 
yi,  ou  l'intégrale  complète  de  l'équation  aux  différences  V*  .^,==o: 
yoj  V.jo;  Jm  V-j»;.  .  .  .jn-i,  V.j„_»  seront  les  2n  arbitraires  de 
cette  intégrale.  Le  cas  des  racines  égales  se  résoudra  de  la  même 
manière  que  ci-dessus.  On  aura  par  la  même  formule  Tintégrale 
des  équations  aux  différences  V\j/  =  o,  V*.j,=  o,  etc.  ce  qui 
montre  l'analogie  qui  existe  entre  l'interpolation  des  suites  et  Tîn- 
tégration  des  équations  aux  différences. 

Soit  yi  =^yî  -^yïi  et  supposons  que  ii  soit  la  fonction  généra- 
trice de  j/,  et  u  celle  de  j/',  u  étant  celle  de  y,;  on  aura  n=  a -+-  u', 

Soit  encore   u"=  — ,  z  ayant  la  signification  que  nous  lui  avons 
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donnée  dans  le  n**  5;  et  nommons  Xi  le  coefficient  de  V  dans  le 
développement  de  X;  on  aura,  par  le  n**  2,  Xi=  V'.j/'.  Mainte- 
nant on  a,  par  le  n^  5 , 

^_ t^ ^ 

or  le  coefficient  de  V,  dans  le  développement  du  second  membre 
de  cette  équation,  est  égal  à  celui  de  0*"'"  dans  le  développe- 
ment de 

1 

{a.e''+b.e''-'+c.e'"-\...+qy' 

et  par  le  numéro  précédent,  ce  coefficient  est  égal  à  Z^f^^];  donc 
le  coefficient  de  V  dans  le  développement  de  —  sera 

ou  S.X^.Z|.^'^|_^,  Tintégraie  étant  prise  relativement  à  r,  depuis 
r=o  jusqu'à  r=i — n5-f-i;  ce  sera  la  valeur  de  y".  Cela  posé, 
si  dans  la  formule  [B)  du  numéro  précédent,  on  suppose  V'.j,  =  o; 
elle  donnera,  en  observant  que  j,-= j/h-jA 


■^V.y..[c.ZSi„^.,...-f-<,.Z,_,_.]  (C) 


-hV-.  j. .  [c.  Z  tl. ....  -4-9.  Zi__^.] 
-h9.Z<;l„,..j'»_.-t-9.ZJi„,..V.7._..., 
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7o»  V.joi  •  •  •  V'"' .jo;  Jm  V  .ji,  etc.  étant  les  w  arbitraires  de  f in- 
tégrale de  l'équation  V'.j/=o,  ou 

Or  V.yl'  étant  égal  à  Xi,  cette  équation  devient 

o  =  T\yl-hXi; 

on  aura  donc,  par  la  formule  précédente,  Tintégrale  de»  équa- 
tions linéaires  aux  différences  finies  dont  les  coeflicients  sont 
constants,  dans  le  cas  où  elles  ont  un  dernier  terme  fonction  de  i. 
L'intégrale  définie,  relative  à  rS.  A\..Z|^'^J^_^,  peut  être  facile- 
ment transformée  dans  une  suite  d'intégrales  indéfinies,  relatives 
à  /;  car  l'expression  générale  de  Z,l~)Lr  ^^*  f^^^^^e  de  115  termes 
de  la  forme  /.  r'*.»'^,  /  étant  une  fonction  de  i  indépendante  de  la 
variable  r;  l'intégrale  précédente  est  donc  composée  d'intégrales 
de  la  forme  /.  S^'*.a^  AV;  cette  dernière  intégrale  devant  être  prise 
depuis  r  nul  jusqu'à  r=i  —  /i5-h-i,  elle  est  égale  à  l'intégrale 

indéfinie 

/.S(/— /is-^ij^a'-"'--^  A._„^,, 

prise  depuis  i=ns  —  1 . 

7.  On  peut  donner  à  l'expression  de   -7  une  infinité  d'autres 

formes,  dont  plusieurs  peuvent  êfre  utiles.  Donnons-lui,    par 
exemple,  cette  forme 

On  déterminera  ainsi  les  valeurs  de  Z^"',  Z^'\  Z^*\  etc.  On  mettra 
d'abord  l'équation 

h  c  q 

^=«-^7^? -^l 

SOUS  cette  forme,  en  y  substituant!-  — i"f"M  ^^  ^^^^  ^^  "F*  ®* 
développant  suivant  les  puissances  de  -    -1, 
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z=a'-+-b'.(j  -i)  -f-c .(i  — ly . . . .  -h^.^i  — 1^, 

et  l'on  aura 

a=a-\-    6-4-  c H-    q 

6'  =  6-+-2C-h3(? -h  71^ 

r              o                  nJn—i) 
c=c-4-3e H ——^'(1 


1.2 

etc. 


On  multipliera  ensuite,  comme  précédemment,  le  numérateur  et 
ie  dénominateur  de  la  fraction ^  par 


1 

t 


{a—z).  6" -h b.  0"  -*  -^c.  0"  -' H-p.  Ô-f-9, 

en  observant  de  substituer  dans  le  numérateur,  i**  au  lieu  de  z, 

2**.  au  lieu  de  a.0"-+-6.0''-'-+-c.Ô"  *  4-  etc.  la  quantité 

0\[a'-f-6'/|  -1  Wc\(i  — i)V  etcl; 
si  Ton /ait  de  plus,  pour  abréger. 


7-^=7' 


on  aura 


6'.0-.(i-0-  ^)  +c^0«  -.[{i-^ey-  ^) +9.((i-0)"-  ^) 

^i-|y(a.0'"+6.0'^^+c.0'^*....+p.  0+9-2.0-) 

En  divisant  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  la  fraction  pré- 

6 
cédente,  par  1 —  -,  elle  se  réduit  à  celle-ci. 


TOME   Vil. 


3k 


THÉORIE  ANALYTIQUE   DES  PROBABILITÉS. 

■ 'Kl-.)"! 


e^ 
f 


q.9"    ' 


a.O"  rb.O"  •  i  c.d"    .... 


jj.  6  +  7  — ^.tf" 

De  là  il  est  aisé  de  conclure  que  si  Ton  conserve  à  Z/'  ^\  la  même 
signification  que  nous  lui  avons  donnée  dans  le  n**5,  et  que  Ton 
considère  qu  en  désignant  par  ^,  le  coefficient  de  0'  dans  le  déve- 
loppement d'une  fonction  quelconque  de  6,  ce  même  coedicient 

dans  le  développement  de  cette  fonction  multipliée  par  ( -^  —  i  )  , 

sera,  par  le  n°  2,  égal  à  A ^.7,;  on  aura 


^=    i>.z^' 


i  -  ail -^-l  I— 3n-Hi 


-4-c'.A.Z*:".,    ---c'.^.A.Z'.'' 


c'.Z'.A.Zi!!.3„^. 


^etc. 
-f-etc. 


^•^   •-^,•^«4-,  ^^^-  -"  ^   --^i  -,„^.     ^^-^  •  ^   -^|- -311-4-1     ^^«-C. 


7  l— m-l  I  I — 2H-t-l  /  I  — OII+I 


etc. 


c\Z^ 


^'•-"2^.  ■',„+. -^  etc. 


^Uv.A.Z(°)„^.-Hc.'.z.A.Z(;l_.-4- etc. 

f  -4-  etc. 
^1     .■.Z(;i.^,--e'.z.Z';:,„,-Hetc./ 


) 


''  (h- etc. 


I 


-2_   |Z'°^        -I-'  7<''  -^Ptr  I 
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Présentement,  il  est  clair  par  le  n**  2,  que  le  coefficient  de  t^  dans 
le  développement  de  la  fonction -A—  est  A^V^J;r;  Téquation  pré- 
cédente donnera  donc,  en  multipliant  ses  deux  membres  par  ii, 
et  repassant  des  fonctions  génératrices  à  leurs  coefficients, 

+V^,v  [6'.Zil3„^,-f  c'. A.ZW  3„^.+e'. A'.Z(  V,.+9. A-  ■.Zil3„^.  ] 

+  etc. 

+  A.  jv  [c'.Z(°)„^.  +e'.A.ZtU. -H/.A-  ^Zt„,.  ] 

+A.V.j,.[c'.ZÎl_4-e.A.Z(/l_. +9.A-.Z(;l_,] 

+A.VV..[c'.Zi^3„^+.'.A.Z^Lw. +9-^"'-^iV.] 

+  etc. 

4-0  Z^*"'        A"-  '  y  -\-a  Z^''  A"  *  V   y  -ha  Z^^K       A""*  V  v  4-etc 

la  caractéristique  V  se  rapportant  à  la  variable  a;,  et  la  caractéris- 
tique A  se  rapportant  aux  deux  variables  x  et  i. 

8.  Supposons  dans  la  formule  précédente,  x  et  i  infiniment 

grands,  de  manière  que  Ton  ait  i  =:^  -y-r ,  a;=  -^-r  ;  /x^i  devien- 
dra une  fonction  de  ^-hx\  fonction  que  nous  désignerons  par 
9  i/G-h-x).  Supposons  de  plus 

a=a,     b=-j^,,     0--=.-^-^, */=rf7^' 

l'équation 

o  =  a'H-6'.(^  —  1  )  -i-c.(^—  1  j   --etc. 
deviendra 

5. 
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Cette  dernière  équation  donne  pour  0  —  i,  n  racines  fda:\fdx, 
fdx,  etc.  et  par  conséquent  pour  0,\es  n  valeurs 

e = 1  -i-fdx\    e=  i  -^fdx,   e  =  i  -^-fdx,    etc. 

Maintenant  si  Ton  suppose  6=  i  -hhdx\  on  aura,  i  étant  supposé 
infini, 


1 


Tri=i  —  i.hdx'-+-  —  Mx'—  etc.  =  cr^^ 


e^         [x+hdx]'  '  1.2 

c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  Tunité. 
D'ailleurs  la  quantité  a  est,  par  le  numéro  précédent,  égale  à 

d  —  y  -{-C  —  etc.;  et  par  conséquent  égale  à  a  —  ^^....âi  -^—^ 
valeur  qui  se  réduit  à  son  dernier  terme,  qui  surpasse  infiniment 
les  autres;  Texpression  de  ZJ.'""''  du  numéro  5  devient,  en  y  chan- 
geant r  dans  i  —  i , 

^<-'   =-  ,...3....(.-,'|t,T..//i.-'^  -j^  (»-/)-.(*-/7.eU. ' 

^-  (/,_/)..  (A_.y^..  etc. 
^  -h  etc. 

la  différence  d'~'  étant  prise  en  ne  faisant  varier  que  h,  et  en 
substituant  après  les  différentiations,/au  lieu  de  h  dans  le  premier 
terme,/'  au  lieu  de  h  dans  le  second  terme,  et  ainsi  de  suite. 
Nommons  X^'-'Kdx'  la  quantité  précédente;  on  aura,  àTinfiniment 
petit  près,  jx  étant  un  nombre  fini, 

Z^'-'^=Z^'-'^  =  X^'^'\dx. 

D'ailleurs  on  a  j<,  =  (p  (tff);  et  la  caractéristique  A  des  difTérences 
finies  doit  se  changer  dans  la  caractéristique  d  des  différences 
infiniment  petites  ;  en  sorte  que  l'équation 
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V  .j, = a.y,  -f-  h.y^^,  -f-  c./,^.  -+-  etc. 
ou,  ce  qui  revient  au  même,  celle-ci 
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V.7,=a'-4-  ^.A.j,-h  ^.A*j,-+-  etc. 
devient,  en  y  changeant  dx  en  â/a, 

L'expression  de  y^c-»  trouvée  dans  le  numéro  précédent  deviendra 
donc 


<p{ta-\-x')=:  <p  {'Cf)  . 
-hV.(p  (-or). 

-h  etc. 

d.  <p  («) 


dis 

d.V.<p[ia) 

dis 
-etc. 
d\  Ç>  (g) 

<f'.V.(p(g) 
rfisr*      • 

-  etc. 


,,  Y(.)  ,    '  dX^'^    ,    ,   rf'AW      ,    .  dr^JÎ^ 


dx'"-'  / 


Jn-J    V(o)\ 

e  .  A   ....-Mf .    ^^,,._,  j 
//«-»  V(')\ 

g"  X(')     -4-0'  \ 

e  .A  ....-+-9  .    ^^,^,  j 


dis" 


.,-.*::ï^'.A<..-Heto. 
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Cette  formule  servira  à  interpoler  les  suites  dont  ia  dernière  raison 
des  termes  est  celle  d'une  équation  linéaire  aux  différences  infini- 
ment petites  à  coefTicients  constants. 
Si  l'on  a 

la  formule  se  termine  et  donne  la  valeur  de  (p[^-f-x)^  ou  Tin- 

tégrale  de  l'équation  différentielle  précédente;  (p  (^),    *T       t  ©le. 

V.0(to  ,  — -r^^,  etc.    V.  0  tsT  ,  — r^-^^  ^^c-  ^^^^  1®^  ^ 

arbitraires  de  l'intégrale. 

Supposons  que  Ton  ait  l'équation  différentielle 

\\'  étant  une  fonction  donnée  de  x  ;  il  faut,  par  le  n"*  6,  ajouter  à 
l'expression  précédente  de  (^  [^us-t-x],  le  terme  f^\*^^x'Z^l* dr, 
A^"  "*'  étant  la  même  fonction  de  x  que  À('  *)  :  l'intégrale  relative 
à  r  doit  être  prise  depuis  r-  -o  jusqu'à  r~.-x.  Cette  intégrale 
définie  peut,  par  le  numéro  cité,  être  transformée  en  intégrales 
indéfinies  relatives  à  x. 

De  la  transformation  des  suites. 

9.  La  théorie  des  fonctions  génératrices  peut  servir  encore  à 
transformer  les  suites  en  d'autres  qui  suivent  une  loi  donnée. 
Considérons  la  suite  infinie 

j,  -u  j, .  a  -t- j. .  a= -T- y, .  a'  -^  etc.  (  V  ) 

et  nommons,  comme  ci-dessus,  u  la  somme  de  la  série  infinie 

Yo--y^ . af~j..aT -j, .  a"/'  —etc. 
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le  coefficient  de  <*  dans  le  développement  de  la  fraction , 


1 

t 


sera  égal  à  la  somme  de  la  suite  proposée  (F),  prise  depuis  le 
terme  j^.a""  inclusivement,  jusqu'à  l'infini.  Soit  généralement  z 

une  fonction  quelconque  de  -,  et  nommons  Il.jar-a*  le  coefficient 

de  t"*"  dans  uz.  Les  coefficients  de  <^  dans  u.z\  u.z\  etc.  seront 
Il'.j^.a^  n\ja,.a*,  etc.  Cela  posé,  on  multipliera  le  numérateur 

et  le  dénominateur  de  la  fraction par  k — z,  et  l'on  prendra 

'-7 

pour  A:  ce  que  devient  z  lorsqu'on  y  fait  t  égal  à  funité;  k — z 
sera  divisible  alors  par  1 —  -.  Soit 


A(«)        /,(.)        A(3) 
A-h  —  +  —  -h  —  -h  etc. 


le  quotient  de  cette  division  ;  on  aura 

tt  tt.A     (        z        z^        z^         ^    \ 

-w\' 


tt.At»J    i         z         Z""         ^ 


a.AW    /         z         z* 


ke 
etc. 


ce  qui  donne,  en  repassant  des  fonctions  génératrices  aux  coeffi- 
cients , 
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5.^..  «.=  iJ-^  +  AJL^)  +  '"-b;.--)  ^  etc. 

*«^^.       *«.n.[r.^^.) 

A*  A* 

-h-  etc. 

Le  signe  S  désigne  la  somme  des  termes  depuis  x  inclusivement, 
jusqu'à  Tinfîni.  Supposons  maintenant 

on  aura 

n.(/^.a*)=a'.(a.j,+6.j^,^.-f-c.j,^-+-e.j^,-h  etc.). 
En  désignant  par  V.j,  la  quantité  (iyx-^fy»^i-^  ©te.  on  aura 

et  généralement  on  aura 


On  a  ensuite 


ce  qui  donne 


I                b         c         e  ^ 

fc  =  aH 1 — 1-\ — --h  etc. 


h 

b 

a 

-f- 

C 

—^  -h  etc. 

hw 

c 

a' 

H- 

e 

[- 

a' 

etc. 

A"- 

e 

a- 

etc. 

-4- 

etc. 
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on  aura  donc 

^  {2lZ^.^.{^y^^  1:1^  ^  ^  ^etc.) 

+  ^°'^l,'.cf.[ï„.+  ^  +  %^  +  etc.) 
-I-  etc. 

En  faisant  a;=  o,  on  aura  une  transformée  de  la  suite  proposée, 
dont  les  termes  suivront  une  autre  loi;  et,  si  les  quantités  V  .j^, 
V*.ja:>  etc.  vont  en  décroissant,  cette  suite  sera  convergente.  Elle 
se  terminera  toutes  les  fois  que  Ton  aura  V^y^=o;  ce  qui  aura 
lieu  lorsque  la  proposée  sera  une  suite  récurrente.  On  aura  donc 
ainsi  la  somme  des  suites  récurrentes,  à  compter  d'un  terme  quel- 
conque y^ .  a%  et,  par  conséquent,  on  aura  aussi  la  somme  de  leurs 
termes,  comprise  entre  deux  termes  quelconques  y^.  a'  et  j^,.  a*'. 

Théorèmes  sur  le  développement  des  fonctions  et  de  lem*s  différences , 

en  séries. 

10.  En  appliquant  à  des  fonctions  particulières  les  principes 
généraux  exposés  dans  le  n*"  1,  on  aura  une  infinité  de  théorèmes 
sur  le  développement  des  fonctions  en  séries.  Nous  allons  pré- 
senter ici  les  plus  remarquables. 

On  a  généralement 

«.(7-i)"=«{(n-j-i)'-i]". 
Or  il  est  clair  que  le  coefficient  de  f  dans  le  premier  membre  de 

TOME   Yll.  0 
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cette  équation  est  la  différence  w*^'"'  de  j,,  x  variant  de  i;  car  ce 

coefficient  dans  m.(^  — \\  est  j^^,      j,  ou  'A.j^,,  en  désignant 

par  la  caractéristique  'A,  les  différences  finies,  lorsque  x  varie  de 
ia  quantité  i;  d'où  ii  est  facile  de  (conclure  que  ce  même  coeffi- 
cient, dans  le  développement  de  w.(-    -i  |  est  'A".j,.  D'ailleurs 

si  fon  développe  ii.  (  i-i-  |  -i  |  i  suivant  les  puissances  de 
-  —  1 ,  les  coefficients  de  l'  dans  les  développements  de  ii.(--  —  i  I, 
(I.  (y  il,  elc.  sont,  par  le  n*"  2,  A.j^.  -^'jx.  ^'c-  en  sorte  que 
ce  coefficient,  dans  u.  f  \-^~  -       i  j   -  i     ,  esl  [(i-i- A.j,)"  —  i]', 

pourvu  que  dans  le  développement  de  cotte  quantité  on  applique 
à  la  caractéristique  A  les  exposants  des  puissances  de  ^.y^,  et 
qu ainsi,  au  lieu  d'une  puissance  quelconque  (A.J,)^  on  écrive 
A^J^;  on  aura  donc  avec  cette  condition, 

'AV,^[(i»-A.j,)'-    -i]".  (i) 

Si  fon  désigne  par  la  caractéristique  S ,  f  intégrale  finie,  lorsque 
X  varie  de  i;  S^.j,  sera,  par  le  n*"  2,  le  coefficient  de  t'  dans  le 

développement  de  la  fonction  u.(  -    -i  j    ,  en  faisant  abstraction 

des  constantes  arbitraires  que  l'intégration  introduit;  or  on  a 

de  plus,  le  coefficient  de  <' dans  aÀ-  -i  j  est  S^J^,  en  fai- 
sant abstraction  des  constantes  arbitraires;  ce  coefficient  dans 
a. (y  — 1 J   est  A^  j^;  on  aura  donc 

'2Vx=[(i-4-A.j.r    -i]  ";  (a) 
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pourvu  que  dans  le  développement  du  second  membre  de  cette 
équation  on  applique  à  la  caractéristique  A  les  exposants  des 
puissances  de  A  .y^;  que  Ton  change  les  différences  négatives  en 
intégrales,  et  que  l'on  substitue  j^  au  lieu  de  A*^.j^;  et  comme 
ce  développement  renferme  l'intégrale  S'^.j,^,  qui  peut  être  censée 
renfermer  n  constantes  arbitraires,  l'équation  (2)  est  encore  vraie, 
en  ayant  égard  aux  constantes  arbitraires. 

On  peut  observer  que  cette  équation  se  déduit  de  l'équation  (1), 
en  faisant  dans  celle-ci,  n  négatif,  et  en  y  changeant  les  différences 
négatives  en  intégrales;  c'est-à-dire,  en  écrivant  'S"./,  au  lieu 
de  'A"^.j^dans  le  premier  membre;  et  généralement  dans  le  dé- 
veloppement du  second  membre,  S\j,  au  lieu  de  A■~^J,. 

Les  équations  (1)  et  (2)  auraient  également  lieu,  si  x,  au  lieu  de 
varier  de  l'unité  dans  A .  j^,  variait  d'une  quantité  quelconque  tar, 
pourvu  que  la  variation  de  x  dans  'A  .j^  soit  égale  à  itar.  En  effet, 

il  est  clair  que  si  dans  y^  on  fait  x=  —,x  variera  de  tar  lorsque  x 

variera  de  l'unité;  A.j^.  se  changera  dans  A.j-^m  la  variation  de 
X  étant  tar;  et  A.j^  se  changera  dans  A.ja:,,  la  variation  de  x 
étant  îtar.  Maintenant  si,  après  avoir  substitué  ces  quantités  dans 
les  équations  (1)  et  (2),  on  suppose  ^  infiniment  petit  et  égal  à 
dx'  ;  A .  j^,  se  changera  dans  la  différence  infiniment  petite  dy^r.  Si 
de  plus  on  fait  i  infini,  et  idx'=a,  a  étant  une  quantité  finie,  la 
variation  de  x  dans  A.j^,,  sera  a;  on  aura  donc 

'AV.,=  [(i-hdy.,)'-i]»,  (7) 

or  on  a 
ce  qui  donne 


«•Si- 


0. 
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c  étant  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  Tunité; 
on  a  donc 

en  ayant  soin  d'appliquer  à  la  caractéristique  d  les  exposants  des 
puissances  de  dy^^;  de  changer  les  didérences  négatives  en  inté- 
grales, et  la  quantité  ci\j,,  en  j^,,. 

On  peut  donner  à  l'équation  (3)  cette  forme  singulière  qui 
nous  sera  utile  dans  la  suite  : 


a  2  a  9 


• 


En  effet,  elle  donne 

Considérons  un  terme  quelconque  du  développement  de 

\c^  ^  —c    ""  "^  )  ,   tel  que  k  (7^)  •   En  le   multipliant    par 

n«    dYx' 

C  *    ''^  ,  et  développant  cette  dernière  quantité,  on  aura 
I     d'     [  na    dy^,,        fnaV      d^y^,  ^    "1 

d^y   ,    ni 
cette  quantité  est  égale  à  k.  — ,  ,^     ;  d'où  il  est  facile  de  conclure 


dy^^'ll  dy  j.'.!^ 

m  z^  (  1  ^     _*  iLiLV^    I    * -        *  JL * 

2  '  dx'    (     2  '  dx  2'  dx'   \  \  ^  2  '  dx'  x,"  â  '  dx' 


n 


vC  —  C 


=  'A*    V 
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Si,  dans  les  équations  (i)  et  (2),  on  suppose  encore  i  infiniment 
petit  et  égal  kdx,  on  aura 

on  a  d'ailleurs 

(i-+-A.j,)'=c'^'°«-^'"'-^'Un-,/a;.log.(i-^A.j.); 
les  équations  (1)  et  (2)  deviendront  ainsi 

^  =  [log.(i-f-A.j.,)]«.  (5) 

On  peut  observer  ici  une  analogie  singulière  entre  les  puissances 
positives  et  les  différences,  et  entre  les  puissances  négatives  et  les 
intégrales.  L'équation 

/.  *-iEr  (0) 

est  la  traduction  du  théorème  connu  de  Taylor,  lorsque,  dans 
le  développement  de  son  second  membre,  suivant  les  puissances 

de  -T^j  on  applique  à  la  caractéristique  d  les  exposants  de  ces 

puissances.  En  élevant  les  deux  membres  de  cette  équation  à  la 
puissance  n,  et  appliquant  aux  caractéristiques  'A  et  d,  les  expo- 
sants des  puissances  de  'A-j^?  et  de  dy^y  on  aura  l'équation  (3), 
d'où  résulte  l'équation  (4),  en  changeant  les  différences  négatives 
en  intégrales. 

L'équation  précédente  donne  c         =n-'A.j,. 
En  prenant  les  logarithmes  de  chaque  membre,  on  aura 
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Supposant  ensuite  a=  i,  ce  qui  change  A.j^  dans  À.j^«9  et  éle- 
vant les  deux  membres  de  cette  équation  à  ia  puissance  n,  on 
aura  l'équation  (5),  pourvu  que  Ton  applique  les  exposants  des 
puissances  aux  caractéristiques.  On  aura  Téquation  (6)  en  faisant 
n  négatif  et  changeant  les  puissances  négatives  en  intégrales. 

Si  dans  Téquation  précédente  (r),  on  change  a  dans  i,  on 
aura 

^'  =  log.(i-'A.j,)'; 


et  si  Ton  y  suppose  a=  i,  on  aura 

dx 


^'=log.(i--A.j.). 


l^a  comparaison  de  ces  deux  valeurs  de  -^-- donne 

log.(i  f-A.j,)  =:log.(j-^  'A.j,)'; 
d'où  Ton  tire 

En  élevant  chaque  membre  à  la  puissance  ai,  et  appliquant  les 
exposants  des  puissances  aux  caractéristiques,  on  aura  Téqua- 
tion  (i),  d'où  résulte  l'équation  (2),  en  changeant  les  difierences 
négatives  en  intégrales.  Les  équations  (1),  (2),  (3),  (4)»  (5)  et  (6) 
résultent  donc  du  théorème  de  Taylor,  mis  sous  la  forme  de  l'é- 
quation (0),  en  transformant  cette  équation  suivant  les  règles  de 
l'analyse ,  pourvu  que  dans  les  résultats  on  applique  aux  caracté- 
ristiques, les  exposants  des  puissances,  que  l'on  change  les  diffé- 
rences négatives  en  intégrales,  et  que  l'on  substitue  la  variable 
elle-même,  j^,  au  lieu  de  ses  différences  zéro. 

Cette  analogie  des  puissances  positives  avec  les  différences,  et 
des  puissances  négatives  avec  les  intégrales,  devient  évidente  par 
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la  théorie  des  fonctions  génératrices.  Elle  tient,  comme  on  l'a  vu, 
à  ce  que  les  produits  de  la  fonction  a,  génératrice  de  y^y  par  les 

puissances  de  -— i  sont  les  fonctions  génératrices  des  différences 

finies  successives  de  j^:*  ^  variant  d'une  quantité  quelconque  i; 
tandis  que  les  quotients  de  u,  divisés  par  ces  mêmes  puissances, 
sont  les  fonctions  génératrices  des  intégrales  de  j,. 

En  considérant,  au  lieu  du  facteur  --  —  i  et  de  ses  puissances, 

les  puissances  d'une  fonction  quelconque  rationnelle  et  entière  de 

y ,  on  peut  en  conclure  des  théorèmes  analogues  aux  précédents , 

sur  les  dérivées  successives  des  fonctions.  Je  nomme  dérivée  d'une 
fonction  j^,  toute  quantité  qui  en  dérive,  telle  que  a.y^~i-h.y^^, 
H-e.jj,_^,  -f-  etc.  En  regardant  ensuite  cette  fonction  dérivée 
comme  une  nouvelle  fonction  que  je  désigne  par  y^;  la  quantité 
a.yj,-hb.y^^^-i-e.y,._^  H-  etc.  sera  une  seconde  dérivée  de  la  fonc- 
tion j^;  et  ainsi  de  suite.  Lorsque  la  fonction  a.j^-f-6.jv^, -F-etc. 
devient — ^Jx-^-Vx-hi»  la  dérivée  devient  une  différence  finie. 
Maintenant  on  a 

/  b         e         h  \" 


f-  etc. 


i  il) 


on  a  ensuite  généralement,  par  le  n*"  2,  en  désignant  par  V.j., 
la  quantité  a.j^-h6.jx-H.-+-e.j^^,-l-etc.  V".j^pour  le  coefiicient 
de  la  fonction  génératrice  du  premier  membre  de  cette  équation  ; 
de  plus  on  a 

r 

«•(1+  iû  -1)  =«{1+  rx{w  -')  -  tÙ^-Îw  -^  +  H' 


48        THÉORIE  ANALYTIQUE  DES  PROBABILITÉS. 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  la  fonction   généra- 
trice de 

dy^  r*     d*y, 

Yx-i-r.  -^  H .  -i—  H-  etc. 

^  dx  1.2    c/x* 

ou  de  c      '  ;  en  appliquant  à  la  caractéristique  d  les  exposants 

des  puissances  de  ^,  et  écrivant  j,  au  lieu  de  (t^)  •  De  là  on 

conclut  que,  sous  les  mêmes  conditions,  le  second  membre  de 
l'équation  [q]  est  la  fonction  génératrice  de 

a-^  b.c  ''''  -he.c  ^  -hh.c  "^  -+-  etc.J; 

et  qu  ainsi  cette  équation  donne,  en  repassant  des  fonctions  géné- 
ratrices aux  coefficients , 


I" 


a-i^b.c"^  -^e.c  ^'  -+-A.C  ^  -hetcj.  (7) 

On  peut  ainsi  obtenir  une  infinité  de  résultats  semblables. 
Nous  nous  bornerons  au  suivant,  qui  nous  sera  utile  dans  la  suite. 

u.(  -^  —  y/fj  est  la  fonction  génératrice  de 

n.(n—\) 
y       n  -n.y       n       H ^^ -.y       „       — etc. 

3  2  2 

OU  de  A",  j       „ .  De  plus  on  a 

2 

d'où  l'on  tire  en  repassant,  par  fanalyse  précédente,  des  fonc- 
tions génératrices  aux  coefficients, 

2 


LIVRE  PREMIER,  PREMIÈRE  PARTIE.  49 

11.  Je  nai  considéré  jusqu'ici  qu'une  seule  fonction  j^:  de  x; 
mais  la  considération  du  produit  de  plusieurs  fonctions  de  la 
même  variable  conduit  à  divers  résultats  curieux  et  utiles  d'ana- 
lyse. Soit  u  une  fonction  de  f,  et  j^  le  coefficient  de  f  dans  le 
développement  de  cette  fonction  ;  soit  u  une  fonction  de  t\  et  y^ 
le  coefficient  de  &  dans  le  développement  de  cette  fonction  ;  soit 
encore  u  une  fonction  de  f,  ety\  le  coefficient  de  {''  dans  son  dé- 
veloppement, et  ainsi  de  suite.  Il  est  clair  que  y ^.y^.y^.  etc.  sera 
le  coefficient  de  f.&.f'.eic.  dans  le  développement  du  produit 
u.u  .a  .etc.;  ce  produit  sera  donc  la  fonction  génératrice  de 
Jx^y x-y  X'  etc.  La  fonction  génératrice  de 

j'aM-i •  y oM-i •  y  «-4-1  •  e*C'  ""~  jx^y x'y  X*  e^c. 

ou  de  l^.y^.y^.y\.eic.  sera  ainsi 

».«-.a'.etc.(^^.;^^-i); 
et  la  fonction  génératrice  de  A".j,.y«.j''a;-etc-  sera 

On  prouvera,  comme  dans  le  n**  2,  que  la  fonction  génératrice 
de  Yi''.yg,.y^.y\.eXc.  sera 


u.«'.a'.etc.(^^,;^^^   -i)  "; 


c  est-à-dire  que  l'on  peut  changer  n  en — ti  dans  la  fonction  géné- 
ratrice de  A"./ar-yx-etc.  pourvu  que  l'on  change  A"""  dans  S". 
Appliquons  ces  résultats  à  deux  fonctions  y^  et  y^  :  la  fonction 

génératrice  de  l^'.y^.yj  sera  u.u.l—r  — i  j  .  On  peut  la  mettre 
sous  cette  forme 


„.u'|l_,_^i.  (•_,)]"; 


TOME  TH. 
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en  la  développant,  elle  devient 

les  fonctions 

sont  respectivement  génératrices  des  ])ro(luits 

y,.A".Vr,       A.yr.A"-\j,..,,       A'.y,.!"  Vj,^.,  etc. 
L'équation 

donnera  donc,  en  repassant  des  fonctions  génératrices  aux  coef- 
ficients, 

_H  M^IZl) .  A',  v". .  A"  '.  r.- ,  ^  etc.  (8) 

En  changeant  «  dans — n,  on  aura 

S".  V,.  >',==/,. S". j,.      /i.  A.  v'..  2)"-  './.^. 

.-."4r-).A.,v..^ .,,.,       etc.  (,) 

En  général  on  a 

u.u.n\  etc. (--".->-—         1  ) 
\t,i  ,t  .  etc.  / 

-■-n.a\u".etcAi\    "7'~0-(^"^7       0'(^^    ?     -i).etc.— i     ; 

ce  qui  donne,  en  repassant  des  fonctions  génératrices  aux  coef- 
ficients, 

^"•J-y-/-etc=L(i--'^)-(i-t-A').(i-t-A''].etc.— i]-;      (lo) 
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pourvu  que  dans  chaque  terme  du  développement  du  second 
membre  de  cette  équation  on  place  immédiatement  après  chaque 
caractéristique  A,  A',  A",  etc.  respectivement  j^,  y\,  y\,  etc.  et 
qu  on  multiplie  ce  terme  par  le  produit  des  fonctions  dont  il  ne 
contient  point  la  caractéristique.  Ainsi  dans  le  cas  de  trois  va- 
riables, on  écrira,  au  lieu  de  A^  la  quantité y^-j^,. A'. j^;  au  lieu 
de  A'.  A',  on  écriray^.  A'.j^.  A'-j,  ,•  au  lieu  de  A'''.  A'''",  on  écrira 
j.-.A'^  .y^-A'-y^;  et  ainsi  du  reste. 

En  faisant  n  négatif,  l'équation  (lo)  subsiste  encore,  pourvu 
que  l'on  change  les  difierences  négatives  en  intégrales. 

Dans  le  cas  des  différences  infiniment  petites,  les  caractéris- 
tiques A,  A',  A'',  etc.  se  changent  en  rf,  d!y  d\  etc.  L'équation  (j  o) 
devient  ainsi,  en  négligeant  les  différentielles  d'un  ordre  supérieur, 
relativement  à  celles  d'un  ordre  inférieur, 

d\y,.y,.y\,.  etc.=rr  (c/ -^c/'  4- c/"-t- etc.)". 

Cette  équation  développée  donne,  relativement  à  deux  fonctions 

j^ety,, 

d\y,  .y\^y\. .  dy^^n. dy\  .  t/"  >,  +  "'  '"  J-!^ . dy', . d"  7,  -H  etc. 

En  faisant  n  négatif,  les  différences  négatives  se  changeant  en 
intégrales,  on  aura 

y\ j. .y.. etr"=y../7. . daf^  —  n.  ^-./-^'j.. daf^^' 

1.2        dx*    •'      •' 
On  a 

"•"'"''•"*"•  (r.  ^k  etc.  "0 
=^u.u.u".  etc.  (  1+  y-i  j  .(  1+  4-ij  .(  1+4— ij  .etc. -1    ; 

en  désignant  donc  par  '^".y^.y'^.y^.Qic.  la  différence  finie  du 
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produit  j,. y,. j';,. etc.  lorsque  j:  varie  de  i;  Téquation  précédente 
donnera,  en  repassant  des  fonctions  génératrices  aux  coefficients, 

'A\j,y,y,.etc.=[(iH~l)\(i-+-A7.(i-hA7.etc.— 1]%         (il) 

en  observant  les  conditions  prescrites  ci-dessus  relativement  aux 
caractéristiques  1, 1\  1\  etc.  et  à  leurs  puissances.  Cette  dernière 
équation  subsiste  encore,  en  faisant  n  négatif,  pourvu  que  Ton 
change  les  différences  négatives  en  intégrales. 
Supposons 


X  . a 

^  —  17'       '"^"57' 


jjp,  y^,  etc.  deviendront  des  fonctions  de  x,  que  nous  désignerons 
par  y^f^  y^,^  etc.;  l'équation  (ii)  donnera  ainsi  la  suivante  «  en 
observant  que  les  caractéristiques  A,  1',  etc.  se  changent  en  d, 
à!,  etc.  et  que  Ton  a 

—  a  ^ 

-^Vx/.yx/.yx/.  etc.  =  \c  — 1/:        (la) 

équation  qui  subsiste  encore  en  faisant  n  négatif,  et  changeant 
les  différences  négatives  en  intégrales. 

Ne  considérons  que  deux  variables  y^  et  y,,  et  supposons 
y^:=p'',  on  aura 

or  on  a  généralement,  x  variant  de  l'unité,  l\p'=p'.  (p  —  iV; 
on  aura  donc 

{i-+-i'y=p\p'. 

L'équation  (i  i)  deviendra  ainsi 

'A-.pV.=p'.[p'.  (i  -f-A.7,)'-i]%  (i3)î 
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en  faisant  n  négatif,  on  aura 

^S\p'.y^=r  .  .    ,  f ""    .i — T--+-a.a:»-*-+-6.a;^*-+-  etc.  (i4) 

a,  6,  etc.  étant  des  constantes  arbitraires  dues  à  l'intégration  n 
fois  répétée  de  /î*./*.  Tajoute  ici  ces  constantes  au  second  membre 
de  l'équation  précédente,  parce  qu'elles  ne  sont  implicitement 
renfermées  dans  son  premier  terme  que  lorsque  /)  =  i. 

Si  l'on  fait  dans  les  deux  équations  précédentes,  a;  =  T— ,, 

1=  -p,|)=i  -h  tir',  log.  h,  on  aura 

r        «  ^        1" 
'A».K7^=A''.[A».c  ''^'  — ij,  {i5) 

Si  dans  les  équations  (i 3)  et  (i 4),  on  suppose  i  infiniment  petit 
et  égal  à  dx;'^''.p^.y^  se  changera  dans  (/"./?*.  j,^  et  'S*./)*.j,  se 

changera  dans  j7:i-/^-P*-J«*^;  on  aura  ensuite 

on  aura  donc 

[/>«.  (i^A.j,)'—  i]«  =  (Za^.| log.  [p.  (i-f- A.7.)]h 
et  les  équations  (i3)  et  (i4)  deviendront 

^^'  =r.  {log.  b.(n-A.j.)]t-;  (17) 

/'.p*.y,.cb"=ri — r  /  ,  A — rT7i:-^«-^'^'^*-^*^'-+-ctc.  {l8) 
J    r  J'  |log.[/).(H-A.y,)]}»  ^     ' 


'S".A*'.j.,=  p ^^^^ T^H-a  •  a:'*-'-t-fe'.a;'"-*-4-  etc.  (i  6) 
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CHAPITRE  II. 

DES    FONCTIONS    GÉNÉRATRICES    À    DEtX    VARIABLES. 

12.  Nommons  u  une  fonction  de  t  et  i;  supposons  qu'en  la  déve- 
loppant suivant  les  puissances  de  t  et  t\  elle  donne  la  suite  infinie 

4-etc.  : 

le  coefficient  de  /'. /'  sera  j,  ,.;  u  sera  donc  la  fonction  généra- 
trice de  y^  ^  ^,. 

Si  Ton  désigne  par  la  caractéristique  A,  les  différences  finies, 
lorsque  x  seul  varie  de  l'unité,  et  par  la  caractéristique  'A  ,  les 
différences  lorsque  x  seul  varie  de  la  même  quantité;  la  fonction 

génératrice  de  A.j^  ^    sera,   par  le  n°   1,  n.i--  — i  |,  et  celle  de 
'A.j^  ,,  sera  u.ij  —  i  |  ;  d'où  il  est  facile  de  conclure  que  la  fonc- 
tion génératrice  de  A*.  A' .  j,  ,,  sera  ii.i- —  1 1 .  (-7  —  \\  . 
En  général,  si  Ton  désigne  par  V.j^  ,.,  la  quantité 

.4.V,  ,,  —B.y,^,  ,.  ^C.j,^,  ,.     -r  etc. 

—  B'.y,  ,.^.  -T-  Cj,^,  ,.^.  -f-etc. 

—  C'.j,  ,.^,     ^etc. 

■^  etc. 

Si  Ton  désigne  pareillement  par  V\j^^.  une  fonction  dans  laquelle 
V.j^^,  entre  de  la  même  manière  que  j^  ,,  dans  V.j^,;,.;  si  Ton 
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désigne  encore  par  V'.j^  a.,  une  fonction  dans  laquelle  V\j^  .r' 
entre  de  la  même  manière  que  j^.,,,  dans  V.jar,*^  et  ainsi  de  suite; 
la  fonction  génératrice  de  V^-Jx.*^  sera 


-h 

B 

t 

-h 

c 

n 

-f-  etc. 

^-- 

ïï 

7 

-1- 

a 
w 
c 

-f-etc. 

f 

-7-etc.l 

H~  etc. 

partant,  la  fonction  génératrice  de  A'/A''.V'*.ja.^,,  sera  la  fonction 
génératrice  précédente,  multipliée  par  (y  —  ^  )  •  (7  —  0  • 

s  étant  supposée  une  fonction  quelconque  de  -  et  de  -r;  si  Ton 

développe  s'  suivant  les  puissances  de  ces  variables,  et  que  Ton 

k 
désigne  par       ,  ;,  un  terme  quelconque  de  ce  développement;  le 

coefficient  de  f".  f'^  dans      ' .,  étant  /c.  jx-Km,a;/-^m',  on  aura  celui  de 

r.  f'^'  dans  u.s',  ou,  ce  qui  revient  au  même,  on  aura  V'.j^,^,^ 

1*"  en  substituant  dans  $,y^  au  lieu  de  -7,/x'  au  lieu  de  -7;  'à""  en 

développant  ce  que  devient  alors  u.  5'  suivant  les  puissances  de  j^^ 
et  de  j^,,  et  en  appliquant  respectivement  aux  indices  x  et  x  les 
exposants  de  ces  puissances,  c  est-à-dire  en  écrivant  au  lieu  d'un 
terme  quelconque,  tel  que  A.  (j^)'".  (j,,)"*',  it.j^^,„,^,^„,,,  et  par 
conséquent    fc.j^,,    au    lieu    du    terme    tout   constant   k,   ou 

Si  au  lieu  de  développer  s'  suivant  les  puissances  de- et  de -7, 
on  le  développe  suivant  les  puissances  de  -  —  1  et  de  -7  —  1 ,  et  que 

l'on  désigne  par  /r.(-  —  O-l?  —  ^)    ^^  terme  quelconque  de  ce 

^         /     ^        /(  /i       X'"  /i       X"*' 

développement;  le  coefficient  de  «'.f'*"'  dans  LuA-j  —  1  1  Aj  — 11 
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étant  ^•A"''.A*'.j,,„;  on  aura  vy,,-^,,  i*"  en  substituant  dans  s, 

^-yx.xf  au  lieu  de  -  —  i,  et  'A  .jx,*/  au  lieu  de  -r —  i  ;  a*  en  dé- 
veloppant alors  5*  suivant  les  puissances  de  A.j,,^  et  'A.j^.,^;  et 
en  appliquant  aux  caractéristiques  A  et  'A  les  exposants  de  ces 
puissances,  c  est-à-dire  en  écrivant,  au  lieu  d'un  terme  quelconque, 
tel  que  fc.(A.J,,x,)^  ('A-j,,,;)'"',  celui-ci  L A^/A*'.^,,^;  et  par 
conséquent  k.y^,^^,  au  lieu  du  terme  constant  k. 

Soit  S  la  caractéristique  des  intégrales  finies  relatives  à  â:^  et 
'2  celle  des  intégrales  finies  relatives  à  x;  soit  de  plus  z  la  fonc- 
tion génératrice  de  S*/S''.j^  „;  on  aura  z.i-j —  ^]\y —  i)    pour 

la  fonction  génératrice  de  jg^xt-  Cette  fonction  doit,  en  n^ayant 
égard  qu'aux  puissances  positives  ou  nulles  de  l  et  de  t^,  se  réduire 
à  u;  on  aura  ainsi ,  par  le  n""  2, 


9 

F 

a!       V        c'        ^q' 


a,  h,c q  étant  des  fonctions  arbitraires  de  (',  et  a,  h\  c q' 

étant  des  fonctions  arbitraires  de  t;  partant 


De  Tinterpolation  des  suites  à  deux  variables,  et  de  l'intégration  des  équations 
linéaires  aux  diflerences  partielles. 

13.  yx^,x'-^if  est  évidemment  égal  au  coefficient  de  /*•  f'*'  dans 
le  développement  de    •    ;•;  ;  or  on  a 

I  •  c 
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on  aura  donc,  par  le  numéro  précédent, 

7*-^.-,a'*.v=  (i  -4- A.j,,,,)'.  (iH-'A.y,.^,)''; 
en  développant  le  second  membre  de  cette  équation ,  on  aura 


Jx-^i,  x'-^f  • 

— Jx.x'-^ï.A./, 

1     '•('"')   A'v 

,,-hetc. 

-1-1.  A.j^ 

^^,-^  i.  i'.  A.  'A. y,, 

,,  H-  etc. 

^  i'.(»'-i) , . . 

"^          1.2       •^•^' 

.,,H-etc. 
-h  etc. 

Supposons 

maintenant  qu  au 

i  lieu  d'interpoler  suivant  les  diffé- 

rences  de  la  fonction  j^r.^'.  on 

veuille  interpoler  suivant  d'autres 

lois.  Pour  cela 

,  soit 

z-4+f -t- 

^  -  f.  +e.c. 

• 

B' 

+  ,,+ 

-+- 

C       D' 

t',  -H^y.-^etc. 

-h  -pr  H-  etc. 
-h  etc. 

Si  l'on  fait 

ir 

4-  -pj-  -t-  etc a. 

-J-yr  +  etc  —  J, 

C 

D' 
H-  -T7-  H-  etc.      c, 

etc. 

on  aura  pour 

z  une  expression 

de  cette  forme 

.    b 

z      a-h  -  - 

c                 l 

Nous  supposons  ici  que  le  coefTicient  /  de  la  puissance  la  plus 

lOHE    TH.  8 
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élevée  de  -7  est  constant  ou  indépendant  de  t',  et  que  cette  puû« 
sance  est  égale  ou  plus  grande  que  la  somme  des  puissances  de 
--  et  de  -r  dans  chacun  des  autres  termes  de  z.  Il  est  facile  de 
conclure  de  l'équation  précédente,  comme  dans  le  n**  5,  les  valeurs 
successives  de  ---,  — :;,  — :^,  etc.  en  fonctions  de  a,  6/  c,  etc. 
et  z;  et  il  est  visible  que  dans  chaque  terme  de  l'expression  de  -», 
la  puissance  la  plus  élevée  de  -  sera  moindre  que  n ,  et  la  somme 
des  puissances  de  --  et  de  -7  ne  surpassera  pas  /. 

Considérons  maintenant  la  formule  (/l)  du  n°  5,  et  supposons 
qu'en  développant  suivant  les  puissances  de  -r,  la  quantité 

-+-«.^L-.3  +  «^-^ll„-.3  +  etc. 


etc. 


on  ait 


M-t-iV.c-f-etc.-t-^(M('J-^A^^*^zH-etc.) 
-4- ^.(M^^^  ^- A^^^^ 2 -+- etc.). . . . -f- ^.  M«'^ 

les  puissances  ultérieures  de  j  disparaissent  d'elles-mêmes  dans 
ce  développement,  puisque  l'expression  de -ne  doit  point  lesxon- 
tenir.  Supposons  pareillement  qu'en  développant  la  quantité 


-h  etc. 
on  ait 


M,  +  iV..z+etc.+  ^.(A//^^+AV'^^5+etc.)....+  -pl^^ 
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Supposons  encore  qu'en  développant  la  quantité 

^■'^fn^,  -+-etc. 

I — fH- 1 

-j-etc. 
on  ait 

A/.-i-iV..z-hetc.-h^.  (M.'" -h iV."'.z H- etc.) -h-pt;"^."'""; 

et  ainsi  de  suite.  La  formule  [A]  du  n°  5  donnera 

i=M-f-iV.zH-etc. 


p(M'"-T-iV'".2-i-etc.) 
i.(JI/w+iVw.z-+-etc.) 


M,  H- iV,.  2-+- etc.  \ 

ir.(MW-i-iV.'".2-i-etc.) 


\      f  ■  / 


Af,-i-iV,.2-Hetc. 
,  ]-f-p{iW.W-+-iV."\z-hetc.) 

JW,^.  H-  AV-, .  2  4-  etc.    '] 
7-Kl+^Vil.2+etc.) 


2_]     i 


-^-^• 


._J_  M^'-"-^' 


(.•-n+.) 

8. 
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Cela  posé,  si  l'on  nomme  V.j^;  ...  la  quantité 

^.jx,x'-i-^.7x-.-..x'-i-C. _)',,,.„    -f-etc. 

-kB'.j,,,,^.-  i-C'.j,^.,.,^.  -i-  etc. 

-t-Cj,,,,^.    -f-  etc. 

-I-  etc. 

le  coeflicient  de  t'.f'  dans  le  développement  de  -^,sera,  par  le 

numéro  précédent,  Vf-^^^^^;,.».,.;  l'équation  précédente  donnera 
par  conséquent,  en  la  multipliant  par  a,  et  en  passant  des  fonc- 
tions génératrices  à  leurs  coefficients, 

/      M./,,,,-f-iV.V.j,,.,-4-etc. 

-i- A/"i.j,,,,^.-h^"'.V.7.,,,^,  4-  etc. 
J— .-^^-  

[      M,  .y^, .  X,  H-  iV, .  V . j:,H-. .  x/  -H  etc. 
^  -f-  A/."'.j^..,,^.-f-iV."i.V.7,.^..,,^.  -r-etc. 

'-f-  A/"~''  V       V 

I-'"»— 1  •J'i-i-ii— 1 ,  X'  "1  ~  '  '  n— 1  •  *  •  J'i-i-n— 1 ,  X'  ~t~  eiC.  : 

-'-^l.i.  •7--»-.. «'*.-+- -^11  •^•jx^»-..-'-'-^- etc./ 
r- 

14.  Si  Ton  suppose  V .  j^^ ,, = o ,  réquation  précédente  donnera , 
en  y  faisant  a?  =^o, 

-i-iW      V         .-^-A/'''    V  _L.  Af  ^'""'*"''  V 
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jjf  w^  Jl/ w^  jlfjr)^  gl-ç  étant  des  fonctions  de  i  et  de  r,  l'expression 
précédente  de  j,-,„  peut  être  mise  sous  cette  forme  très-simple, 


J.-..r'=S-  (r_„+.)  ,  (A) 

1  •  •  •  •"'^•^'^n_i  •  J  n—i ,  X' '*-r—n-¥-i  ) 

rintégrale  étant  prise  depuis  r=o  jusqu'à  r=/-|-  i  par  rapport 
au  premier  terme;  depuis  r=i  jusqu'à  r=i-\-i  par  rapport  au 
second  terme;  et  ainsi  de  suite.  Cette  expression  de  j,  .p,  sera  l'in- 
tégrale complète  de  l'équation  V./,^a:/=o,  ou 

o=A  .7.-,x/-f-5.  J.VI.X/  -+-  C .7.v.,x/ H- /.7.v«,x/ 

~^^  •yi,xf'^\  ~l~"  ^  •  J'iVi ,  «'-+-1 

-+-CV',*'-*-» 


^•J.,.- 


■n  ' 


Il  est  visible  que  Jo,x^7l.«^7«.x/, — Jn-i.o:/  sont  les  n  fonctions 
arbitraires  qu'introduit  l'intégration  de  l'équation  V.j,,^,=:o.  Pour 
les  déterminer,  il  faut  connaître  immédiatement,  ou  du  moins 
pouvoir  conclure  des  conditions  du  problème ,  les  n  premiers  rangs 
verticaux  de  la  table  suivante  : 


.0' 


^OO  ,11 


.S» 


J^«,«»  J'i.l»  J^«,«»  J'»,   «»  •  •    •    •  J^l,   t>  J'i'-»-!,!»    •   •   •  •    J^OO.I 

(Q) 

y^, xf9    y^, xf9    y*, xf9    y», x/> •  •  •  •  yî, xf>     yî-^i , «o •  •  •  •  j^c» ,xo 


oo« 


y  t ,  c»  »        y  1 ,  oo  »  y  t ,  oo  >        J^s ,  oo  »  '  •  "  VI,  «>  >         J'i-»-! ,  001  •  •  •  •  J'oo  ,  < 

Dans  un  grand  nombre  de  problèmes,  les  n  premiers  rangs 
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verticaux  sont  donnés  par  des  équations  aux  dilTérences  finies 
linéaires,  et  par  conséquent  par  une  suite  de  termes  de  la  forme 
A.p'\  Supposons  que  l'expression  dey,^,  contienne  le  terme  A.p^ ; 
la  partie  correspondante  dej,  ,,,  donnée  par  la  formule  (X)  sera 


i./r''.(A/-r-iV'./)-    3i'"./)*.  . 

...- H  Af  "■'./>'■)  î 

mais  la  fonction 

est  le  développement  de 

-  r-  etc. 

suivant  les  puissances  de  -7;  en  changeant  donc  dans  cette  dernière 

quantité, -rcn  p,  et  nommant  P  ce  quelle  devient  alors,  on  aura 

A.P.p"^  pour  la  partie  de  j;  :,,  qui  répond  au  terme  A.p''.  Il  suit  de 
là  que  si  la  valeur  de  jo.x^  est  égale  à 

A.p^-\-A\p^'^A\p"''^  etc. 

et  que  l'on  nomme  F,  P\  etc.  ce  que  devient  P,  en  y  changeant 
p  dans  p,  p\  etc.  on  aura  pour  la  partie  correspondante  de  y,-,»,, 

A .  P.p-'-i-A\  P.p'^'-^A\  P\p^'-Y-  etc. 

On  trouvera  pareillement  que  si  la  valeur  àey,,,,  est  exprimée  par 
£.9"^ -+-B'.  r/'''-hB".^'''-f-etc.  et  si  Ton  nomme  Q,  (/,  (ï,  etc.  ce 
que  devient  la  quantité 


c.Z'"^^  _  -4-e.Z^.^^  ,   -H  etc. 


lorsqu'on  y  change  successivement -7  en   9,  q\  q\  etc.  la  partie 
correspondante  de  j,^  ^,  sera 
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et  ainsi  de  suite.  La  réunion  de  ces  termes  donnera  l'expression 
de  j,,^,,  la  plus  simple  à  laquelle  on  puisse  parvenir. 

15.  La  valeur  de  j,^  ,,  donnée  par  la  formule  (X)  du  numéro 
précédent,  dépendant  de  la  connaissance  de  M^''\  M,^'-''\  etc.  il 
est  visible  que  ces  quantités  seront  connues,  lorsque  Ton  aura  le 

coefficient  de  -77  dans  le  développement  deZ/'^:  tout  se  réduit  donc 

à  déterminer  ce  coefficient.  On  a,  par  le  n°  5, 

Z>)  =— 


1 

a. 

a'*' 

.(.- 

1 

--')■ 

etc. 

a. 

«'«-, 

•(«'- 

1 

-a"). 

etc. 

a.a''-*-^(a -«).(«"-«').  etc. 
—  etc. 

a,  a,  a,  etc.  étant  fonctions  de  -r.  Si  Ton  fait  -r  =5,  et  que  Ton 

difi^érentie  l'expression  précédente  de  Z;^'^  n  fois  de  suite  par  rap- 
port à  s,  on  aura  avec  l'équation  précédente,  n-h  1  équations, 
au  moyen  desquelles,  en  éliminant  les  puissances  indéterminées 

—r^iy  -7îmi>  ""^ï^Tp  ^*^-  ^^  parviendra  à  une  équation  linéaire  entre 

Z:^'\ — ^,  — i^etc.  dont  les  coefficients  seront  fonctions  de  a, 
as  ds^ 

a,  a,  etc.  et  de  leurs  difi^érentielles  prises  par  rapport  à  s;  or 
il  est  clair  que  a,  a,  a,  etc.  doivent  entrer  de  la  même  manière 
dans  ces  coefficients,  que  l'on  pourra  ainsi  obtenir  en  fonctions 
rationnelles  et  entières  des  coefficients  de  l'équation  qui  donne  les 
valeurs  de  a,  a',  a,  etc.  et  des  différences  de  ces  coefficients,  et 
par  conséquent  en  fonctions  rationnelles  de  s.  En  faisant  ensuite 
disparaître  les  dénominateurs  de  ces  fonctions,  on  aura  une  équa- 
tion linéaire  entre  Z/'^  et  ses  différentielles,  équation  dont  les  coeffi- 
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cients  seront  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  s.  Cela  posé, 
considérons  un  terme   quelconque  de  cette  équation,   tel    que 

k. 5".  ,  ^ '  ,  et  nommons  X  le  coelllcient  de-7;:dans  le  développe- 
ment de  Z/"^  suivant  les  puissances  de -7;  ce  coelFicient  dans  le 
développement  de  k. 5"".     .  "'    sera 

/i.(r+(jt— m).(r+(jt— m— i).(r+(jt-m~2) V— m+i).X^^_^. 

En  repassant  ainsi  des  fondions  génératrices  à  leurs  coefficients, 
l'équation  entre  Z/"^  et  ses  différences  donnera  une  équation  entre 
\y  X.-M  etc.  dont  les  coenicients  seront  des  fonctions  rationnelles 
de  r,  et  dont  l'intégrale  sera  la  valeur  de  X,. 

Il  suit  de  là  que  l'intégration  de  toute  équation  linéaire  aux 
difféiences  finies  partielles,  dont  les  coeflicients  sont  constants, 
dépend,  i**  de  l'intégration  d'une  équation  linéaire  aux  difTérences 
finies  dont  les  coeflicients  sont  variables;  2°  d'une  intégrale  définie. 
L'intégrale  définie  dont  dépend  la  valeur  de  j,^  ,,  dans  la  formide 
(X)  est  relative  à  r,  et  doit  s'étendre  jusqu'à  r  =  i-f-i. 

Relativement  à  l'équation  aux  diflérences  partielles  du  premier 
ordre 


on  a 


on  a  de  plus 


ce  qui  donne 


a=--A-hB\s, 


a  — 

B 

a' 

Z.-W: 

— 

{A+B'.s)' 
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d'où  Ton  tire  cette  équation  différentieile, 

ce  qui  donne  Téquation  aux  différences  finies 

o=(r-|-i).4.X,^,  — (î  — r).F.X,; 
on  a  ensuite 

La  formule  (X)  du  numéro  précédent  deviendra  donc 

Tintégrale  finie  étant  prise  depuis  r=  o  jusqu'à  r=i:  c'est  l'in- 
tégrale complète  de  l'équation  précédente  aux  différences  partielles 
du  premier  ordre. 

L'équation  aux  différences  en  \  donne  en  intégrant, 

^'~  i.Q.3....r  '  A^  ' 

H  étant  une  constante  arbitraire,  et  le  dénominateur  étant  l'unité, 
lorsque  r  est  nul.  Pour  déterminer  cette  constante,  on  observera 

que  le  coefficient  indépendant  de -7  dans  Z/'^  est  —  /    pyvi  î  ^^'^st  la 

valeur  de  Xo,  et  par  conséquent  de  H;  on  aura  donc 

•^''^'~"  1.2.3. ...r  •     {-By   •/•»*'-- 

En  passant  du  fini  à  l'infiniment  petit,  la  méthode  précédente 
donnera  l'intégrale  des  équations  linéaires  aux  différences  infini- 
ment petites  partielles  dont  les  coefficients  sont  constants,  i"^  en 
intégrant  une  équation  linéaire  aux  différences  infiniment  petites; 


TOME  Yll. 
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Q"  au  moyen  d'une  intégrale  définie.  Mais  ce  nest  pas  ici  le  lieu 
de  m'étendre  sur  cet  objet,  que  j'ai  considéré  ailleurs  avec  étendue. 
On  doit  faire  ici  une  remarque  importante  relative  au  nombre 
des  fonctions  arbitraires  que  renferme  l'expression  générale  de 
yi,,f.  (le  nombre,  dans  la  formule  (X)  du  numéro  précédent,  est 
égal  à  //;  mais  il  devient  plus  petit  dans  le  cas  où,  la  valeur  de  z 

du  n**  13  ne  renfermant  que  des  puissances  de  -moindres  que  «, 
la  plus  haute  puissance  /i'  de  -7  a  un  coefficient  constant  ou  indé- 
pendant de  y.  Alors  en  suivant  l'analyse  précédente,  et  détermi- 
nant à  son  moyen  la  valeur  de  -7-p,  comme  nous  avons  déterminé 
celle  de  -jr;  en  repassant  ensuite  des  fonctions  génératrices  à  leurs 

coeflicients,  on  parviendra  à  une  formule  analogue  à  la  formule 
(X]  ;  seulement,  l'intégrale  définie,  au  lieu  de  s'étendre  jusqu'à 
r=:z:/  H- 1 ,  devra  s'étendre  jusqu'à  rr^n  jj'-f-i .  Cette  nouvelle  expres- 
sion de  yi^j,,,  ne  dépendra  plus  que  des  n   fonctions  arbitraires 

7i>»  Ji.i»  Ji,»,» Ji>-iî  ^^   tandis  que  la  première  suppose  la 

connaissance  des  n  premiers  rangs  verticaux  de  la  table  (Q)  du 
n°  1 4 ,  celle-ci  n'exige  que  la  connaissance  des  n  premiers  rangs 
horizontaux  de  la  même  table.  Ainsi  les  n  fonctions  arbitraires 
7t.x',/i,x/,/,,x'i....  7«-i.x^  de  la  formule  (X)  n'équivalent  qu'à  n' 
fonctions  arbitraires  distinctes.  En  elfet,  l'équation  proposée  aux 
différences  partielles,  donne  j,„,  au  moyen  des  valeurs  de  yi^r.%^ 
yiz±=v,  1 ,  •  •J.vi.r.n'  -M  ^  étant  un  nombre  entier.  Elle  donne  pareillement 
7r>.-.  au  moyen  de  j,=^,,o,  7i=^r,M...Ji=^r.«,'  et  éliminant  j,-^,., 
au  moyen  de  son  expression,  on  a  /,>^,  au  moyen  de  j^,-^^ ,, 
J,=-,,M  .  •  /irtzr.M'  1;  en  continuant  ainsi,  on  voit  que  l'expression 
générale  de  j, ,,,  ne  dépend  que  des  arbitraires  j,=i,r,»»  71=*=^ , . . . . 
7,=±=r,it'- 1 .  On  peut  donc,  au  moyen  des  n  premiers  rangs  horizon^ 
taux  de  la  table  (Q),  former  tous  ses  rangs  verticaux,  qui  sont, 
chacun,  des  fonctions  de  x,  dans  lesquelles  i  est  invariable. 
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En  passant  du  fini  à  i'infiniment  petit,  on  voit  avec  évidence 
que  le  nombre  des  fonctions  arbitraires  des  équations  aux  difte- 
rentielies  partielles  peut  être  moindre  que  le  plus  haut  degré  de 
la  différentielle  dans  ces  équations. 

16.  Quoique  les  formules  données  dans  les  n"*'  13  et  14  aient 
une  grande  généralité,  il  y  a  cependant  quelques  cas  qui  n  y 
sont  pas  compris.  Ces  cas  ont  lieu  lorsque  Téquation  z=o  donne 

l'expression  de  -  en  -r  par  une  suite  infinie,  ce  qui  arrive  toutes 
les  fois  que  la  plus  haute  puissance  de  -  est  multipliée  par  une 
fonction  rationnelle  de  y.  Pour  avoir  alors  l'expression  de  j^,^,  en 

termes  finis,  il  est  nécessaire  de  recourir  à  quelques  artifices 
d'analyse  que  nous  allons  exposer,  en  les  appliquant  à  l'équation 
suivante, 


Cette  équation  donne 


1 

a 

b 

t.t' 

a 

7' 

t 

T7 

-hc-^-z 

1 

/ 

• 

t 

1 
7 

b 

c. 


(«) 


par  conséquent 


r./'^' 


En  développant  le  second  membre  de  cette  dernière  équation ,  et 
repassant  des  fonctions  génératrices  aux  coefficients,  on  aura  l'ex- 
pression de  jx.x'f'  car  cette  quantité  est  le  coefficient  de  t\  t'  dans 

le  développement  de  la  fonction  génératrice  j^,;  et  le  coeffi- 
cient t\ t'  dans  un  terme  quelconque  du  développement  du  se- 

9. 
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cond  membre,  tel  que  u.yp^»  ^^t  ^Vf^-y,.,,^,  V.j,.,/  étant  le 

coefficient  de  la  fonction  génératrice  n.z,  coefficient  cpii  est  ici 
égal  à 

Si  l'on  a  0=:^  V-j,,,,,  les  coefficients  des  termes  affectés  de  z  dis- 
paraîtront, et  alors  on  aura  l'expression  de  j,^,,  en  fonction  de 
7t,x/>  J»,x-HM  J».x'-H,,  etc.:  cette  expression  sera  l'intégrale  de  Té- 
quation 

Pour  avoir  cette  expression,  z  peut  être  considéré  comme  nul, 
puisque  l'on  ne  doit  avoir  égard  qu'aux  termes  indépendants  de  z; 
Téquation  (a)  devient  ainsi 

I         a        b 

c'est  ce  que  je  nomme  équation  génératrice  de  l'équation  [b)  aux 
différences  partielles.  En  effet,  on  obtient  cette  dernière  équa- 
tion en  multipliant  la  précédente  par  u,  et  repassant  des  fonctions 
génératrices  aux  coefficients. 

L'expression  que  l'on  obtient  par  l'analyse  précédente  pour 
7x,xo  est  une  suite  infinie:  on  parviendra  de  cette  manière  à  une 

expression  finie.  Reprenons  la  valeur  de       ,^., ,  et  donnons- lui 

cette  forme 

[H 

Si  l'on  développe  le  second  membre  de  cette  équation,  par  rap- 


f.t''' 
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port  aux  puissances  de  rr  —  b,  on  aura 

(f+xÀc+ah) 1 ^^ ^.(c+a6r.-7 r;+ etc./ 

Soit 

F">  =«'.  éT.  a'+a;.(c+a6).  a*-', 

K")  =  î!:^Ili).è».a«+a;'.ic.6.(c+ai).a— +  ^ifcil.(c+a6)'.a— , 

1.2.3  1.2  ^  ' 

1.2  ^  ' 

_^xjx-i)^)  .^ 

1.2.3  ^  ' 

etc. 


on  aura 


(f.(^-6)''+FC).(^-6)''  '  +  KC).(^-6)"  '...  +  V('')j 


(*./*'         \-^-L )^JL +     ^ 


Or  l'équation 


donne 


1 

a 

b 

t    ' 

o 

i 

1 
--a 

c  +  ab'' 

1 
F" 

-b~ 

70       THÉORIE  ANALYTIQUE  DES  PROBABILITES, 
partant 

^   J    '••(r-»)'-^"'-(f-')"' "''"  I 


KW-"- 


Pour  repasser  maintenant  des  fonctions  génératrices  aux  coeffi* 
cients,  nous  observerons,  i°  que  le  coefficient  C.t'^  dans  ,^., 
est  jj^^,  ;  2**  que  ce  même  coefficient,  dans  un  terme  quelconque, 
tel  que  u.lj  — b\  ,  ou  iLb^l-^,  — 1 1  ,  est  6^'A^(^^j,  la  carac- 
téristique 'A  des  différences  se  rapportant  à  la  variabilité  de  x\ 
et  cette  variable  devant  être  supposée  nulle  après  les  différentia- 

tions;  3"*  que  ce  coefficient  dans  u.(-  — a|  ,  est  a''.  A^(^-^j,  la 

caractéristique  A  se  rapportant  à  la  variabilité  de  x,  et  cette  va- 
riable devant  être  supposée  nulle  après  les  différentiations;  on 
aura  donc  avec  ces  conditions, 

r,..-  V.  i"/A".(^^;)--  F"'.  6"-.'A''  '.(^•^) -4-  V^"y., 

c  +  ab'^        '^\a^  )^  [c-\^abY'^  \  a-  ) 

^(c-f-a/^r*         \a^  y  • 

c'est  l'intégrale  complète  de  l'équation  (6)  aux  différences  par- 
tielles. Il  est  clair  que  cette  intégrale  suppose  que  l'on  connaît  le 
premier  rang  horizontal  et  le  premier  rang  vertical  de  la  table  (Q) 
du  n*^  14. 

17.  L'expression  précédente  de  j^^.x'  offre  cela  de  remarquable, 
savoir,  que  les  caractéristiques  A  et  'A  des  diflerences  finies  ont 
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pour  exposants  les  variables  x  et  x  :  en  voici  un  autre  exemple. 
Considérons  l'équation  aux  différences  partielles 

o=:A\j,,,,-f  ^.  A-  •.'A.j,,.,-f-^.A"  ^'A^J..,-^-etc. 

la  caractéristique  A  se  rapportant  à  la  variable  a:,  dont  l'unité  est 
la  différence,  et  la  caractéristique 'A  se  rapportant  à  la  variable  x\ 
dont  a  est  la  différence.  L'équation  génératrice  correspondante 
sera,  par  le  numéro  précédent. 

Cette  équation  donne  les  n  suivantes  : 

etc. 
7,  9 ,  (fy  etc.  étant  les  n  racines  de  l'équation 

o  =  z" — a.^"~'-^-6.2:^'—  etc. 
L'équation 


donne 
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En  repassant  des  fonctions  génératrices  aux  coefficients,  on  aura 

Le  second   membre  de   cette  équation  peut  être  mis  sous  la 
forme 


x  +  '- 


En  désignant  donc  par  la  fonction  arbitraire  9(^}  ^^  quantité 

X 

(— 2— I    .jo,x'»  l'expression  de  j,,:,,  deviendra 


.+'- 


^•••■=('^?)      •(-!)'''^'-?M- 

Cette  valeur  satisfait  donc  à  Téquation  proposée  aux  différences 
partielles.  Il  est  visible  que  chacune  des  racines  q\  (\  ,  etc,  fournit 
une  valeur  semblable,  dans  laquelle  on  peut  introduire  une  autre 
arbitraire.  Nous  désignerons  par  9»(^  )»  9«(^')»  ^'^-  ^®*  nouvelles 
arbitraires.  La  réunion  de  toutes  ces  valeurs  satisfera  à  TéqiiatiQn 
proposée,  parce  quelle  est  linéaire,  et  cette  réunion  en  sera  l'in- 
tégrale complète,  qui  est  ainsi. 


a 


etc. 
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Si  Ton  suppose  a  infiniment  petit  et  égal  à  dx;  si  Ton  observe 
d*ailleurs  que 


I    ^ 

^+1? 


/         dx'\         '^  -^ 

comme  il  est  facile  de  s'en  convaincre,  en  prenant  les  logarithmes 
de  chaque  membre  de  cette  équation;  on  aura 

r...=c^.(-,)-.(^)+cf(-,')..(^)  +  etc. 

c'est  l'intégrale  complète  de  l'équation  aux  différences  partielles 
finies  et  infiniment  petites^ 

o=6.:y.,,+a.  A-.(%£)  +i.  A'-.(%î)  +  etc. 

Toutes  les  équations  aux  différences  partielles  que  nous  avons 
examinées  jusqu'ici  n  ont  point  de  dernier  terme  indépendant  de 
la  variable  principale.  Si  elles  en  avaient,  on  y  aurait  égard,  et 
l'on  intégrerait  ces  équations  par  la  méthode  que  nous  avons 
donnée  pour  cet  objet,  relativement  aux  équations  aux  simples 
différences ,  et  qu'il  est  facile  d'appliquer  aux  équations  à  diffé- 
rences partielles. 


Théorèmes  sur  le  développement  en  séries,  des  fonctions  de  plusieurs 

variables. 


18.  Si  l'on  applique  aux  fonctions  de  plusieurs  variables  la 
méthode  du  n**  11,  on  aura,  sur  le  développement  de  ces  fonc- 
tions en  séries,  des  théorèmes  analogues  à  ceux  du  n"*  10.  Gonsi- 

Tom  Yii.  10 
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dérons  la  fonction  génératrice  u.     j  j 1  L  et  donnonsp-lui 

cette  forme 

"T(^"*"T~0v"^7~0v"^7  — ij.etc.— 1  I  ; 

a  étant  supposé  une  fonction  de  f,  f',  t\  etc.  dans  le  dévdoppe- 
ment  de  laquelle  j^  ^.  ^.  ^^  est  le  coefficient  de  t*.  f'*'.  f ■*.  etc.  Ce 

coefficient  dans  le  développement  de  n .       .  ^         — i  1     sera 

^"'Jar  x'  x"  etc  »  ^'  ^'  ^'  ^*^'  ^t^^*^  supposés  Varier  deTuaité  dans 
y X  x'  x'  etc  •  ^^  même  coefficient,  dans  le  développement  de  la 
fonction  génératrice 

'A^'A^.''A'".etc.J,,,.,,,,., 


sera 


les  caractéristiques  'A,  ''A,  "'A,  etc.  se  rapportant  respectivement 
aux  variables  a;,  x,  x\  etc.  On  aura  donc,  en  repassant  des  fonc- 
tions génératrices  à  leurs  coefficients, 

pourvu  que  dans  le  développement  du  second  membre  de  cette 
équation  on  applique  aux  caractéristiques  'A,  "A,  etc.  les  expo- 
sants des  puissances  de  'A.j^^^.  ^.^^^^  '^•Jx,.r',x%ctc.  et<^- 

En  changeant  n  dans  —  n,  la  même  équation  subsiste  encore, 
pourvu  que  l'on  change,  comme  dans  les  n"*  10  et  11,  les  carac- 
téristiques A,  'A,  "A,  etc.  lorsqu'elles  ont  un  exposant  négatif,  en 
intégrales  finies  correspondantes,  les  signes  S,  ''S,  ''S,  etc.  étant 
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les  caractéristiques  des  intégrales,  correspondantes  aux  caracté- 
ristiques 'A,  ''A,  '^A,  etc.  des  différences. 

Il  est  clair  que  u.\    .  ,.,  „-^ 1      est  la  fonction  génératrice 

de  la  différence  finie  zi*^"**  de  v^    ,   .  ^,^  x  variant  de  i,  x  variant 

j  x,x ,x  ,  etc. 

de  r,  X  variant  de  f ,  etc.  or  on  a 

en  désignant  donc  par  Âla  caractéristique  des  différences,  lorsque 
X  varie  de  i,  x  de  i,  x  de  T,  etc.  et  par  2,  la  caractéristique  in- 
tégrale correspondante,  on  aura 

pourvu  que  dans  le  développement  du  second  membre  de  ces 
équations  on  applique  aux  caractéristiques  'A,  ''A,  etc.  les  expo- 
sants des  puissances  de  'A.j^^^,^^.^^^^  '^•7x,x',x^etc.»  ^t<^-  ^t  q"^ 
Ton  change  les  différences  négatives  en  intégrales.  On  peut  ainsi 
se  dispenser  d'indiquer  les  arbitraires  que  l'intégrale  finie  2"  doit 
introduire,  parce  quelles  sont  censées  renfermées  dans  les  inté- 
grales que  donne  le  développement  de  son  expression. 

Les  deux  équations  précédentes  ont  encore  lieu,  en  supposant 
que  dans  les  différences  'A.j,^,,^^.^^^  '^-Jx^x^x'.etc.  ^^^  ^^  ^^  ^'^ 
au  lieu  de  varier  de  l'unité,  varient  d'une  quantité  quelconque  t«T, 
pourvu  que  dans  la  différence  Â.  j^  ^,  ^.  ^^  x  varie  de  itsr,  x  de  l'tsr, 
X  de  ftsT,  etc.  Maintenant,  si  l'on  suppose  tsr  infiniment  petit,  les 
différences  'A.j^^^,^^.^^^  /^rx^x^x-^etc.  »  ^t^-  «^  changeront,  la  pre- 
mière, dans  da?.(«ZfifjL£ÎE:j,  la  seconde,  dans  àa! XJjLlÉ^$±\^  etc. 

10. 
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De  plus,  si  Ton  fait  i,  i,  i,  etc.  infiniment  grands,  et  tels  que 
Ton  ait 

idx  =■  a,     i'dx  =  a!,  etc.' 
on  aura 

c  étant  toujours  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est 
l'unité.  On  aura  pareillement 

et  ainsi  de  suite;  partant 

r    ^  /^J-x. .'.  etc.  )+  «^(^^x, .-.  etc.  \  ^  ^^^  -1. 

Â«   V        ,  \c  ^  \        àx'         f  I 

^  Vi:,x',ctc.  L^  *J» 

2»l     y  

Vx,a:',  etc. 


r --(^^K  «'(^%^) + «»-  _  1-  ' 


a;  variant  de  a,  a;'  de  a,  etc.  dans  les  deux  premiers  membres  de 
ces  équations. 

Si,  au  lieu  de  supposer  «  infiniment  petit,  on  le  suppose  égal 
à  l'unité,  et  i  infiniment  petit  et  égal  à  àx;  si  l'on  suppose  encore 
r,  \ ,  etc.  infiniment  petits  et  respectivement  égaux  à  eir',  dxc  ^  etc. 
on  aura 

{l+'^-7x,x^etc.y=(l+^-Jx,x>tc.)''=l+^-Ï0g.(l  +  'A.7^^^^^ 

on  aura  pareillement 

(i+'^-7...'.e.c.)*'=»+<^'-log.(i  +  "A.j,,,.,J; 
etc. 
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d'ailleurs  ^"-J^^a-^etc.  ^^  change  alors  dans  ^"-J^^'^etc'  ^^  ^^^^ 
donc 

^"•7.,.',  etc  =[^-  log. (  1  +' A .j,^,,^  ,^J+rf^'. log. (  1  +^ A .j^^,,  J+ etc.]«  ; 

équation  qui,  en  faisant  n  négatif,  subsiste  encore,  pourvu  que 
Ton  change  les  différences  négatives  en  intégrales.  Ces  divers 
résultats  sont  analogues  à  ceux  que  nous  avons  trouvés  dans  le 
n°  10,  relativement  aux  fonctions  d'une  seule  variable;  et  l'on  y 
retrouve  l'analogie  que  nous  avons  observée  entre  les  puissances 
positives  et  les  différences,  et  entre  les  puissances  négatives  et 
les  intégrales. 

Considérations  sur  le  passage  du  fini  à  Tinfiniment  petit. 

19.  Le  passage  du  fini  à  l'infiniment  petit  consiste  à  négliger 
les  différences  infiniment  petites,  par  rapport  aux  quantités  finies, 
et  généralement  les  infiniment  petits  d'un  ordre  supérieur,  rela- 
tivement à  ceux  d'un  ordre  inférieur.  Cette  omission  semble  ôter 
à  ce  passage  la  rigueur  géométrique;  mais,  pour  se  convaincre  de 
son  entière  exactitude,  il  suffit  de  le  considérer  comme  le  résultat 
de  la  comparaison  des  puissances  homogènes  d'une  variable  indé- 
terminée, dans  le  développement  des  termes  d'une  équation  qui 
subsiste,  quelle  que  soit  cette  indéterminée;  car  il  est  clair  que 
les  termes  affectés  de  la  même  puissance  doivent  se  détruire  mu- 
tuellement. 

Pour  rendre  cela  sensible  par  un  exemple,  considérons  l'équa- 
tion suivante  que  donne  l'équation  (^)  du  n°  10,  en  y  faisant 


dx' 


'A.j,,  =  (n-d7,.)      —1, 

'A  est  la  caractéristique  des  différences  finies,  œ  variant  de  a,  et 
(lest  la  caractéristique  des  différences,  x  variant  de  dx.  L'équa- 
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tion  précédente  développée  donne,  en  appliquant  conformément 
à  l'analyse  du  numéro  cité,  les  exposants  des  puissances  de  dy^  k 
la  caractéristique  d, 

fA  Œ        f  {a*  —  adx)     I. 

dy^  est  égal  à  j,,^rf,, — j,,.  Supposons  quen  développant  la  fonc- 
tion de  x-\-dx,  représentée  par  j,,^j„,  on  ait 

Jx^^dx* '=yxf H- dx.y^f -h dx^.  z^ -h etc. 
on  aura 

dy^,  =  dx.y^f H- cfcr'*. z„ -+-  etc. 
d  où  Ton  lire 

dVx/ = dx. dy\, -h dx^. dz^, -h  etc. 

Développons  pareillement  j^^j^,^  ^x^-^dx^  etc.  suivant  les  puissances 
de  dx,  et  supposons  que  l'on  ait 

yxf^^f=yx^-+'dx.y\,-+-dx\s^,-h-  etc. 

on  aura 

dy^, = dx\y\,  -h  rfa;'\  5^,  -4-  etc. 
dz^f=dx.z^,  -h  etc. 

rf*. j,, = cti;''. j"^, -i- dx\  s^, -h  etc. 

H- cfa?'\  2-^,-1-  etc. 

L'expression  précédente  de  'A.j,,  deviendra  ainsi 

'A.  j,,=a.y,,-f-  — ./x'-+-  etc. 


partant 


i      a.(:Jx'  — T/:r/-+-etc.)i 
cfa?'.  |-t- <t\  (5,; -I-    z",,  -h  etc.)  >  ;  ( o ) 

(-h  etc. 
-  dx\  etc. 


LIVRE  PREMIER,  PREMIÈRE  PARTIE.  79 

dx  étant  indéterminé,  les  termes  indépendants  de  dx  doivent 
être  égalés  séparément  entre  eux;  on  a  donc 


'A.7,,  =  a.y.,-4--^./,r 


etc. 


Maintenant  y^,  est  le  coefficient  de  dx  dans  le  développement 
de  yxf-uxf  ;  c  est  ce  que  Ton  désigne,  dans  le  Calcul  diflérentiel,  par 

-^.  Pareillement  j''^  est  le  coefficient  de  dx  dans  le  développe- 
ment de  y\f.^^f;  c  est  ce  que  Ton  désigne  par  -^-^ ,  ou  par     ,%f  , 

et  ainsi  de  suite  ;  en  substituant  donc  dans  l'équation  précédente , 
yxf-^a — Jx/  au  lieu  de  'A.j,„  on  aura  le  théorème  suivant, 

Considéré  comme  résultat  de  la  comparaison  des  termes  indépen- 
dants de  dx,  ce  théorème  ne  laisse  aucun  doute  sur  son  exactitude 
rigoureuse,  et  il  est  visible,  par  l'analyse  précédente,  que  cette 
comparaison  revient  à  négliger  les  termes  multipliés  par  dx  et 
ses  puissances,  relativement  aux  quantités  finies  :  cette  omission 
n  ôte  donc  rien  à  la  rigueur  du  Calcul  diflFérentiel.  Mais  on  voit 
de  plus,  à  priori,  que  les  termes  affectés  de  la  même  puissance 
de  l'indéterminée  dx\  doivent  se  détruire  mutuellement,  ce  que 
Ton  peut  vérifier  à  posteriori.  Ainsi  ce  que  Ton  néglige  comme 
infiniment  petit  est  rigoureusement  nul;  en  sorte  que  l'omission 
des  infiniment  petits,  relativement  aux  quantités  finies,  nest  au 
fond  qu'un  moyen  facile  d'éliminer  les  termes  superflus  qui  doivent 
disparaître  dans  le  résultat  final. 

Ce  rapprochement  du  calcul  aux  différences  finies,  et  du  calcul 
différentiel,  met  en  évidence  la  rigueur  des  résultats  de  ce  dernier 
calcul,  et  donne  sa  vraie  métaphysique;  mais  ses  applications  à 
l'étendue,  à  la  durée  et  au  mouvement,  supposent,  de  plus,  le  prin- 
cipe des  limites.  On  peut,  par  un  rapprochement  semblable,  éclair- 
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cir  divers  points  de  Tanalyse  infinitésimale,  qui  ont  été  des  sujets 
de  contestation  parmi  les  géomètres  :  telle  est  la  discontinuité  des 
fonctions  arbitraires  dans  les  intégrales  des  équations  aux  diffé- 
rences partielles.  Ceux  qui  ont  rejeté  cette  discontinuité  se  fon- 
daient sur  ce  que  l'analyse  ordinaire  des  différences  infiniment 
petites  suppose  que  les  différentielles  successives  d'une  fonction 
doivent  être  infiniment  petites  relativement  aux  précédentes,  œ 
qui  n  a  point  lieu  lorsque  la  fonction  est  discontinue.  Pour  édaircir 
cette  question  délicate,  il  faut  la  considérer  dans  les  différences 
finies,  et  observer  ce  qui  arrive  dans  le  passage  de  ces  différences 
aux  différences  infiniment  petites. 

Prenons  pour  exemple  Téquation  suivante  aux  différences  finies 
partielles 

son  équation  génératrice  est,  par  le  n°  16, 

'•(T-')'-''(f-)"=- 
et  en  suivant  l'analyse  donnée  précédemment,  il  est  facile  d*en 
conclure  que  l'intégrale  complète  de  l'équation  proposée  (a)  est 

(p  [x-^x]  étant  une  fonction  arbitraire  de  x-^x ,  et  >|/  (a; — x) 
étant  une  fonction  arbitraire  de  a:  —  x.  Il  est  facile  d'ailleurs  de 
s'assurer  que  cette  valeur  satisfait  à  la  proposée,  et  qu'elle  en  est 
l'intégrale  complète,  puisqu'elle  renferme  deux  fonctions  arbi- 
traires. 

Supposons  présentement  que  dans  la  table  suivante, 

y  0,0»  y  1,0»  y  a,o»  J^s.o V»—*  »•  *  Jn,9^ 

Jo,M  Ji,M  J«»M  Js,  1 -Jn-i^M  /n,M 

Jo,!»  Ji,i»  Ji.ii  J3,i -Jn-i,!»  Jn,i»  (Z) 

y 9,00^  yi.ooj  ^1,00»  J's.oo  •  •  •  •  •J'n— i,»oo  yH,co  î 
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on  connaisse  les  deux  premiers  rangs  horizontaux  compris  entre 
les  deux  colonnes  verticales  extrêmes 

Jn,o»  y»i,i»  yn,iy  •  •  •  •J'n,ooi 

et  que  Ton  connaisse  de  plus  tous  les  termes  de  ces  deux  colonnes; 
on  pourra  déterminer  toutes  les  valeurs  de  j^;,  */  qui  tombent  entre 
ces  colonnes.  Car  si  Ton  veut  former  le  troisième  rang  horizontal, 
on  observera  que  l'équation  (a)  donne 

En  faisant  dans  cette  dernière  équation,  a;'=  i,  et  successivement 

x=i^  x='x^x=^'^ x  =  n — 1,  on  aura  les  valeurs  dej,,,, 

j,  ,  j,  , Jn-i,  1,  ou  le  troisième  rang  horizontal,  au  moyen  des 

deux  premiers  rangs  horizontaux.  On  formera  de  la  même  manière 
le  quatrième  rang  horizontal,  et  ainsi  de  suite  à  Tinfini.  Mais  si 
Ton  veut  déterminer  les  valeurs  de  j,^^,  qui  tombent  hors  de  la 
table  (Z),  les  conditions  précédentes  ne  suffisent  pas,  et  il  faut 
leur  en  ajouter  d'autres. 
Reprenons  l'intégrale 

yx,xf=<p[x-\-x)^^{x—x)^ 

et  supposons  que  le  second  rang  horizontal  qui  détermine  une  des 
deux  fonctions  arbitraires  soit  tel  que  l'on  ait 

\p  [x  —  x)  =  (p  [x — x)  ; 
on  aura 

yx.xf=(^{x-hx)^(p{x—x). 

En  faisant  x=Oy  on  a  ^  [x]  =\.y^^;  partant 

yx,x'^^^'^'yx-^xr,o~T^T'y*—*',*  • 

Il  est  facile  de  voir  que  cette  équation  satisfait  à  l'équation  pro- 
posée (a);  mais  elle  n'en  est  qu'une  intégrale  particulière  qui 

TOME   VII.  Il 
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répond  au  cas  où  le  second  rang  Iiorizontal  se  forme  du  premier, 
au  moyen  de  i  équation 

Tant  que  x-\-x  sera  égal  ou  moindre  que  w,  et  que  x — x  sera 
positif  ou  nul,  on  aura  la  valeur  de  j,,,,,  au  moyen  du  premier 
rang  horizontal.  Mais  lorsque  x  croissant,  x  -sx  deviendra  plus 
grand  que  n,  ou  lorsque  .r  -  a;' deviendra  négatif,  il  faudra  déter- 
miner les  valeurs  de  j^.^^, ,  et  de  j^  x.  «,  au  moyen  des  deux  colonnes 
verticales  extrêmes.  Supposons  que  tous  les  termes  de  ces  colonnes 
soient  nuls,  et  que  Ton  ait  ainsi  y„  ,.--o  et  J„.  ,--*  o.  En  faisant 
X  nul  dans  Téquation 

on  aura 

y~-  *'.  ■»  —  ~  y^'»  "  ' 

En  faisant  ensuite  x^^=n  dans  la  même  équation,  on  aura 

Si  Ton  change  ensuite  dans  cette  dernière  équation  a:'  en  n-f- x, 
on  aura 

en  changeant  encore  x  dans  n  -h  x\  on  aura 

jMl-^xf,c y  n   :- .1',  0  Jn        i',  0^ 

et  généralement,  on  aura 

Jtrn-!-x',  0  --      ./J',  t' 
y(ir-¥-i)n-*-x',o Jn      x',  o  * 

On  pourra  ainsi,  au  moyen  de  ces  deux  équations,  continuer  les 
valeurs  de  j^  ^,  à  l'infini,  du  côté  des  valeurs  positives  de  x,  et 
Ton  en  conclura  celles  qui  répondent  à  x  négatif,  au  moyen  de 
Téquation 
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De  là  résulte  la  construction  suivante.  Représentons  les  valeurs 
de  j^,  0  depuis  a?  =  o  jusqu'à  x  =  ny  par  les  ordonnées  menées  aux 
angles  d'un  polygone  dont  l'abscisse  soit  œ,  et  dont  les  deux  extré- 
mités, que  je  désigne  par  Ael  B,  aboutissent  aux  points  où  rc=  o 
et  x---n.  On  portera  ce  polygone  depuis  x  =  n  jusqu'à  x=2n, 
en  lui  donnant  une  position  contraire  à  celle  qu'il  avait  depuis 
a;  =  o  jusqu'à  x  =  n;  c'est-à-dire,  une  position  telle,  que  les  par- 
ties qui  étaient  au-dessus  de  l'axe  des  abscisses  x  se  trouvent 
au-dessous,  le  point  B  restant  d'ailleurs,  dans  cette  seconde  posi- 
tion, à  la  même  place  que  dans  la  première,  et  le  point  A  répon- 
dant ainsi  à  l'abscisse  x  =  2n.  On  placera  ensuite  ce  même  poly- 
gone, depuis  x  =  in  jusqu'à  a:  =  37i,  en  lui  donnant  une  position 
contraire  à  la  seconde,  et  par  conséquent  semblable  à  la  première, 
de  manière  que  le  point  A^  dans  cette  troisième  position,  con- 
serve la  place  qu'il  avait  dans  la  seconde,  et  qu'ainsi  le  point  B 
réponde  à  l'abscisse  ^  =  3/i.  En  continuant  de  placer  ainsi  ce 
polygone  alternativement  au-dessus  et  au-dessous  de  l'axe  des  abs- 
cisses, les  ordonnées  menées  aux  angles  de  cette  suite  de  poly- 
gones seront  les  valeurs  de  j^,  o  qui  répondent  à  x  positif. 

Pareillement,  on  placera  ce  polygone  depuis  x^=o  jusqu'à 
a;= — n,  en  lui  donnant  une  position  contraire  à  celle  qu'il  avait 
depuis  x  =  o  jusqu'à  a;=n,  A  restant  d'ailleurs  à  la  même  place 
dans  ces  deux  positions.  On  placera  ensuite  ce  polygone  depuis 
x=^  —  w  jusqu'à rc  =  —  271,  en  lui  donnant  une  position  contraire 
à  la  seconde,  le  point  B  conservant  la  même  place,  et  ainsi  de 
suite  à  l'infini.  Les  ordonnées  de  ces  polygones  représentent  les 
valeurs  de  j^  «,  qui  répondent  à  x  négatif.  On  aura  ensuite  la 
valeur  de  y^^  ^,  en  prenant  la  demi-somme  des  deux  ordonnées 
qui  répondent  aux  abscisses  x-^x'  et  x  —  x. 

Cette  construction  géométrique  est  générale,  quelle  que  soit  la 
nature  du  polygone  que  nous  venons  de  considérer.  Elle  servira 
à  déterminer  toutes  les  valeurs  de  j,,,,,  comprises  depuis  x^^o 


11. 
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jusqu  à  x=n,  et  depuis  0::'= o  jusqu  à  a;'= 00,  pourvu  que  Ton  ait 
y,  ,,==  o ,  et  j,i,  X'  =  o  »  et  que  d'ailleurs  le  second  rang  horizontal  de 
la  table  (Z)  soit  tel,  que  l'on  ait 

On  a,  par  ce  qui  précède, 

de  plus, 

donc 

Il  suit  de  là  que  dans  la  table  (Z)  le  (/iH-o^y^rang  horizontal  est 
lea?'*^*"'  rang  pris  avec  un  signe  contraire  et  dans  un  ordre  renversé; 
en  sorte  que  le  terme  r^"*  du  rang  (fh-o?')'^  est  le  même  que  le 
terme  (n  —  r)*^'  du  x'^  rang  pris  avec  un  signe  contraire.  On  a 
ensuite 

on  a  d'ailleurs,  par  ce  qui  précède, 

Yill  -^  X  -^  X'  ,  0  Tx  -♦-  X'  ,  0  1 

yX—Xt-   «M,  0 J^««  -t-X'         X,  0  "'/X'— X  yX  —  Xf  9 

partant 

yx,  «n  -f-  .1'  ^^^^  Y  'J^x  -♦-  X' ,  0  ■+■  T  •  J^x  —  X',  0 yx ,  X'  > 

d'où  il  suit  que  le  (an-ho:')*"'^  rang  horizontal  est  exactement  égal 
au  a?'"^"'  rang. 

Considérons  présentement  les  vibrations  d'une  corde  tendue, 
dont  la  figure  initiale  soit  quelconque,  pourvu  qu'elle  soit  très- 
rapprochée,  dans  tous  ses  points,  de  l'axe  des  abscisses.  Nommons 
X  l'abscisse,  t  le  temps,  y^^^  l'ordonnée  d'un  point  quelconque  de 
la  corde,  après  le  temps  t.  Concevons  de  plus  l'abscisse  rr  partagée 
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dans  une  infinité  de  parties  égales  à  dx,  et  que  nous  prendrons 
pour  unité;  ce  qui  revient  à  considérera;  comme  un  nombre  infini. 
Cela  posé,  on  aura,  par  les  principes  de  dynamique, 

a  étant  un  coefficient  constant  dépendant  de  la  tension  et  de  la 

grosseur  de  la  corde.  Si  Ton  fait<=  —,  on  aura  dt=  — ,  et  j^^, 

deviendra  une  fonction  de  x  et  de  x\  que  nous  désignons  par  j^^  ,j,; 
or  la  grandeur  de  dt  étant  arbitraire ,  on  peut  la  supposer  telle 
que  la  variation  de  x  soit  égale  à  celle  de  a;,  que  nous  avons  prise 
pour  Tunité  ;  Téquation  précédente  devient  ainsi 

x  et  X  étant  ici  des  nombres  infinis.  Cette  équation  est  la  même 
que  celle  que  nous  venons  de  considérer;  ainsi  la  construction 
géométrique  que  nous  avons  donnée  précédemment  peut  être 
employée  dans  ce  cas  :  le  polygone  dont  les  ordonnées  des  angles 
sont  représentées  par  j-^  p  est  ici  la  figure  initiale  de  la  corde; 
mais  il  faut  pour  cela  supposer  la  longueur  n  divisée  dans  une 
infinité  de  parties  égales  à  dx.  Il  faut  de  plus  que  la  corde  soit  fixe 
à  ses  extrémités,  afin  que  Ton  ait  jo.x/=o,j„  ,r/=  o-  D*ailleurs 
Téquation  de  condition 

yx,  i^^^'2  'yx-*-! ,  •  >"T  •  j^«— » .  0  » 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 

yx,  1     yx, •^^^T '  u « -4-1,0      2 yg.^ p -hy^.- 1 , 0  j 
se  change  en  celle-ci, 

ce  qui  donne 


i"^)- 
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Or  (    J'  '  \  esl  la  vitesse  initiale  de  la  corde;  cette  vitesse  doit 

donc  être  nulle  à  Torigine  du  mouvement.  Toutes  les  fois  que  ces 
conditions  auront  lieu,  la  construction  précédente  donnera  tou- 
jours le  mouvement  de  la  corde,  quelle  que  soit  sa  figure  initiale, 
pourvu  cependant  que  dans  tous  ses  points,  j^p^,,  —  ^J*MKi,tH-j,,, 
soit  un  infiniment  petit  du  second  ordre,  c'est-à-dire  que  deux 
éléments  contigus  de  la  corde  ne  forment  point  un  an^e  fim. 
Cette  condition  est  nécessaire  pour  que  féquation  différentielle 
du  problème  puisse  subsister,  et  pour  que  celle-ci 

donne  i-^^^\=io.  Mais  d'ailleurs  il  est  évident,  par  ce  qui  pré- 
cède, que  la  figure  initiale  de  la  corde  peut  être  discontinue  et 
formée  d'un  nombre  quelconque  d'arcs  de  courbes  différentes* 
pourvu  que  ces  arcs  se  touchent. 

Les  diverses  situations  de  la  corde  dans  son  mouvement  sont 
représentées  par  les  rangs  horizontaux  de  la  table  (Z)  ;  et  comme 
les  rangs  qui  correspondent  aux  valeurs  de  x,  x  -h  an,  x-\-^n,  etc. 
sont  les  mêmes  par  ce  qui  précède,  il  en  résulte  que  la  corde 

revient  à  la  même  situation  après  les  temps  t,  f  H ,  f  H ,  etc. 

On  voit  encore  par  la  construction  géométrique  donnée  ci- 
dessus,  que  si  Ton  conçoit  une  suite  de  cordes  liées  entre  elles, 
et  placées  alternativement  au-dessus  et  au-dessous  de  Taxe  des 
abscisses ,  comme  dans  cette  construction  ;  toutes  ces  cordes  vibre- 
ront de  la  même  manière ,  en  sorte  que  leurs  figures  initiales  étant 
les  mêmes,  leurs  figures  seront  constamment  pareilles.  On  peut 
même  ne  fixer  que  les  deux  extrémités  de  cette  suite,  et  laisser 
leurs  nœuds  entièrement  libres;  car  les  éléments  des  deux  cordes 
au  point  de  leur  jonction  étant  en  ligne  droite  et  également 
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tendus,  ce  point  n'a  aucune  tendance  à  se  mouvoir,  et  doit  con- 
séquemment  rester  immobile  ;  ce  que  l'expérience  confirme. 

Cette  analyse  des  cordes  vibrantes  établit  d'une  manière  incon- 
testable la  possibilité  d'admettre  des  fonctions  discontinues  dans 
ce  problème  ;  et  l'on  en  doit  généralement  conclure  que  ces  fonc- 
tions peuvent  être  employées  dans  tous  les  problèmes  qui  dé- 
pendent d'équations  à  différences  partielles  infiniment  petites, 
pourvu  qu'elles  puissent  subsister  avec  ces  équations  et  avec  les 
conditions  du  problème.  On  peut  en  effet  considérer  ces  équa- 
tions comme  des  cas  particuliers  d'équations  aux  différences 
finies,  dans  lesquelles  on  suppose  que  les  variables  deviennent 
infinies;  or  rien  n'étant  négligé  dans  la  théorie  des  équations  aux 
différences  finies  partielles,  il  est  visible  que  les  fonctions  arbi- 
traires de  leurs  intégrales  ne  sont  point  assujetties  à  la  loi  de  con- 
tinuité, et  que  les  constructions  de  ces  équations,  au  moyen  de 
polygones,  ont  lieu  quelle  que  soit  la  nature  de  ces  polygones. 
Maintenant  lorsqu'on  passe  du  fini  à  l'infiniment  petit,  ces  poly- 
gones se  changent  dans  des  courbes  qui,  par  conséquent,  peutent 
être  discontinues.  Ainsi  la  loi  de  continuité  n'est  nécessaire  ni  dans 
les  fonctions  arbitraires  des  intégrales,  ni  dans  les  constructions 
géométriques  qui  les  représentent.  Il  faut  seulement  observer  que 
si  l'équation  aux  différentielles  partielles  en  j^  ,,,  est  de  l'ordre  n, 
il  ne  doit  point  y  avoir  de  saut  entre  deux  valeurs  consécutives  de 

j  s  rf  w-w  )>  ^  et  ^  étant  des  nombres  entiers  positifs ^5  pouvant 

être  nul;  c'est-à-dire  que  la  différentielle  de  cette  quantité  doit 
être  infiniment  petite  par  rapport  à  cette  quantité  elle-même. 
Cette  condition  est  indispensable  pour  que  l'équation  différen- 
tielle proposée  puisse  subsister,  parce  que  toute  équation  différen- 
tielle partielle  suppose  que  les  différentielles  partielles  de  j^  ,,, 
dont  elle  est  formée,  et  divisées  par  les  puissances  respectives  de 
dx  et  de  dx\  sont  des  quantités  finies  et  comparables  entre  elles; 
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mais  rien  n  oblige  d'admettre  la  même  condition  relativement  aux 
différences  de  j,  ,,,  de  Tordre  n  ou  d'un  ordre  supérieur.  En  pre- 
nant pour  fonctions  arbitraires,  les  différences  les  plus  élevées 
des  fonctions  arbitraires  qui  entrent  dans  Tintégrale  d^une  équa- 
tion aux  différences  partielles ,  cette  intégrale  ne  renfermera  plus 
alors  que  des  fonctions  arbitraires  et  leurs  intégrales  successives 
qui  sont  continues,  parce  qu'en  général  l'intégrale  fds.(p  (5)  est 
continue  dans  le  cas  même  où  la  fonction  (^  (5)  ne  Test  pas.  La  con- 
dition précédente  se  réduit  donc  à  ce  que  la  différence  (n — 1)**^ 
de  chaque  fonction  arbitraire  soit  continue,  c  est-à-dire  que  sa 
différentielle  soit  infiniment  plus  petite.  Il  né  doit  donc  point  y 
avoir  de  saut  entre  deux  tangentes  consécutives  de  la  courbe  qui 
représente  la  fonction  arbitraire  de  l'intégrale  d'une  équation  aux 
différentielles  partielles  du  second  ordre.  Ainsi  dans  le  problème 
des  cordes  vibrantes  que  nous  venons  de  discuter,  il  est  néces- 
saire et  il  suffit  que  deux  éléments  quelconques  contigus  de  la 
figure  initiale  de  la  corde  forment  entre  eux  un  angle  infiniment 
peu  différent  de  deux  angles  droits.  Il  ne  doit  point  y  avoir  de  saut 
entre  deux  rayons  osculateurs  consécutifs  de  la  courbe  qui  repré- 
sente la  fonction  arbitraire  contenue  dans  l'intégrale,  si  Téquation 
aux  différences  partielles  est  du  troisième  ordre  ;  et  ainsi  de  suite. 

Considérations  générales  sur  les  fonctions  génératrices. 

20.  Il  est  souvent  utile  de  connaître  la  fonction  génératrice 
d'une  quantité  donnée  par  une  équation  aux  différences  finies, 
ordinaires  ou  partielles,  parce  que  l'analyse  offrant  divers  moyens 
pour  développer  les  fonctions  en  séries,  on  peut  ainsi  obtenir  d'une 
manière  fort  simple  la  valeur  de  la  quantité  cherchée.  11  résulte 
du  n""  5 ,  que  la  quantité  y^^  donnée  par  l'équation  aux  différences 
finies 
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est  le  coefficient  de  f  dans  le  développement  de  la  fonction 

A+B.t+C.P 4-ff>f-' 

a.r+6.r->+c.r-* +p.t+(]' 

A,  B,  C, H  étant  des  constantes  arbitraires.  En  effet,  si  l'on 

compare  cette  fonction  à  celle-ci , 

on  aura,  en  faisant  disparaître  le  dénominateur,  et  en  vertu  de 
l'équation  aux  différences  en  j^.^ 

A-^B.t-^C.V -\'H.  r-*  =  t"-\  [b.y,  -4-  c.y,  -+-  etc.) 

H-  f-\  (c.  jo  -4-  ^.  J,  -I-  etc.) 
-h  etc. 

en  égalant  ensuite  les  puissances  homogènes  de  t,  on  aura  les 
valeurs  de  A,  5,  C,  etc.  au  moyen  des  n  valeurs  Joi  Jn  •  •  •  Jn-iî 
on  aura  donc  ainsi  la  fonction  génératrice  de  y^. 

Si  l'on  suppose  ^\y^^=y^^  on  aura  j^=  ^''Jxl  et  alors  l'é- 
quation 

o=a.j^-f-6.j^,  -\-c.y^^ -f-  q.y^-ny 

devient 

G  =a.  A*.y^-ht.  ÙL\y^^, -f-  9.  A'.y^; 

ce  qui  donne  en  intégrant, 

a.y^ H-  b.y^^, -f-  q.y'x-^n  =  M.  af''  -+-  N.  af~'  -t-  etc. 

M,  iV,  etc.  étant  des  constantes  arbitraires.  Par  le  n°  2,  u  étant  la 
fonction  génératrice  de  j^?,  celle  de  y^  est 

u.  t-^A\  V-'  +  B\  t~'+  etc. 

(1-0'  ' 

la  fonction  génératrice  de  y^  ou  de  la  quantité  donnée  par  l'équa- 
tion précédente  en  y^  est  donc 

[A+B.  t+  C.  /*...+  //.  f^%  V+{A\  f-'+B'.  &''+eic.).{a.r+b.r^\.,.+q) 
(i--ty.{a.r+b.r^'+c.ir-' +p.t+q) 

TOME   vu.  12 
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Concevons  maintenant  que  a,  b,  c,  etc.  soient  des  fcmctions 
rationnelles  et  entières  de  l'  de  Tordre  n,  et  que  A,  B,  C,  etc. 
soient  des  fonctions  arbitraires  de  la  même  quantité;  j«  sera  fonc- 
tion de  X  et  de  t\  En  la  développant  par  rapport  aux  puissances 
de  {,  nous  nommerons  j,^ ,,  le  coefficient  de  t''^  dans  ce  dévelop- 
pement. Cela  posé,  si  l'on  suppose 

a  =  a  .t'''-hb\&-'-+-c. f '"-•  -h  etc. 
b^a.  /'" -+- b\ «'"-  '-hc\ f '"-•  -h  etc. 

c  =  a\&-+-  etc. 
etc. 

L'équation  différentielle  précédente  en  j^  donnera,  en  comparant 
les  coefficients  de  la  puissance  f'*'"*^,  l'équation  suivante  aux  diffé- 
rences partielles  en  j^^ ,, , 

o  —  a .7^,,,-f- 6'.j^,,,^,^-c  .j,,,,^    -f-  etc. 

-+-  a^Jx^i .  X'  H-  f>\y^,  ^  ,,^,  -4-  etc. 

H-û''-7x-H.,x'    -4-  etc. 

H-  etc. 

la  fonction  génératrice  de  la  variable  j^^,,  de  cette  équation  sera 
donc 

A  +  B.t  +  C.t' +  H.t--' 

a.i\0'+b'.V'   .  &~'  +  c\t"   .  &  *+ etc. 

+  a.  /•^^  /'"    +  b".  /»-'.  {'^'  +  etc. 

+a'".t'^\&     +  etc. 

4-  etc. 

A,  B,  C,  etc.  étant  des  fonctions  arbitraires  de  t\  elles  donneront 
par  leur  développement  les  fonctions  arbitraires  qui  doivent 
entrer  dans  l'expression  de  j^^  ^,*. 

On  peut  encore  déterminer  les  fonctions  génératrices  des  équa- 

*  Cette  fonction  génératrice  est  incomplète  :  voyez  le  4*  Supplément  à  la  fin  du  volume. 
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tioDS  aux  différences  finies,  dans  lesquelles  les  coefficients  sont 
variables.  Considérons  pour  cela  Téquation  aux  différences 


r  jc-#-n 


o=        a.j^-4-i.j^^,H-c.j^ -hq  .y^ 

-f-a;  .(a  .j,-f-i'.j^,H-c'.j^^. H-7 -J^rH-n) 

H-  etc. 

Si  Ton  nomme  u  la  fonction  génératrice  de  y^^  on  aura,  en  vertu 
de  l'équation  précédente, 


d  {    f  ,       h'        c'  a'W 

d  \d  \     (  n       b"        c'  q'W] 


H-  etc. 

i4,  fi,  C, //  étant  des  constantes  arbitraires  qui  dépendent 

des  valeurs  de  j,»  Ji>  Ji» Ji^-i  •  En  effet,  si  l'on  substitue  dans 

cette  équation  la  valeur  précédente  de  u  en  série,  on  voit  qu'en 
vertu  de  l'équation  différentielle  proposée  tous  les  coefficients  de 
la  même  puissance  de  t  disparaissent  lorsque  cette  puissance  est 
égale  ou  plus  grande  que  71;  et  la  comparaison  des  puissances 
inférieures  donne  un  nombre  n  d'équations  qui  déterminent  les 
constantes  il,  B,  C,  etc.  au  moyen  des  valeurs  JojJm  ...  J«~i. 

L'équation  différentielle  précédente  n'est  intégrable  générale- 
ment que  dans  le  cas  où  elle  est  du  premier  ordre,  et  alors  les 
coefficients  de  l'équation  aux  différences  finies  en  j,  ne  renferment 
que  la  première  puissance  de  x  :  dans  ce  dernier  cas,  on  peut 
obtenir  la  fonction  génératrice  u  par  des  quadratures. 

21.  La  connaissance  des  fonctions  génératrices  des  équations 

12. 
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différentielles  donne  l'expression  des  intégrales  de  ces  équations, 
au  moyen  de  quadratures  définies.  Reprenons,  pour  cela,  Téqua* 
tion 

Substituons  dans  ses  deux  membres,  c**^"""  au  lieu  de  (*,  c  étant 
toujours  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est  Tunité; 
et  nommons  U  ce  que  devient  alors  u.  En  multipliant  TéquatiGn 

par  c""^*^""*  (l'es,  et  intégrant,  on  aura 

xv\J  -\  _(x-i)wv/^ 


i      -■  -  XV  V  ~  •  i_ 


c 


{  ...  +y^+y^^ .  c^^^+  etc. 

Si  Ton  substitue  pour  ^^''^v -'^  g^  valeur  cos,r«±Y/^.sin.rtBf, 
et  si  l'on  prend  l'intégrale  depuis  ^=  —  ir  jusqu'à  ^=n,  air 
étant  la  circonférence,  le  second  membre  se  réduit  à  aw-j,;  on 
a  donc 

j^=  —  .fU.  d^.  (cos.  x'cs  —  vZ-T-  ^^^-  ^^^^)  î 

mais  cette  formule  a  l'inconvénient  d'introduire  des  imaginaires 
dont  on  peut  se  débarrasser  de  la  manière  suivante. 
Considérons  l'équation 

0=        a.y^-h-b.y^^, ...  ^7 .7^. 
-hx.  [a.y^-h-  b\y^^, . . .  -hq.y^.^n)  ; 
et  supposons 

T  étant  une  fonction  de  t  qu'il  s'agit  de  déterminer,  ainsi  que 
les  limites  de  l'intégrale.  En  substituant  pour  j,  cette  valeur  dans 
l'équation  différentielle  en  y^^  et  observant  que  l'on  a 
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ce  qui  fait  disparaître  le  coeflîcient  variable  x;  on  aura 


o       — 

-T.t-'.(a'-+- 

b' 

t  " 

....-1- 

i) 

-4-« 

b 

t  " 
b' 

t  " 

. . . .  -f~ 

En 

égalant  à  zéro  la  partie  sous  le  signe  /, 

on  aura 

o 

T.{a^t... 

.H- 

^) 

.  d  r 

r.(a'.f.. 

•  H- 

^)]- 

(*) 


Cette  équation  intégrée  donne  T  en  fonction  de  t  :  elle  est  la  même 
que  Téquatîon  différentielle  en  u  du  numéro  précédent,  en  négli- 
geant dans  celle-ci  le  terme  indépendant  de  u.  La  valeur  de  T  est 
donc  la  partie  de  u  qui  est  indépendante  de  ce  terme. 

Pour  avoir  les  limites  de  l'intégrale  fr'~\T.dt,  on  égalera  à 
zéro  la  partie  hors  du  signe  /,  dans  l'équation  [h]  ;  ce  qui  donne 


o  =  r.r-.(avf +  ^). 


Cette  équation  est  satisfaite  en  supposant  t  infini,  et  en  le  supposant 
égal  à  l'une  des  racines  de  l'équation 

b'  a' 

on  aura  ainsi  n-f-i  limites  de  l'intégrale /r"'~*.  T.  rff;  en  multi- 
pliant ensuite  chaque  intégrale  comprise  entre  une  de  ces  limites, 
et  les  71  autres  limites,  par  une  constante  arbitraire,  la  somme  de 
ces  produits  sera  la  valeur  complète  de  y^. 

On  peut  étendre  cette  méthode  aux  équations  à  différences  par- 
tielles finies  et  infiniment  petites,  comme  nous  le  ferons  voir  dans 
la  seconde  partie  de  ce  livre. 

On  voit  par  ce  qui  précède  l'analogie  qui  existe  entre  les  fonc- 


94        THÉORIE  ANALYTIQUE  DES  PROBABILITÉS. 

lions  génératrices  des  variables,  et  les  intégrales  définies  au  moyen 
desquelles  ces  variables  peuvent  être  exprimées.  Pour  la  rendre 
encore  plus  sensible,  considérons  l'équation 

T  étant  une  fonction  de  ^  et  Finlégrale  étant  prise  dans  des  limites 
déterminées.  On  aura,  x  variant  de  a, 

et  généralement, 

en  faisant  i  négatif,  la  caractéristique  A  se  change  dans  le  signe 
intégral  S.  Si  l'on  suppose  a  infiniment  petit  et  égalàcb;,  on  aura 

—  =  i-h  dxÀo^.  -  ;  on  aura  donc,  en  observant  qu'alors  ^^.y»  se 

change  dans  c/'j,, 

^=/T.A.<-.(log.})'. 

On  trouvera  de  la  même  manière,  et  en  adoptant  les  dénomina- 
tions du  n°  2, 

Ainsi  la  même  analyse  qui  donne  les  fonctions  génératrices  des 
dérivées  successives  des  variables  donne  les  fonctions  sous  le  signe 
/,  des  intégrales  définies  qui  expriment  ces  dérivées.  La  caracté- 
ristique V  n'exprime,  à  proprement  parler,  qu'un  nombre  i  d'opé- 
rations consécutives  ;  la  considération  des  fonctions  génératrices 
réduit  ces  opérations  à  des  élévations  d'un  polynôme  à  ses  diverses 
puissances;  et  la  considération  des  intégrales  définies  donne  direc- 
tement l'expression  de  V*.y^,  dans  le  cas  même  où  Ton  suppose- 
rait i  un  nombre  fractionnaire. 

Mais  le  grand  avantage  de  cette  transformation  des  expressions 
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analytiques,  en  intégrales  définies,  est  de  fournir  une  approxi- 
mation aussi  commode  que  convergente  de  ces  expressions ,  lors- 
qu  elles  sont  formées  d'un  grand  nombre  de  termes  et  de  facteurs; 
c'est  ce  qui  a  lieu  dans  la  théorie  des  probabilités,  quand  le  nombre 
des  événements  que  l'on  considère  est  très-grand.  Alors  le  calcul 
numérique  des  résultats  auxquels  on  est  conduit  par  la  solution 
des  problèmes  devient  impraticable,  et  il  est  indispensable  .d  avoir 
pour  ce  calcul  une  méthode  d'approximation  d'autant  plus  con- 
vergente que  ces  résultats  sont  plus  compliqués. 

Leur  expression  en  intégrales  définies  procure  cet  avantage, 
et  celui  de  donner  les  lois  suivant  lesquelles  la  probabilité  des  ré- 
sultats indiqués  par  les  événements  approche  de  la  certitude,  à 
mesure  que  les  événements  se  multiplient;  lois  dont  la  connais- 
sance est  l'un  des  objets  les  plus  intéressants  de  la  théorie  des 
probabilités.  Ce  fut  à  l'occasion  d'un  problème  de  ce  genre,  dont 
la  solution  dépendait  de  l'expression  du  terme  moyen  du  binôme 
élevé  à  une  grande  puissance,  que  Stirling  transforma  cette  expres- 
sion dans  une  série  très-convergente  :  son  résultat  peut  être  re- 
gardé comme  une  des  choses  les  plus  ingénieuses  que  l'on  ait 
trouvées  sur  les  suites.  Il  est  surtout  remarquable  en  ce  que  dans 
une  recherche  qui  semble  n'admettre  que  des  quantités  algé- 
briques il  introduit  une  quantité  transcendante,  savoir,  la  racine 
carrée  du  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre.  Mais  la  méthode 
de  Stirling,  fondée  sur  un  théorème  de  Wallis,  et  sur  l'interpola- 
tion des  suites,  laissait  à  désirer  une  méthode  directe  qui  s'étendît 
à  toutes  les  fonctions  composées  d'un  grand  nombre  de  termes 
et  de  facteurs.  Telle  est  la  méthode  dont  je  viens  de  parler,  et  que 
j'ai  donnée  d'abord  dans  les  Mémoires  de  l'Académie  des  sciences 
pour  l'année  1778,  et  ensuite,  avec  plus  d'étendue,  dans  les  Mé- 
moires de  la  même  Académie,  pour  l'année  1 782 .  Le  développement 
de  cette  méthode  va  être  l'objet  de  la  seconde  partie  de  ce  livre, 
et  complétera  ainsi  le  calcul  des  fonctions  génératrices. 
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Les  séries  auxquelles  cette  métiiode  conduit  renferment  le 
plus  souvent  la  racine  carrée  du  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre,  et  cest  la  raison  pour  laquelle  Stirling  Ta  rencontrée 
dans  le  cas  particulier  qu  il  a  considéré  :  mais  quelquefois  elles 
dépendent  d'autres  transcendantes  dont  le  nombre  est  infini. 

Les  limites  des  intégrales  dénnies,  que  cette  méthode  réduit  en 
séries  convergentes,  sont,  comme  on  vient  de  le  voir,  données  par 
les  racines  d'une  équation  que  l'on  peut  nommer  équation  des 
Imites.  Mais  une  remarque  très-importante  dans  cette  analyse,  et 
qui  permet  de  l'étendre  aux  fonctions  que  la  théorie  des  proba- 
bilités présente  le  plus  souvent,  est  que  les  séries  auxquelles  on 
parvient  ont  également  lieu  dans  le  cas  même  où ,  par  des  chan- 
gements de  signe  dans  les  coefTicients  de  l'équation  des  limites, 
ses  racines  deviennent  imaginaires.  Ces  passages  du  positif  au  né- 
gatif, et  du  réel  à  l'imaginaire,  dont  les  premières  applications 
ont  paru,  si  je  ne  me  trompe,  dans  les  Mémoires  cités,  m'ont  con- 
duit dans  ces  Mémoires  aux  valeurs  de  plusieurs  intégrales  défi- 
nies, qui  offrent  cela  de  remarquable,  savoir,  quelles  dépendent 
à  la  fois  de  ces  deux  transcendantes,  le  rapport  de  la  circonférence 
au  diamètre,  et  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolicjue  est 
Funité.  On  peut  donc  considérer  ces  passages  comme  des  moyens 
de  découvertes  pareils  à  l'induction  dont  les  géomètres  font  de- 
puis longtemps  usage.  Mais  ces  moyens,  quoique  employés  avec 
beaucoup  de  précautions  et  de  réserve,  laissent  toujours  à  désirer 
des  démonstrations  de  leurs  résultats.  Leur  rapprochement  des 
méthodes  directes,  servant  à  les  confirmer  et  à  faire  voir  la  grande 
généralité  de  l'analyse,  et  pouvant  par  cette  raison  intéresser  les 
géomètres,  j'ai  insisté  particulièrement  sur  ces  passages,  qu'Euler 
considérait  en  même  temps  que  moi,  et  dont  il  a  fait  plusieurs 
applications  curieuses ,  mais  qui  n'ont  paru  que  depuis  la  publi- 
cation des  Mémoires  cités. 


SECONDE   PARTIE. 

THÉORIE  DES  APPROXIMATIONS  DES  FORMULES  QUI  SONT  FONCTIONS 
DE  TRÈS -GRANDS  NOMBRES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DE  L'INTÉGRATION  PAR  APPROXIMATION  DES  DIFFERENTIELLES   QUI   RENFERMENT 
DES  FACTEURS  ÉLEVÉS  X  DE  GRANDES  PUISSANCES. 


22.  On  vient  de  voir  que  l'on  peut  toujours  ramener  à  l'inté- 
gration de  semblables  différentielles,  les  formules  données  par  la 
théorie  des  fonctions  génératrices.  Nous  allons  donc  nous  occuper 
d'abord  avec  étendue ,  de  l'approximation  de  ce  genre  d'intégrales. 

Si  l'on  désigne  par  u,  u,  u,  etc.  et  (p,  des  fonctions  quelconques 
de  X,  et  par  s,  s,  s\  etc.  de  très-grands  nombres,  toute  fonction 
différentielle  qui  renferme  des  fonctions  élevées  à  de  grandes 
puissances  sera  comprise  dans  le  terme  (^dœ. u\ u'\ u'^.  etc.  Pour 
avoir  en  série  convergente  son  intégrale  prise  depuis  x=o  jus- 
qu'à x  =  d,  on  fera 

^. u'. u*'. u^.  etc.  =j; 

en  désignant  par  Y  ce  que  devient  y  lorsqu'on  y  change  x  en  B, 
on  supposera 

c  étant  toujours  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbolique  est 

l'unité.  On  aura  ainsi 

Y 

f  =  log.— . 
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Si  Ton  considère  x  comme  une  fonction  de  t  donnée  par  cette 
équation,  on  aura,  en  supposant  dt  constant, 

^  dx  V      ddx  t'       d'x 

dt  i.a      dt*  1.2.3    dt* 

t  devant  être  supposé  nul  après  les  différentiations,  dans  les  va- 
leurs de  -7- ,  -j- ,  etc.  On  a  généralement 

d'^x ^    ^   ^    Â   ^  //  ^^ 

W~Jt'^'Jt'Jt It' 

la  caractéristique  différentielle  se  rapportant  à  tout  ce  qui  la  suit, 
et  dt  pouvant  varier  d'une  manière  quelconque  dans  le  second 
membre  de  cette  équation;  de  plus,  si  l'on  diflérentie  Texpression 

précédente  de  t  en  y,  et  si  l'on  désigne  —  ^-j—  par  v,  on  aura 
dt=  —  ;  on  aura  donc 

V 

d'^x V.  d.  v.d.v dv 

'dF  dx^'  ' 

dx  étant  supposé  constant  dans  le  second  membre  de  cette  équa- 
tion. Ainsi,  en  nommant  U  ce  que  devient  v  lorsqu'on  y  change 

a;  en  0,  la  valeur  de  -j-  qui  répond  à  x=d,  ou,  ce  qui  revient 

au  même,  à  f=  o,  sera  égale  à 

U.d.U.d.U....dU 

on  aura  donc 

1.2. dO  1.2.6. do* 

d'où  l'on  tire 

dx=U.dt.^i^-^.t-^-^^^^^.V~^etc.y 
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par  conséquent 

Si  l'on  prend  l'intégrale  depuis  t=o  jusqu'à  t  infini,  on  aura 
généralement 

/rc/f.c~'=i.2.3 71  ; 

partant 

/•  7        TT^^i        du        d.U.dU        d.U.d.U.dU         ,   \ 
/jrte=f/r.^H-^  +  -^^+ j^, +etc.j, 

l'intégrale  relative  à  x  étant  prise  depuis  x  =  d  jusqu'à  la  valeur 
de  X  qui  répond  à  t  infini. 

Nommons  Y'  et  U'  ce  que  deviennent  j  et  v  lorsqu'on  y  change 
X  en  0';  on  aura  pareillement 

rj        rvvJ         àJr        d.U'.dU'        d.U'.dU'.dU'  \ 

fydx=.^U  Y .i^i^  ^ -^ —jjrr- -^ ___-^etc.j; 

l'intégrale  relative  à  x  étant  prise  depuis  x=B'  jusqu'à  la  valeur 
de  X  qui  répond  à  t  infini.  En  retranchant  donc  ces  deux  équa- 
tions l'une  de  l'autre,  on  aura 

/-  /        Tiv  [         dlJ        d.U.dU        d.U.d.U.dU         ,\ 

j,,^,  (        dU'       d.U'.dU'       d.U'.d.U'.dU'        ,    \     ^^1 
_f/y.^,+  __H_____  + — +etc.j; 

l'intégrale  relative  à  x  étant  prise  depuis  x=d  jusqu'à  x=^  d\ 
en  sorte  que  la  considération  de  t  disparaît  dans  cette  formule.  Si 
6  et  6'  étaient  primitivement  renfermés  dans  j,  il  ne  faudrait 
faire  varier  que  les  quantités  6  et  6'  qu'introduisent  dans  U  et  lJ\ 
les  cliangements  de  a;  en  0  et  0'  dans  la  fonction  v. 

La  formule  (A)  sera  très-convergente,  si  v  ou  —  ^--j—  est  une 


13. 
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très -petite  quantité;  or  y  étant,   par  la   supposition,    égal   à 
^.u\u''.vL^.  etc.  on  a 


"~         sda    ^     s'da'         s' du'  ,  dib  ' 

udx         u  dx  u  dx  (pdx 

Ainsi  dans  le  cas  où  5,  s,  s",  etc.  sont  de  très-grands  nombres, 
V  sera  fort  petit;  et  si  Ton  fait  -  =a,  a  étant  une  fraction  très- 
petite,  la  fonction  v  sera  de  l'ordre  a,  et  les  termes  successifs  de 
la  formule  (A)  seront  respectivement  des  ordres  a,  a*,  a\  etc. 

Cette  formule  cesserait  d'être  convergente  si  la  supposition  de 
x=d  rendait  très -petit  le  dénominateur  de  l'expression  de  v. 
Supposons,  par  exemple,  que  (a;— a)f*  soit  un  facteur  de  ce  déno- 
minateur; il  est  clair  que  les  termes  successifs  de  la  formule  (A) 
sont  respectivement  divisés  par  (0— a)'*,  (0— a)^**"^*,  (0— a)^**^*,  etc. 
et  deviendront  très-considérables,  si  6  est  peu  différent  de  a.  La 
convergence  de  cette  formule  exige  donc  que  (0— a)**,  (0— a)** 
soient  plus  grands  que  a;  elle  ne  peut  conséquemment  être  em- 
ployée dans  l'intervalle  où  (a:— a)^est  égal  ou  moindre  que  a; 
mais,  dans  ce  cas,  on  pourra  faire  usage  de  la  méthode  suivante. 

23.  Si  l'on  nomme  Y  ce  que  devient  y  lorsqu'on  y  change  x 

en  a,  il  est  visible  que  [x—ay  étant  un  facteur  de ^,  ou, 

[x—ay-^'  sera  un  facteur 


d.log.- 

ce 

qui 

revient  au  même, 

,de- 

y  . 

dx        ' 

{X. 

de 

log. 

Y 

y' 

Soit  donc 

y— 

Y.c 

x  —  a 

(log. 

î-logj)' 

1 
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on  aura 

a:=a-hvf, 

V  ne  devenant  point  infini,  par  la  supposition  de  x=a.  Si  Ton 

désigne  ensuite  par  f/,  -/ — ,    /  ^    ,  etc.  ce  que  deviennent  v, 

-7^ ,  -j^ ,  etc.  lorsqu'on  y  change  a:  en  a  après  les  difiPérentia- 

tions;  on  aura,  parla  formule  (p)  du  n""  21  du  second  livre  de  la 
Mécanique  céleste, 

a;zz=a-f-t/.f-t~-^^.r^-     ^';^'  ,.f^+etc. 
i.2.dx  î.2,o.ax* 


ce  qui  donne 


*^-+-* 


fyi.=  Y.fé.c    '      .(t/+^-.,+  -^.f+etc.):      (B) 

cette  formule  pourra  être  employée  dans  tout  l'intervalle  où  x 
diffère  très-peu  de  a;  elle  peut  conséquemment  servir  de  supplé- 
ment à  la  formule  (A)  du  numéro  précédent;  mais  au  lieu  d'être 
ordonnée  comme  elle,  par  rapport  aux  puissances  de  a,  elle  ne 


l'est  que  par  rapport  aux  puissances  de  a^"*"'  ;  car  il  est  visible 

que,  dans  ce  dernier  cas,  v  n'est  que  de  l'ordre  a^"^\ 

ri  

dx 


d  U* 
Pour  déterminer  plus  facilement  les  quantités  U,  -4 — ,  etc. 


supposons 

log.  Y— log.j=(a;—a)f* ■+-*.[i-j-B.(a;— a)-HC.  (a:— a)*-h  etc.]. 
Nous  aurons,  en  changeant  a;  en  a  après  les  différentiations. 


A  =  — 


^^^^'-iQg'J 


1.2.3 (l^  +  O'  ^^^ 


B= d^'^'Aog.y 


1.2.3 [(A+2).dx^ 


etc. 
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Nous  aurons  ensuite,  quel  que  soit  r, 

r 

d'où  il  est  facile  de  conclure  en  développant  cette  expression  de  v', 
et  nommant  Q.[x — ay-  '  le  terme  de  ce  développement ,  qui  a 
pour  facteur  [x — a)""', 


1.2.3 ('''~0-  ^^'^ 

La  formule  (B)  ne  présente  plus  ainsi  d'autres  diflicultés  que  celles 


qui  résultent  de  l'intégration  des  quantités  de  la  formeyi"A.c 
et  l'on  a  généralement, 


-t^^' 


(■^^.,)^  -7^  -«-^ 

r  étant  égal  au  quotient  de  la  division  de  n  par  (x-f-i,  si  la  divi- 
sion est  possible,  ou  au  nombre  immédiatement  inférieur,  si  elle 
ne  l'est  pas.  La  détermination  de  l'intégrale  fydx  dépend  donc 
des  intégrales  de  cette  forme 

.a  -4-1  u    4-1  .u  -hl 

fdt.c  ,   ft.dt.c  1  •../'         'dt.c 

Il  n  est  pas  possil)le  d'obtenir  exactement  ces  intégrales  par  les 
méthodes  connues;  mais  il  sera  facile,  dans  tous  les  cas,  d'avoir 
leurs  valeurs  approchées. 

24.  Nous  aurons  principalement  besoin,  dans  la  suite,  de  la 
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valeur  de  Jydxy  prise  pour  tout  l'intervalle  compris  entre  deux 
valeurs  consécutives  de  x^  qui  rendent  j  nul;  nous  allons  consé- 
quemment  exposer  les  simplifications  dont  cette  valeur  est  alors 
susceptible.  La  variable  j  ayant  été  supposée,  dans  le  numéro  pré- 


-^e 


cèdent,  égale  à  F.c  ,  il  est  visible  que  les  deux  valeurs  de  x 


-r 


qui  rendent  y  nul  rendent  également  nulle  la  quantité  c 
ce  qui  exige  que  (x-hi  soit  un  nombre  pair,  et  que  l'une  des  va- 
leurs de  X  réponde  à  t= — oo,  et  l'autre  à  f=oo;  Y  est  donc 
alors  le  maximum  de  j,  compris  entre  ces  valeurs.  Soit  jx-hi=2i; 
si  Ton  prend  l'intégrale  ft^'''^\dt.c'^\  depuis  t= — oo  jusqu'à 
f  =  00,  sa  valeur  sera  nulle;  car  il  est  clair  que  les  éléments  de 
cette  intégrale,  qui  répondent  aux  valeurs  négatives  de  t,  sont 
égaux  et  de  signe  contraire  à  ceux  qui  répondent  aux  mêmes 
valeurs  prises  positivement.  L'intégrale  ft^^.dt.c"^    est  égale  à 

ift^^.dt.c^^  ,  cette  dernière  intégrale  étant  prise  depuis  t  nul 
jusqu'à  f  infini;  et  dans  ce  cas  on  a,  par  le  numéro  précédent, 

r  étant  égal  au  nombre  entier  du  quotient  de  la  division  de  n 
par  z.  Soit  donc,  en  prenant  les  intégrales  depuis  t  nul  jusqu'à  t 
infini, 

k  =  fdt.c-''\ 
¥^^  =  ft\dt.c-'\ 
¥^)  =  fe.dt.c-'\ 

¥-'^  =  fr-\dt.c''*'; 
la  formule  (JS)  du  numéro  précédent  deviendra 
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.  +  -.. 


,,,j    y  ji.a.dx'      21*1.2.3 (21+2). da:"-" 

"•■^  1  3.(2t+3)  d*'^.t/"-"' 

f  "*"      4i'      'i.2.3....(4»+2).dx"**"^®"^* 

!d"-'.  f/"-'               (2t— 1)           J4.-.  ijki-i  \ 

1 .2.3....(2i— 2).(Zx"-'         21    ■  1.2.3. ...(4i—a)-rfjî*'~*r 
_i_  i I  ^         '  ^ ,.«.    I    etc.      1 
4î*          '1.2.3 (61— aj.rfaî"""*  '      / 

Cette  formule  est  la  somme  d'un  nombre  i  de  suites  diiFérentes, 

décroissantes  comme  les  puissances  de  a,  puisque  U  est  de  Tordre 

1 

a'* ,  et  multipliées  respectivement  par  les  transcendantes  ky  k^^\  etc. 
qu'il  est,  par  conséquent,  important  de  connaître;  mais  il  suffit 
pour  cela  d'en  connaître  un  nombre  égal  au  plus  grand  nombre 

entier  compris  dans  -. 

Considérons,  pour  cela,  la  double  intégrale 

les  intégrales  étant  prises  depuis  s  et  x  nuls  jusqu'à  leurs  valeurs 
infinies.  En  l'intégrant  d'abord  par  rapport  à  5,  elle  se  réduit  à 

dx 


/1 


mais  cette  dernière  intégrale  est ,  n  étant  un  nombre  quel- 

w.sin.  — 
n 

conque  entier  ou  fractionnaire;  on  a  donc 


n.sm. 

71 
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Intégrons  maintenant  cette  double  intégrale,  d'abord  par  rapport 
k  x:  en  faisant  saf=C,  elle  devient 


/ds.c— 


S 

et  si  Ton  fait  5=f",  on  aura 


n.sm.  — 
n 


les  intégrales  étant  prises  depuis  t  nul  jusqu  à  t  infini.  Si  Ton 
change  n  dans  ,  cette  équation  devient 

m  II 

n\jdt.  c  .ft  .dt.c  =  —  /  _  \ —  ; 

sin.f l.w 

\    *»   / 

et  si  dans  cette  nouvelle  équation  on  change  t  dans  f""',  on  aura 

n\fC-\dt.c''\fr\dt.c''^  = ^  .  (T) 

sin.l |.ir 

\    '^   / 

On  aura,  au  moyen  de  cette  formule,  en  y  faisant  n=2i,  toutes 

les  valeurs  de  ft,  ft^'\ ft^'"'\  lorsque  Ton  en  connaîtra  la 

moitié,  si  i  est  pair,  ou  la  moitié  moins  un  demi,  si  i  est  impair. 
En  faisant  n=-i  et  r=2 ,  cette  formule  donne  ce  résultat  re- 
marquable 

fdt.c^'^=\.\fi. 

25.  On  peut,  en  vertu  de  la  généralité  de  l'analyse,  étendre 
les  résultats  précédents  au  cas  où  t  est  imaginaire.  Considérons 
rintégrale /clo?.  COS.  nr.  c~"'^,  prise  depuis  x  nul  jusqu  à  x  infini: 
on  peut  la  mettre  sous  cette  forme 

TOU£  VII.  14 


106     THÉORIE  ANALYTIQUE  DES  PROBABIUITÉS. 
rintégrale  /cfa.c-"'"^''^"*  est  égale  à 

Si  Ton  fait  t=^ax ^^— -,  elle  devient 

r^ 

ici  l'intégrale  relative  à  t  doit  être  prise  depuis  f  =  —  '^^^^ 

jusquà  t  infini,  parce  que  ces  deux  limites  répondent  à  â?  nul  et 
à  X  infini. 

En  faisant  r  négatif  dans  cette  formule,  on  aura  TexpressioD 
de  l'intégrale /cfc.c"*'*""'^*^"';  mais  dans  ce  cas  les  limites  de 

l'intégrale  relative  à  t  sont  t  =  LjlZL^  et  t  infini;  la  réunion  de 
ces  deux  intégrales  est  donc  égale  à 

l'intégrale  étant  prise  depuis  t^=  —  oo  jusquà  f=cx>;  car  la 
première  intégrale  ajoute  à  la  seconde  ce  qui  lui  manque  pour 
former  la  moitié  de  l'intégrale  prise  entre  les  deux  limites  infinies; 


c  ^-'.v^. 


or  cette  dernière  intégrale  est ——  ;  on  a  donc 

fax.  cos.  rx.  c       =  ^^— .  c 


la 


L'analyse  qui  vient  de  nous  conduire  à  ce  résultat  est  fondée 
sur  le  passage  du  réel  à  l'imaginaire;  car  on  y  traite  les  intégrales 
relatives  à  t  et  prises  entre  deux  limites,  dont  une  est  imaginaire 
et  l'autre  est  infinie,  comme  si  ces  limites  étaient  toutes  réelles. 
Mais  on  peut  parvenir  à  ce  résultat  de  la  manière  suivante. 
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Nommons  j  Tintégrale  /(te.  cos.ra:,c~*'**>  prises  depuis  a?  nul 
jusqu'à  X  infini;  on  aura 

^  =  — fxdx.  sin.  rx.  c^"'"^ 
=  — ;.  sm.  rx.  c       -.  fax.  cos.  rx.  c       ; 

on  aura  donc,  en  prenant  Tintégrale  depuis  x  nui  jusqu*à  x  infini, 

dy  r 

dr        aa"  «^ 

L'intégrale  de  cette  équation  est 

£.  étant  une  constante  arbitraire  que  Ton.  déterminera  en  obser- 
vant que,  r  étant  nul,  on  a 

y=B=fdx.c^'''. 
Cette  dernière  intégrale  est,  par  le  numéro  précédent,  ^;  donc 


JB=  —  ;  par  conséquent 


aa 


-aV_\/^     ^      4a«, 


/aa?.  cos.  rx.  c       =  -5^— .  c 

ce  qui  est  conforme  au  résultat  trouvé  ci-dessus  par  le  passage 
du  réel  à  Timaginaire. 

En  différentiant  m  fois  par  rapport  à  r,  on  aura 


r" 
M         —  - 


faf'dx. COS. rx. c-^'^'^r.-- ±^.^.c    *'' . 

le  signe  -f-  ayant  lieu  si  n  est  pair,  et  le  signe  —  si  n  est  impair. 
Cette  dernière  équation,  difPérentiée  par  rapport  à  r^  donne 

14. 
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En  intégrant  une  fois  par  rapport  à  r  Texpression  defdx.coB.rx.€r*^ 
on  aura 

J        X  aa  •' 

Lorsque  a  est  nul,  -  devient  infini,  et  Tintégraie  |  — .c    **\  prise 
depuis  r  nul,  devient  y-V/ir;  donc 


/dx.sin.rx ir 


26.  On  peut  de  là  conclure  les  valeurs  de  quelques  intégrales 
définies  singulières  auxquelles  j*ai  été  conduit,  comme  on  le  verra 
dans  la  suite,  par  le  passage  du  réel  à  Timaginaire. 

Considérons  la  double  intégrale 

ffidx.ydy.c"^'^^'^.  cos.rx, 

les  intégrales  étant  prises  depuis  xety  nuls  jusqu'à  x  et  y  infinis: 
en  Tintégrant  d^abord  par  rapport  à  y,  elle  devient 


/dx.  COS.  rx 


Intégrons-la  maintenant  par  rapport  à  a;  ;  on  a,  par  le  numéro 
précédent. 


fdx.  COS.  rœ.c  ^"*=  ^^.  c    ^•^' ; 


ce  qui  donne 


ff'^ydy.  dx.  COS.  rx.  c  ^'  ^*'*^'^  =  \/  ir  .fdy.  c  ^•^' . 


LIVRE  PREMIER,  SECONDE  PARTIE.  109 

Il  s  agit  maintenant  d'avoir  cette  dernière  intégrale  prise  depuis  j 
nul  jusqu  à  y  infini. 

Pour  cela,  donnons-lui  cette  forme, 

e.jdy.c  ^^yK 

— I  a  un  minimum  qui 

répond  à  y  =  \    -^   ce  qui  donne  ar  pour  ce  minimum;   soit 
donc 

y  devant  s'étendre  depuis  y=o  jusqu'à  j=oo,  2  doit  s'étendre 
depuis  z= — 00  jusqu'à  z=oo;  cette  valeur  de  y  donne 

En  prenant  les  intégrales  depuis  z  = — 00  jusqu'à  z=oo,  on  a 

fdz.c^  =:y7r;     |  =0; 

J  \jz*+ir 
on  a  donc 


fdy^c 
partant 


jày.c  ^^=__v-. 


On  aura  généralement,  par  la  même  analyse,  l'intégrale 

fy    *^.(fy.c  ^•^, 

prise  depuis  j  nul  jusqu'à  y  infini,  et  par  conséquent  aussi  dans 
les  mêmes  limites,  l'intégrale 

■   n  h 


fx    ^.dx.c 


—a  a: — 

X 
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a  et  À  étant  positifs  et  n  étant  impair.  Cela  posévon.anra 

JJijàj .  dx .  COS.  rx .  c~^''  ^"^'^= -^ ; 

3  C 


on  a  donc 

^dx.cos,rx 


P 


En  difFérentiant  par  rapport  à  r,  on  a 

xdx.sin.rx  it 


P 


de  là  il  est  facile  de  conclure  la  valeur  de  l'intégrale 


/ 


{a+bx). dx. COS.  rx 
m  +  2nx-\-x*       ^ 


prise  depuis  x= — oo  jusqu'à  x  infini,  le  dénominateur  n*ayant 
point  de  facteurs  réels  en  x  du  premier  degré.  Si  Ton  fait 

x= — n-\-x.yJ  m — 71% 

cette  intégrale  devient,  en  supposant  — =a, 

y/m  — /i* 


(a'4-ftj:').e/^'.[cos.(ra:'.\//w— -7i*).cos.rn+sin.(rx'.\/m--w*)-8m.rii] 


Cette  intégrale  doit  être  prise  comme  celle  relative  à  a?,  depuis 

/                   •          '1     /                     r-   ..JL       1      rxdx.cos.(rx\\/m—n*) 
x=  —  oo  jusqu  à  0?  =  oo  ;  or  1  intégrale   |  ^ — 7^ 

prise  dans  ces  limites,  est  nulle,  parce  que^ses  éléments  négatifs 
détruisent  ses  éléments   positifs  correspondants;  il  en  est  de 

même  de  l'intégrale  |  — '- — - — ^ -;  la  fonction  intégrale 

précédente  se  réduit  donc  à 


/ 


[a'.cos.  rn.cos.(ra:'.v/m— /i*)  +  ft.sin.  m. sin.[rx\^ m—n*)  x']  dx' 

i~hx'*  ' 
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On  a,  par  ce  qui  précède, 


/ 


ix'.  cos,  (rar'.ym— 71»)  _  _r>/"in^^ 


en  différentiant  cette  expression  par  rapport  à  r,  on  a 


on  a  donc 


/ 


x'(/x'.Sm.(rx'.\/m— 71»)  — rV^— n« 


/(a+&x).(/x.cos.  ra?         /  ,  ,    ,      .  v  — rV»»— n* 

^ ^ — =(a.cos.rn4-6,sm.  rnl.TT.c    ^         . 
m+a7ix+^»  ^  ' 

On  trouvera,  par  la  même  analyse, 

Va  +  fca:).  rfa:.sîn.  rx       ,,  ,    .         v  — r.v/^-^n* 

^ 1 -— — =(6.  COS.  m — a.sm.mj.ir.c     v»»  « 


/^ 


m4-2  7ia:+a:» 


Si  Ton  différentie  la  première  de  ces  deux  équations,  i —  i  fois 
par  rapport  à  m,  et  ensuite  25  fois  par  rapport  à  r,  on  aura  l'ex- 
pression de  rintégrale 

'x**.  dx.  (a+io;).  COS.  rx 


P 


{m+2nx+x*y         '  ^  ^ 


Maintenant  M  et  N  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières 
de  X,  le  degré  de  la  première  étant  supposé  plus  petit  que  celui 
de  la  seconde,  et  N  étant  supposé  n  avoir  aucun  facteur  réel  du 
premier  degré,  on  pourra,  comme  on  sait,  décomposer  l'intégrale 

j^.dx.cos.rx,  en  différents  termes  de  la  forme  (i);  on  aura 


/ 


N 

donc  généralement  l'expression  de  cette  intégrale  définie 
On  aura  de  la  même  manière  la  valeur  de  l'intégrale 


/ 


-jr7.ax.s1n.rx. 


27.  Reprenons  maintenant  la  formule  (B)  du  n"  23.  Le  cas  de 
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fi-h- 1  =  2  étant  le  plus  ordinaire,  nous  allons  exposer  ici  les  for- 
mules qui  y  sont  relatives.  La  formule  (B)  devient  dans  ce  cas, 

l      U  \  t.  I         ,         1 

fydx=Y.fdt.c-'\\  ^,      j,  ^"^^  ''^        ^      ;        {b) 

(h ô-  — rr  -+-  ete,  \ 

l       1.2.0     dœ*  I 

ici  Ton  a 

X— a 


f=V/log.  y— log.j,     v  = 


V/log.y-log.jr' 


Y  étant  le  maximum  de  j,  et  a  étant  la  valeur  de  x  qui  correspond 

à  ce  maximum;  U,  -t— ,  etc.  sont  ce  que  deviennent  v,  -r-  etc., 

lorsqu'on  y  change  x  en  a.  Cette  formule  donne,  en  Tintégrant 
depuis  t=  T  jusqu'à  t=  T\ 


Y  ^^T^/d.U'       T.d\l?      (T'+\).dW      ^\ 

2*         \  dx         \,i.dx^  i.2.3.c/x'  y  ^   ' 

Y  ^r*/d.U'       T.d}.V'      ir^+iUW        ,    \ 
.c      {— i \ n-^' fxi — i-etc), 

2  \   eia:  1.2.  eZo;*  i.2.6.ax^  J 

l'intégrale  fdt.  c"'  étant  prise  depuis  t=  T  jusqu'à  t==  T\  et  l'in- 
tégrale ^tir  étant  prise  depuis  la  valeur  de  a?  qui  convient  à  t=T, 
jusqu'à  celle  qui  convient  à  t=  T. 

Si  l'on  suppose  T=  —  00  et  T  =  oo,  on  aura  généralement 

l^.c       =0,      1  ".c       =0; 

on  a  d'ailleurs  par  le  n**  24,yi/fc""''=\/7r;  la  formule  précédente 
devient  ainsi 

rj  v.l — (ri        1       dW  1.3  d',U'  ^     \ 

l'intégrale  fydx  étant  prise  entre  les  valeurs  de  x  qui   rendent 
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y  nul,  et  Y  étant  le  maximum  de  j,  compris  entre  ces  valeurs.  Les 
différents  termes  de  cette  formule  se  détermineront  facilement 
par  le  n'^SS,  et  Ton  aura 


sl~ 


X  devant  être  changé  en  a,  après  les  différentiations.  On  a 

e/\log.y= — ^ ^; 

la  supposition  de  a;  =  a  fait  disparaître  dy;  on  aura  donc 

e/*.  Io{2[. y ddY 

dx*  }  .  dx*  ' 

Y  et     ,  ^  étant  ce  que  deviennent  y  et  -j-f ,  lorsqu'on  y  change  a; 

en  a.  Ainsi,  en  ne  considérant  dans  la  formule  (  J)  que  le  premier 
terme  de  la  série,  on  aura,  à  très-peu  près, 

fydx=-^^^^ 


\/- 


ddY 
dx' 


Cette  expression  de  fydx  sera  d'autant  plus  approchée,  que  les 
facteurs  de  y  seront  élevés  à  de  plus  hautes  puissances. 

La  formule  (c)  renferme  l'intégrale  indéfinie  fdt.c"^  prise 
depuis  /=:r  jusqu'à  t  =  T;  ce  qui  revient  à  la  prendre  depuis 
t  =  o  jusqu'aux  limites  T  et  T,  et  à  retrancher  la  première  inté- 
grale de  la  seconde.  Il  n'est  pas  possible  d'obtenir  en  termes  finis 
l'intégrale  prise  depuis  t  nul,  mais  on  l'obtiendra  d'une  manière 
fort  approchée,  si  Test  peu  considérable,  par  la  série  suivante  : 

jdt.c     =T 5- H .-r- 5-. 1 J-T-. etc. 

"^  d  1.2     5         1.2.3     7  1.2.3.4    9 

TOME  TII.  15 
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Cette  série  a  l'avantage  d'être  alternativement  plus  petite  ou  plus 
grande  que  l'intégrale,  suivant  que  l'on  s'arrête  à  un  terme  positif 
ou  négatif.  Ce  genre  de  séries,  que  l'on  peut  nommer  séries-limites, 
a  ainsi  l'avantage  de  faire  connaître  les  limites  des  erreurs  des 
approximations.  On  a  encore 

/&c-"  =  r.c--.(.+  3^  +  iifl'  -4-   (iÇ^  +  etcV 
^  \  1.3         1.3.5  1.3.0.7  / 

Ces  deux  séries  finissent  toujours  par  être  convergentes,  quelle 
que  soit  la  valeur  de  T;  mais  leur  convergence  ne  commence 
qu'à  des  termes  éloignés  du  premier,  si  2  P  a  une  valeur  considé- 
rable; il  convient  donc  de  ne  les  employer  que  pour  des  valeurs 
égales  ou  moindres  que  quatre.  Pour  de  plus  grandes  valeurs,  on 
pourra  faire  usage  de  la  série  suivante,  qui  donne  la  valeur  de 
l'intégrale  fdt.  c"^  depuis  t=  T  jusqu'à  t  infini , 

/.,     _f«       c-^*   /  1  1.3  1.3.5         ^    \ 

fdt  c      =■-  — 77  . 1 1 7p-^  -f-  -7-7777 r^TT-  ~f-  etc.  . 

^  '^  I     \         2  7  *        2*.  y  *        2\7  "  / 

Cette  série  est  encore  une  série-limite.  En  la  retranchant  de 
Y.\/7r,  valeur  de  l'intégrale /c/f.c~^' prise  depuis  f  nul  jusqu'à 
t  infini,  on  aura  la  valeur  de  l'intégrale  prise  depuis  t  nul  jusqu'à 
t=  T.  Mais  la  série  a  l'inconvénient  de  finir  par  être  divergente  : 
on  obvie  à  cet  inconvénient,  en  la  transformant  en  fraction  con- 
tinue, comme  je  l'ai  fait  dans  le  dixième  livre  de  la  Mécanique 

céleste,  où  j'ai  trouvé  qu'en  faisant  9  =  — ttt^,  on  a,  l'intégrale 
étant  prise  depuis  f  =  7  jusqu'à  l'infini, 

fdt.C    ^  = 


2T  a 

1+  —i— 

2q 


1+  ^ 

37 


1  + 


1  + 


1  +  etc. 
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Pour  faire  usage  de  cette  expression,  il  faut  réduire  la  fraction 
continue 


i+— ^— 

2q 


14- 


1  +  etc. 

en  fractions  alternativement  plus  grandes  et  plus  petites  que  la 

fraction  entière.  Les  deux  premières  fractions  sont  -,  ;  les 

numérateurs  des  fractions  suivantes  sont  tels,  que  le  numérateur 
de  la  fraction  i*^  est  égal  au  numérateur  de  la  fraction  (1  —  1)^*^°'% 
plus  au  numérateur  de  la  fraction  (i—  2)'^""^  multiplié  par  (i— 1).(/; 
les  dénominateurs  se  forment  de  la  même  manière.  Ces  fractions 
successives  sont 

I  1  J  +  2(/  iH-or/  «+97+87* 

T'     j"+7'    1  +  37'     1+67+37*'     1  +  107+157*'  ^  ^' 

Lorsque  7  ou  —rpr^  sera  égal  ou  moindre  que  j ,  ces  fractions  don- 
neront d'une  manière  prompte  et  approchée  la  valeur  de  la 
fraction  entière. 

28.  On  peut  facilement  étendre  l'analyse  précédente  aux 
doubles,  triples,  etc.  intégrales.  Pour  cela,  considérons  la  double 
intégrale  fydxdxy  y  étant  une  fonction  de  x  et  de  x\  qui  renferme 
des  facteurs  élevés  à  de  grandes  puissances.  Supposons  que  l'in- 
tégrale relative  à  x  doive  être  prise  depuis  une  fonction  ^  de  a; 
jusqu'à  une  autre  fonction  X+X  de  la  même  variable.  En  faisant 
x=X-{-tXy  l'intégrale  fydxdx  se  changera  dans  celle-ci, 
fyX.dx.dt;  l'intégrale  relative  à  t  devant  être  prise  depuis  l=o 
jusqu'à  f=i:  on  peut  donc  réduire  ainsi  l'intégrale  fydx.dx  à 
des  limites  constantes  et  indépendantes  des  variables  qu'elle  ren- 
ferme. Nous  supposerons  qu'elle  a  cette  forme,  et  que  l'intégrale 
relative  à  x  est  prise  depuis  x=0  jusqu'à  x='Ufy  et  que  l'inté- 

15. 
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grale  relative  à  x  est  prise  depuis  x=B'  jusqu'à  rc'=tar'.  Cela 
posé,  en  nommant  Y  ce  que  devient  y  lorsqu'on  y  change  x  et  x' 
en  B  et  B\  on  fera 

en  supposant  ensuite 

Y 
on  réduira  log.  —  dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puis- 

j 

sances  de  u  et  de  a ,  et  Ton  aura  une  équation  de  cette  forme 

dans  laquelle  M  est  la  partie  du  développement  en  série,  de 

log.  — ,  qui  renferme  tous  les  termes  multipliés  par  u,  et  M  est 

lautre  partie  qui  renferme  les  termes  multipliés  par  u,  et  qui 
sont  indépendants  de  u.  On  partagera  Téquation  précédente  dans 
les  deux  suivantes  : 

M.u=t,       M.u=t'; 

d'où  Ton  tirera  celles-ci,  par  le  retour  des  suites, 

u=N.t,       u'=N'.t\ 

N  étant  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  de  t  et  de 
t',  et  N'  étant  uniquement  ordonnée  par  rapport  aux  puissances 
de  t'  et  étant  indépendante  de  t;  ces  deux  suites  sont  très-con- 
vergentes, si  y  renferme  des  facteurs  très-élevés.  Maintenant  on 
a  dx.dx'=dn.du  ;  de  plus  on  a 

mais  dans  le  produit  du. du,  la  différentielle  du  est  prise  en 
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faisant  u  constant,  ce  qui  rend  t'  constant,  ou  (2t'  =  o;  on  a 
donc 

par  conséquent 

du.  du  =  I     \   -  J .  I    \,    J .  dt.  di ; 
ce  qui  donne 

Il  est  facile  d*intégrer  les  divers  termes  du  second  membre  de 
cette  équation,  puisqu'il  ne  s  agit  que  d'intégrer  les  termes  de  la 
forme  /r.  dt.  cr*. 

Si  Ton  prend  l'intégrale  relative  à  t',  depuis  t' nul  jusqu'à  { in- 
fini, et  que  Ton  nomme  Q  le  résultat  de  l'intégration,  on  aura 

fydx'=Y.Q, 

l'intégrale  relative  à  x  étant  prise  depuis  a;'=0' jusqu'à  la  valeur 
de  X,  qui  répond  à  t'  infini.  Si  l'on  change  ensuite  dans  Y  et  Q, 
0'  en  'b/,  et  que  l'on  nomme  F'  et  Q,  ce  que  deviennent  alors  ces 
quantités,  on  aura 

fydx'=Y\Q', 

l'intégrale  étant  prise  depuis  x=^^'  jusqu'à  la  valeur  de  x,  qui 
répond  à  t' infini. 

En  nommant  R  et  R  les  intégrales  fQdt  et  fQ'dt  prises  depuis 
t  nul  jusqu'à  t  infini,  on  aura 

fydx.dx'=YR~rR\ 

l'intégrale  relative  à  x  étant  prise  depuis  x=d'  jusqu'à  X'=^\ 
et  l'intégrale  relative  à  x  étant  prise  depuis  a?=0  jusqu'à  la  va- 
leur de  X  qui  répond  à  i  infini.  Si  dans  Y,  B,  Y\  R,  on  change 
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6  dans  ter,  et  que  Ton  nomme  T,,  B,,  Y\,  R\  ce  que  deviennent 
alors  ces  quantités,  on  aura 

fydx.dx'=Y,.R,—  Y\.R\, 

l'intégrale  relative  à  x  étant  prise  entre  les  limites  0'  et  tsr',  et 
l'intégrale  relative  à  x  étant  prise  depuis  rc=tJT  jusqu'à  la  valeur 
de  X  qui  répond  à  t  infini;  on  aura  donc 

fydj:.dx'=YR—rR—Y,R,-^Y\R\. 

l'intégrale  relative  à  x  étant  prise  entre  les  limites  0  et  'cr,  et  l'in- 
tégrale relative  à  x  étant  prise  entre  les  limites  6'  et  tjr'. 

Cette  formule  répond  à  la  formule  (A)  du  n*'  22,  qui  n'est 
relative  qu'à  une  seule  variable:  elle  a,  comme  elle,  l'inconvénient 
de  ne  pouvoir  s'étendre  aux  intervalles  voisins  du  maximum  de  j. 
Il  faut,  pour  ces  intervalles,  employer  une  méthode  analogue  à 
celle  du  n*"  23.  Ainsi,  en  supposant  que  dans  l'intervalle  compris 
entre  0  et  tsr,  j  devienne  un  maximum  relativement  à  x,  en  sorte 
que  la  condition  de  ce  maximum  ne  fasse  disparaître  que  la  diflFé- 
rentielle  de  j,  prise  par  rapport  à  x,  on  fera 

y  =  Y.c 

Y  étant  la  valeur  de  y  qui  convient  à  ce  maximum  et  k  x=  &; 
et  si  dans  l'intervalle  compris  entre  les  limites  des  intégrations 
relatives  à  a:  et  à  a;',  j  devient  un  maximum,  on  fera 

y=Y.c 

Comme  nous  aurons  besoin  principalement,  dans  la  suite,  de^l'in- 
tégrale  fydx.dx  prise  entre  les  limites  de  x  et  de  x  qui  rendent 
y  nul,  nous  allons  discuter  ce  cas. 

Considérons  l'intégrale  fydx.dx  j  y  étant  une  fonction  de  x,  x\ 
qui  renferme  des  facteurs  élevés  à  de  grandes  puissances.  Si  l'on 
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nomme  a,  a  les  valeurs  de  x,  x  qui  répondent  au  maximum  de  y, 
et  que  Ton  nomme  Y  ce  maximum,  on  fera 

y=Y.c  ; 

en  supposant  ensuite 

x  =  a^6,      x^z^a-^d'y 

Y 

on  substituera  ces  valeurs  dans  la  fonction  loe.  — ,  et  en  la  déve- 

y 

loppant  dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances  et 
aux  produits  de  6,  6\  on  aura  une  équation  de  cette  forme 

Cette  équation  peut  être  mise  sous  la  forme 
on  fera  donc 


En  difiFérentiant  ces  équations,  on  aura  des  différentielles  de  cette 
forme 

dt=L.dd-[-I.dd\ 

dt'=^L.de-^-r.dd'. 

Maintenant  on  a 

fydx .  dx  =zfy.dB.  d&; 

dans  le  produit  dB.dB\  dd  est  pris  en  supposant  ff  constant,  et 
alors  on  a 

dt=L.dd; 

ensuite  dt'  doit  être  pris  en  regardant  t  constant,  dans  le  produit 
c&.(2<^;  alors  on  a 

o=L.dd-^I.dd', 
dji==L.dB-^T.dB'; 
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ce  qui  donne 

on  â  donc 

dt.df=dd.dd\{Lr—m); 

par  ce  moyen,  l'intégrale  fydd.dO'  est  transformée  dans  celle-ci, 

Le  dénominateur  L/' — Ll  est  une  fonction  de  6  et  de  6'  que  Ton 
réduira  en  fonction  de  t  et  de  tf,  au  moyen  des  valeurs  de  t  et  de  t' 
en  6  et  6\  On  obtiendra  ainsi  l'intégrale  précédente  dans  une  suite 
de  termes  de  la  forme  ft.&'.dt.dt\c~^'~^* ;  les  intégrales  étant 
prises  depuis  t  et  t'  égaux  à  — oo,  jusqu'à  leurs  valeurs  infinies 
positives.  Ces  intégrales  sont  nulles,  lorsque  l'un  des  deux  nombres 
71  et  n  est  impair;  et  dans  le  cas  où  ils  sont  tous  deux  pairs,  ti  étant 
égal  à  21,  et  n  à  21,  on  a 

/(•. «'••'.  dt.  dt , ->'->"^  '••^•5....  qT=7.  .3.5....  27=7  ^ 

Si  les  puissances  auxquelles  les  facteurs  de  y  sont  élevés  sont 
très-grandes,  alors  on  a,  à  très-peu  près, 

(ddY\  /  ddY\  UdY\ 

M—       \  ^^'  /        ^N—       W^<^^/         p—       \dx'') 

(^)  '  {-J&)  '  (7^)  ^*^^*  ^^  q**^  deviennent  (^) ,  (^,) 
et  (-j-^)  lorsqu'on  y  change  x  et  a;'  en  a  et  a';  l'intégrale  fydx.dx 
devient  ainsi,  à  fort  peu  près , 

lit.  1» 


/  (ddY\  (ddY\_  (  ddY  V 
y  \  dx*  )  \~ùF)        [dxdx'J 
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CHAPITRE  II. 

DE    L'INTÉGRATION    PAR    APPROXIMATION,    DES    ÉQUATIONS    LINÉAIRES 
AUX    DIFFÉRENCES    FINIES    ET    INFINIMENT    PETITES. 


29.  On  a  vu  dans  le  n*"  21  que  les  intégrales  des  équations 
linéaires  aux  difiFérences  entre  une  variable  s,  dont  la  différence 
finie  est  supposée  constante,  et  une  fonction  j,  de  cette  variable, 
peuvent  être  mises  sous  la  îorme y, =faf.  (pdx,  (p  étant  une  fonc- 
lion  de  x  de  la  même  nature  que  la  fonction  génératrice  de  Téqua- 
tîon  proposée  aux  différences,  et  l'intégrale  étant  prise  dans  des 
limites  déterminées  de  x.  En  supposant  s  un  très-grand  nombre , 
on  aura,  par  l'analyse  précédente,  une  valeur  très-approchée  de 
cette  intégrale ,  et  par  conséquent  de  j,.  Mais  cette  méthode  d'ap- 
proximation étant  très-importante  dans  la  théorie  des  probabilités, 
nous  allons  la  développer  avec  étendue. 

Considérons  l'équation  aux  différences  finies 

S=A.y,-hB.^.y,-hC.  A\j,-i-etc.  (i) 

A,  B,  C,  etc.  étant  des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  5, 
auxquelles  nous  donnerons  cette  forme  : 

A  =  a-ha^'ls-{-a^*ls.{s  —  i)-i-a^''.s.{s  — 1).(5 — 2) -4- etc. 
B  =  b-+-b^'Ks-hb^'Ks\s  —  i)-i-b^'Ks.{$—i).{s—2)~{-eic. 
C  =  e'+'e^'l$-he^*Ks.{s  —  1) -t-e^'^5.(5— 1).(5 — 2) -4- etc. 
etc. 

ùk.y,  est  la  différence  finie  de  j„  5  étant  supposé  varier  de  l'unité; 
à^^-yt.^^-ys,  ctc-  sont  les  seconde,  troisième,  etc.  différences  de 
y,;  et  5  est  une  fonction  de  s.  Cela  posé,  représentons  y,  par 
faf.  ^dx,  <p  étant  une  fonction  de  x  qu'il  faut  déterminer,  ainsi 

TOME  TU.  16 
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que  les  limites  de  l'intégrale.  En  désignant  txf  par  5j,  on  aura 

A.j,  =  /Sj.  (a; — \).(pàxy      A'.j,=:/Sj.  (a:  —  \)\(pàx,  etc. 

on  aura  ensuite 

à.^y  ,  _    X  _    ,  dKSy 

l'équation  (i)  aux  différences  devient  ainsi 

L   ^'^^^^  .[a(0-f-6(0.(a:  — i)-f-g(0.(a;  — i)>-t-etC.]| 

S  =  f(pdx.^ 

L  ^'-jy^^^^  etc.]| 

\-f-  etc. 

Au  lieu  de  faire  y,  égal  à  faf.(pdxj  on  peut  le  supposer  égal  à 
fc''.  (pdx;  alors  on  a 

A.j,=/c-".(c-* — i).(pdxy      ^\y,=fc--*^.[c~' — \)\(pdx,  etc. 

De  plus,  si  l'on  désigne  c~''  par  5j,  on  aura 

ç    ^ — *r j  «t    -» — SX j/       #if r» 

en  mettant  donc  les  coefficients  de  l'équation  (i)  sous  cette  forme, 

A=a-+-a^'Ks-+-é*K^-\-  etc. 
B=h-h  6"'.  5  -h  6'".  5'  +  etc. 
C=e-i-e"'.5-i-e'''.s'-i-  etc. 
etc. 
cette  équation  prendra  la  forme 

hy.[a  -r-  b  .  (c-*— i)-f-e  .  (c"'— i)'-l-  etc.]] 

-  -^.[aW-h6").(c-'— i)H-eW.(c-'— 1)'-+-  etc.] 
S=f<pdx.{      J'I 

_  ^^.[aW-f-6w.(c-'— i)H-e(".{c-*— i)'-h  etc.]| 
\ —  etc. 
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En  représentant  généralement  j,  par  fhy.  (pdx,  les  deux  formes 
que  Féquation  (i)  prend  dans  les  suppositions  de  8y=af  et  de 
iy=c"",  seront  comprises  dans  la  suivante 

S=f<?d..{M. iy.-N. ^^P.^^Q.i^^.  etc.) , 

M,  N,  P,  Q,  etc.  étant  des  fonctions  de  x  indépendantes  de  la 
variable  s,  qui  n'entre  dans  le  second  membre  de  cette  équation 
qu  autant  que  ây  et  ses  différences  en  sont  fonctions. 

Maintenant,  pour  y  satisfaire,  on   intégrera  par  parties  ses 
différents  termes;  or  on  a 


etc. 


féquation  précédente  devient  ainsi 

-^■('•^-^— ) 

—  etc. 

C  étant  une  constante  arbitraire. 

Puisque  la  fonction  ^  doit  être  indépendante  de  5,  et  par  con- 
séquent de  hy,  on  doit  égaler  séparément  à  zéro  la  partie  de  cette 
équation  affectée  du  signe  /;  ce  qui  partage  féquation  précédente 
dans  les  deux  suivantes, 

16. 
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H-  etc. 

La  première  de  ces  équations  sert  à  déterminer  la  fonction  <p, 
et  la  seconde  détermine  les  limites  dans  lesquelles  l'intégrale 
fiy.pdx  est  comprise. 

On  peut  observer  que  Téquation  (2)  estTéquation  de  condition 
qui  doit  avoir  lieu  pour  que  la  fonction  différentielle 

(M.fy-hN.-^  ^P.^-^  eic)j.(pdx 

soit  une  différentielle  exacte,  quel  que  soit  5j;  et,  dans  ce  cas, 
l'intégrale  de  cette  fonction  est  égale  au  second  membre  de  Té- 
quation  (3)  ;  ^  est  donc  le  facteur  en  x  seul  qui  doit  multiplier 
l'équation 

o=M.hy^N.^  -^P'^  -f-  etc. 

pour  la  rendre  intégrable.  Si  ^  était  connu,  on  pourrait  abaisser 
cette  équation  d'un  degré;  et  réciproquement,  si  cette  équation 
était  abaissée  d'un  degré,  le  coefficient  de  3j,  dans  sa  différen- 
tielle divisée  par  Mdx,  donnerait  une  valeur  de  ^;  cette  équation 
et  l'équation  (2)  sont  conséquemment  liées  entre  elles,  de  manière 
qu'une  intégrale  de  Tune  donne  une  intégrale  de  l'autre. 

La  valeur  de  (p  étant  supposée  connue,  on  aura  celle  de  j,  au 
moyen  d'une  intégrale  définie.  L'intégration  de  l'équation  (1) 
aux  différences  finies  est  donc  ainsi  ramenée  à  l'intégration  de 
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Téquation  (a)  aux  différences  infiniment  petites,  et  à  une  inté- 
grale définie. 

Considérons  présentement  Téquation  (3),  et  faisons  d^abord 

d  Sy     d}  Sy 
5=0.  Si  l'on  suppose  que  Sj,     '  -^  ,     ,  /  ,  etc.  deviennent  nuls, 

au  moyen  d'une  même  valeur  de  x,  que  nous  désignerons  par  h, 
et  qui  soit  indépendante  de  5,  il  est  clair  qu'en  supposant  C  nul, 
cette  valeur  satisfera  à  l'équation  (3),  et  qu'ainsi  elle  sera  une  des 
limites  entre  lesquelles  on  doit  prendre  l'intégrale  J2y.(pdœ.  La 
supposition  précédente  a  lieu  visiblement  dans  les  deux  cas  de 
iy=af  et  de  Sy=cr";  dans  le  premier  cas,  l'équation  a:=o, 
et  dans  le  second  cas,  l'équation  a: =00,  rendent  nulles  les  quan- 
tités 3j,  '  ^  ,  '  / ,  etc.  Pour  avoir  d'autres  limites  de  l'inté- 
grale fhy.  (pdx,  on  observera  que  ces  limites  devant  être  indé- 
pendantes de  5,  il  faut  dans  l'équation  (3),  égaler  séparément  à 

zéro  les  coefficients  de  5j,  '  '^  ,  etc.  ce  qui  donne  les  équations 
suivantes, 

o  =  P^_^^.etc. 

o  =  QÇ)  —  etc. 
etc. 

Ces  équations  sont  au  nombre  i,  si  i  est  l'ordre  de  l'équation  dif- 
férentielle (a);  on  pourra  donc  éliminer,  à  leur  moyen,  toutes  les 
constantes  arbitraires  de  la  valeur  de  (p,  moins  une;  et  l'on  aura 
une  équation  finale  en  x,  dont  les  racines  seront  autant  de  limites 
de  l'intégrale  fSy.(pdx.  On  cherchera  par  cette  équation  un 
nombre  de  valeurs  différentes  de  x,  égal  au  degré  de  l'équation 
différentielle  (1).  Soient  qf,  (^^'\  q^*\  etc.  ces  valeurs;  elles  donne- 
ront autant  de  valeurs  différentes  de  (p,  puisque  les  constantes 
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arbitraires  de  (p,  moins  une,  sont  déterminées  en  fonctions  de  ces 
valeurs.  On  pourra  ainsi  représenter  les  valeurs  de  ^,  correspon- 
dantes aux  limites  q,  q^'\  q^'\  etc.  par  £X,  B^'l'k^'\  B^'W\  etc. 
B,  B^'\  B^'\  etc.  étant  des  constantes  arbitraires;  et  Ton  aura  pour 
la  valeur  complète  de  j,, 

y^=B.fhy. \.dx-^B^'KfSy.  V'K dx-^B^'lfèy.V^Kdx-^  etc. 

l'intégrale  du  premier  terme  étant  prise  depuis  x  =  h  jusqu'à 
x=^q,  celle  du  second  terme  étant  prise  depuis  a;=:  A  jusqu'à 
x=(i^'\  et  ainsi  du  reste.  On  déterminera  les  constantes  jB,  B^'\  etc. 
au  moyen  d'autant  de  valeurs  particulières  de  j, . 

Supposons  maintenant  que  dans  l'équation  (3) ,  S  ne  soit  pas 
nul.  Si  l'on  prend  l'intégrale  fhy.(pdx  depuis  a;=  h  jusqu'à  x  égal 
à  une  quantité  quelconque  p,  il  est  clair  que  l'on  aura  C=ro,  et 
que  S  sera  ce  que  devient  la  fonction 


dJy 
dx 
etc. 


etc. 


[P(p  —  etc.) 


lorsqu'on  y  change  x  en  p.  Ainsi,  pour  le  succès  de  la  méthode 
précédente,  il  est  nécessaire  que  5  ait  la  forme  de  cette  fonction. 
Faisons,  par  exemple,  hy^^xl'y  et 

S=p\[l^l^').s-+'l'Ks.{s  -\)-\-b'K$\s—\).{s—i)^eic.]\ 

en  comparant  cette  valeur  de  5  à  la  précédente,  on  aura 

/:=^iV(p_^_Hetc. 

li^',p=P(p—  etc. 
etc. 
X  devant  être  changé  en  p  dans  les  seconds  membres  de  ces  équa- 
tions dont  le  nombre  est  égal  au  degré  de  Téquation  difiFérentielle 
(a).  On  pourra  donc,  à  leur  moyen,  déterminer  les  constantes 
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arbitraires  de  la  valeur  de  ^;  et  si  Ton  désigne  par  \|/,  ce  que 
devient  (^  lorsqu'on  a  ainsi  déterminé  ses  arbitraires ,  on  aura 

De  là  et  de  ce  que  Téquation  (  i  )  est  linéaire ,  il  est  facile  de  con- 
clure que  si  5  est  égal  à 

p\  [/-^/'''  .A--f-/^'>  .s.{s  —  i)-}-  etc.] 
-hp\.[L-+-V'Ks-hl:'Ks.{s  —  i)'î-^  etc.] 
H-  etc. 

en  nommant  \|/',  etc.  ce  que  devient  \|/  lorsqu'on  y  change  suc- 
cessivement p ,  /,  l^'\  etc.  enp,,  /,,  //*^  etc.  en  p^y  etc.  on  aura 

y^=faf.  y\/dx-hfaf.  -^'dx-h  etc. 

la  première  intégrale  étant  prise  depuis  x--h  jusqu'à  x=p,  la 
seconde  étant  prise  depuis  x=h  jusqu'à  x=^pi,  etc.  Cette  valeur 
de  j,  ne  renferme  aucune  constante  arbitraire;  mais  en  la  joignant 
à  celle  que  nous  avons  trouvée  précédemment  pour  le  cas  de  5 
nul,  on  aura  l'expression  complète  de  j,. 

30.  Supposons  maintenant  que  l'on  ait  un  nombre  quelconque 
d'équations  linéaires  aux  différences  finies  entre  un  pareil  nombre 
de  variables  j„  j/,  y",  etc.  dont  les  coefficients  soient  des  fonc- 
tions rationnelles  et  entières  de  s.  Faisons  alors 

y,=faf.<^dx,       y,'--faf.(p'dx,       y"=faf.(p''dx,  etc. 

ces  diverses  intégrales  étant  prises  entre  les  mêmes  limites  déter- 
minées et  indépendantes  de  s.  Nous  aurons 

l.y,=foc'.[x  —  i).(pdx,        ^\y,=zfx^.{x  —  \)\(pdx,    etc. 

l.yi=fxf.[x—\).(p'dx,        \\yi=.faf.[x—i)\<p'dx,    etc. 
etc. 
Les  équations  dont  il  s'agit  pourront  ainsi  être  mises  sous  les 
formes  suivantes, 

S=fx'.zdx,       S'=Jx'.zclx,       S"=faf.z'dx,  etc. 
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5,  S',  S",  etc.  étant  des  fonctions  de  s  seul,  et  z,  z,  z",  etc.  étant 
des  fonctions  rationnelles  et  entières  de  la  même  variable,  et  de 
X,  ^,  <^',  <^\  etc.  dans  lesquelles  9,  <^\  etc.  sont  sous  une  forme 
linéaire. 

Considérons  d'abord  Téquation 

on  a 

rw  j.       rw  5.(5—1)         ..^  5.(5— 1). (5  — 2)       .,     rw 

z=Z^s.  A-Zh ^^ f- .  A'Zh ^ ' . A'.Z-t-  etc. 

1.2  1.2.3 

la  caractéristique  A  des  diflFérences  finies  étant  relative  à  la  va- 
riable s,  et  Z,  A.Z,  etc.  étant  ce  que  deviennent  z,  A. 2,  etc. 
lorsqu'on  y  suppose  5=0.  On  aura  donc 

5=/a:*.(fe.(z+5.A.Z-h''|'^'^A'.Z-f-etc.y 

Si  Ton  fait  af=Sy,  on  aura 

StXr  "  •  ■  %X/»     ï     ,     o .  15  ■■  ■  1  j .  Ou  ■     Ou  m  ~~j — T— ' ,  e tC. 

l'équation  précédente  devient  ainsi 

d'où  Ton  tire  en  intégrant  par  parties,  comme  dans  le  numéro 
précédent,  les  deux  équations  suivantes, 

y        d.lx.^.Z)    .    d\(x\à\Z)  ^  f   V 


S^  C  +  iy.{x.t,.Z-  ^ifc^  +  etc.) 


dJy_ 
dx 
etc. 
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C  étant  une  constante  arbitraire.  L'équation 

S'=faf.  zdx, 

traitée  de  la  même  manière ,  donnera 

y,       d.  [x.  A.  Z)  ^  d\{x\^\  Z)  ^  f  ,. 

o  =  Z ^—j ^  H ^ — ,  ,    ^  —  etc.  (a  ) 

dx  i.2.dx*  ^   ' 

S'=C^hy.(x.  A.Z'-  ^^^^^^  -f-  etc.) 

-h  etc. 
les  équations  S'=faf.zdx;  S"=fc(f.z'dx,  etc.  produiront  des  équa- 
tions semblables,  que  nous  désignerons  par  [a]^  (&");  (a"),  [b"'),  etc. 
Les  équations  (a),  [a],  [a],  etc.  détermineront  les  variables 
p,  <p\  ^"j  etc.  en  fonction  de  a:,  et  les  équations  (t),  [U]^  [hT)^  etc. 
détermineront  les  limites  dans  lesquelles  on  doit  prendre  les  inté- 
grales/or'.zcfe,  Jaf.zdx,  etc.  L'une  de  ces  limites  est  rc=o.  Pour 
avoir  les  autres,  on  supposera  d'abord  5,  5',  5^  etc.  nuls;  les 
constantes  C,  C,  C,  etc.  seront  par  conséquent  nulles  dans  les 
équations  (6),  (&'),  etc.  puisque  la  supposition  de  x=o  rend  nuls 
les  autres  termes  de  ces  équations.  En  égalant  ensuite  séparément 

à  zéro  les  coefficients  de  3j,     '  ^  ,  etc.  dans  ces  mêmes  équations, 

on  aura  les  suivantes , 

.    ^       d.ix\^\Z)    .      ^ 
o  =  0?.  A. Z ^^ j — '-  -f-  etc. 

x\^\Z 

o  = etc. 

l.Q 

etc. 

.    ^,       d.[x\^\Z') 

o  =  x.£i.Z ^ T — ''  -H  etc. 

1.2. dx 

x\b.\r 

o  = etc. 

1.2 

etc. 
etc. 

TOMI  TH.  17 
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On  éliminera,  au  moyen  de  ces  équations,  toutes  les  constantes 
arbitraires,  moins  une,  des  valeurs  de  ^,  9',  <^\  etc.  et  l'on  arri- 
vera à  une  équation  finale  en  x,  dont  les  racines  seront  les  limites 
des  intégrales  faf.(pdx,  foc'.<^'dx,  etc.  On  déterminera  autant  de 
ces  limites  qu'il  est  nécessaire  pour  que  les  valeurs  de  j,,  j,,  etc. 
soient  complètes. 

Supposons  maintenant  que  5  ne  soit  pas  nul ,  et  qu'il  soit  égal  à 

p\  [l-^PK$'+-l^'hs.{s—i)  -4-  etc.]. 

En  faisant  C=  o  dans  l'équation  (fc),  et  en  y  mettant  x'  au  lieu 
de  Sj,  on  aura 

-h  s.  (xf.  1 etc.  ) 

"h  etc. 

d'où  Ton  conclut  d'abord  a? =/),  en  sorte  que  les  intégrales yx'.^do;, 
fx\  (p'dxy  etc.  doivent  être  prises  depuis  x=^o  jusqu'à  x=p.  La 
comparaison  des  coefficients  de  s,  s.  [s — i),  etc.  donnera  ensuite 
autant  d'équations  entre  /,  l^'\  etc.  et  les  constantes  arbitraires 
des  expressions  de  (p,  <^',  etc.  L'égalité  à  zéro  de  ces  mêmes  coeffi- 
cients, dans  les  équations  (&'),  [b") ,  etc.  donnera  de  nouvelles 
équations  entre  ces  arbitraires,  que  fon  pourra  ainsi  déterminer 
au  moyen  de  toutes  ces  équations.  On  aura,  par  ce  procédé,  les 
valeurs  particulières  de  j,,  qui  satisfont  au  cas  où  S\  S\  etc. 
étant  nuls,  5  a  la  forme  que  nous  venons  de  lui  supposer,  ou, 
plus  généralement,  est  égal  à  un  nombre  quelconque  de  fonctions 
de  la  même  forme. 

Pareillement,  si  Ton  suppose  que  S,  S\  etc.  étant  nuls.  S'  est 
la  somme  d'un  nombre  quelconque  de  fonctions  semblables,  on 
déterminera  les  valeurs  particulières  de  j„  j/,  etc.  qui  satisfont 
à  ce  cas,  et  ainsi  du  reste.  En  réunissant  ensuite  toutes  ces  valeurs 
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à  celles  que  Ton  aura  déterminées  dans  le  cas  où  5,  S',  etc.  sont 
nuls,  on  aura  les  expressions  complètes  de  j,^  y^\  etc.  correspon- 
dantes au  cas  où  5,  S\  etc.  ont  les  formes  précédentes. 

Il  est  facile  d'étendre  cette  méthode  aux  équations  aux  diffé- 
rences infiniment  petites,  ou  en  partie  finies,  et  en  partie  infi- 
niment petites,  et  dans  lesquelles  les  coefficients  des  variables 
principales  et  de  leurs  différences  sont  des  fonctions  rationnelles 
de  5,  que  Ton  peut  toujours  rendre  entières,  en  faisant  disparaître 
les  dénominateurs.  Si  Ton  désigne,  comme  ci-dessus,  par  j,,  y/,  etc. 
les  variables  principales  de  ces  équations,  si  Ton  fait 

y,r=^faf.<pdx,       y,'=^fœ'.(p'dx,  etc. 
on  aura 

-^  =fx'.(pdœ.\og.x,      -^  .-:/a^.y^^te.(log.a:)",  etc. 

^.y,=faf.[x — \).(^dxy   ^\y,=foc'.{x — i)\(pdx,  etc. 
etc. 

-p-^  ^=fx^.(p'dxAo^.x,  etc. 

etc. 

Les  équations  proposées  prendront  ainsi  les  formes  suivantes , 

S=^Joc^.  zdx,        S=^fx*.zdxy  etc. 

En  les  traitant  par  la  méthode  précédente,  on  déterminera  les 
valeurs  de  (p,  (p',  etc.  en  fonctions  de  a;,  et  les  limites  des  inté- 
grales fxf.(pdx,  fxf.(^'dxy  etc. 
En  faisant 

yt^=J^'  '^-  "^dxy       y/=/c"".<p'c/a;,  etc. 

on  parviendrait  à  des  équations  semblables.  Dans  plusieurs  cir- 
constances, ces  formes  de  y,,  j/^  etc.  seront  plus  commodes  que 
les  précédentes. 

31.   La  principale  difficulté  que  présente  l'application  de  la 
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méthode  précédente  consiste  dans  l'intégration  des  équations 
différentielles  linéaires  qui  déterminent  <^,  <^\  <p\  etc.  en  x.  Les 
degrés  de  ces  équations  ne  dépendent  point  de  ceux  des  équations 
aux  différences  en  j„  j/,  etc.  ils  dépendent  uniquement  des  puis- 
sances les  plus  élevées  de  5,  dans  leurs  coefficients.  En  ne  consi- 
dérant donc  qu'une  seule  variable  j„  l'équation  différentielle  en  ^ 
sera  d'un  degré  égal  au  plus  haut  exposant  de  5,  dans  les  coeffi- 
cients de  l'équation  aux  différences  en  j,.  L'équation  différentielle 
en  (p  ne  sera  ainsi  résoluble  généralement  que  dans  le  cas  où  ce 
plus  haut  exposant  est  l'unité.  Développons  ce  cas  fort  étendu. 
Représentons  l'équation  différentielle  en  j,  par  la  suivante, 

o  =  F-f-5.T, 

F  et  T  étant  les  fonctions  linéaires  de  la  variable  principale  j,  et 
de  ses  différences,  soit  finies,  soit  infiniment  petites.  Si  l'on  fait 

Sj  étant  égal  à  of ,  ou  à  cr^,  elle  deviendra 


o=f(pdx.(M.fy-^N.^y 


M  et  N  étant  des  fonctions  de  x;  on  aura  donc,  en  intégrant  par 
parties  comme  dans  le  numéro  précédent,  les  deux  équations 
suivantes , 

°=^-^ — b^' 

La  première  donne  en  l'intégrant, 

H  étant  une  constante  arbitraire.  Supposons  C  nul  dans  la  seconde 
équation;  37=0  ou  â;=cx>  sera  l'une  des  limites  de  l'intégrale 
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J2y.^dx,  suivant  que  Ton  prend  af  ou  <r"  pour  3j.  On  détermi- 
nera les  autres  limites  en  résolvant  l'équation  o=N(p.Sy. 

Appliquons  à  cette  intégrale  la  méthode  d'approximation  du 
n°  23.  Si  l'on  désigne  par  a  la  valeur  de  x  donnée  par  l'équation 

et  par  Q,  ce  que  devient  la  fonction  N<^.  Sj,  lorsqu'on  y  change 
X  en  a,  on  fera 

ce  qui  donne 

t=\/loQ.  Q—log.{N<p)  —  log.  8y. 

log.  5j  est  de  l'ordre  s;  si  l'on  suppose  s  très-grand,  et  si  l'on  fait 

-  =a,  a  sera  un  très-petit  coefficient.  La  quantité  sous  le  radical 

*  (x  —  aY 

prendra  cette  forme -.X,  X  étant  une  fonction  de  x — a  et 

de  a;  on  aura  donc,  par  le  retour  des  suites,  la  valeur  de  x  en 
(,  par  une  série  de  cette  forme, 

x=a-ha,*  .A(-Ha.  A"'. «*-+-«'  .A'".r-t-  etc. 
Maintenant,  j,  étant  égal  à  Jhy.<pdx,  si  l'on  substitue  dans  cette 
intégrale,  au  lieu  de   9^7*  ^^   valeur  -^ — ,  elle  deviendra 
Q.  I  -^.c~'\  et  si  dans  -^,  on  substitue  pour  x  sa  valeur  précé- 
dente en  f,  on  aura  j,  par  suite  de  cette  forme, 

y,=(t^ .  Q.fdt.c-'\[l'-^-a^  J^'K  f+a.  l'K  V-i-a^ .  h'iV-hetc] , 

les  limites  de  l'intégrale  relative  à  t  devant  se  déterminer  par  la 
condition  qu'à  ces  limites,  la  quantité  iV^.Sj,  ou  son  équivalente 
0.c""\  soit  nulle;  d'où  il  suit  que  ces  limites  sont  /  =  — oo  et 
t=oo;  on  aura  donc,  par  le  n°  24, 

y.=a^ .Q.}fi.(l^  ^.(1.1^)-+-  l^.a\F^-h  l^.a\t^^  etc.). 
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Cette  expression  a  l'avantage  d*être  indépendante  de  la  détermi- 
nation des  limites  en  x,  qui  rendent  nulle  la  fonction  N(p.hy; 
en  sorte  qu  elle  subsiste  dans  le  cas  même  où  cette  fonction,  éga- 
lée à  zéro,  na  point  de  racines  réelles;  elle  subsiste  encore  dans 
le  cas  de  s  négatif.  Cette  remarque ,  analogue  à  celle  que  nous 
avons  faite  dans  le  n°  25,  et  qui  tient,  comme  elle,  à  la  généralité 
de  l'analyse,  est  très-remarquable  en  ce  quelle  donne  le  moyen 
d'étendre  la  formule  précédente  à  un  grand  nombre  de  cas  aux- 
quels la  méthode  qui  nous  y  a  conduits  semble  d'abord  se  refuser. 

Cette  formule  ne  renferme  que  la  constante  arbitraire  H  y  et 
par  conséquent  elle  n'est  qu'une  intégrale  particulière  de  l'équa- 
tion différentielle  proposée  en  j,,  si  cette  équation  est  d'un  ordre 
supérieur  à  l'unité.  Pour  avoir  dans  ce  cas  l'intégrale  complète, 
il  faudra  chercher  dans  l'équation  o=c/(/V^.Sj),  autant  de  va- 
leurs différentes  de  a;,  qu'il  y  a  d'unités  dans  cet  ordre.  Soient 
a  y  a  y  a\  etc.  ces  valeurs  :  on  changera  successivement  dans  l'ex- 
pression précédente  de  j„  a  en  a,  a\  etc.  et  H  en  H\  H\  etc.  on 
aura  autant  de  valeurs  particulières  qui  renferment  chacune  une 
arbitraire,  et  dont  la  somme  sera  l'expression  complète  de  j,. 

Quand  les  coefficients  de  la  proposée  en  j,  renferment  des 
puissances  de  s  supérieures  à  l'unité,  on  peut  quelquefois  dé- 
composer cette  équation  en  plusieurs  autres  qui  ne  renferment 
que  cette  première  puissance.  Si  l'on  a,  par  exemple,  l'équation 

M  étant  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  5,  on  mettra  cette 
fonction  sous  la  forme 

(f.{s-\-b),{s+b'),{s+b").  etc. 

on  fera  ensuite 

2,^,--7.(6--f-6).z„        z\^,=  {s-\'b').z\,    etc. 
U.=-     (^'-^-/).^,        C=(5-+-/).^'„     etc. 


LIVRE  PREMIER,   SECONDE   PARTIE.  135 

Il  est  facile,  par  ce  qui  précède,  de  déterminer  z,^  t,^  etc.  en  inté- 
grales définies,  et  de  réduire  ces  intégrales  en  séries  conver- 
gentes, lorsque  s  est  un  grand  nombre.  On  aura  ensuite 


etc. 


•^'       /,.  tj.   etc.  ' 

Dans  plusieurs  cas  où  Téquation  différentielle  en  (^,  étant  d'un 
ordre  supérieur  au  premier,  ne  peut  être  intégrée  rigoureusement, 
on  peut  déterminer  (p  par  une  approximation  très-convergente; 
en  substituant  ensuite  cette  valeur  de  (^  dans  l'intégrale  faf.<pdx, 
on  peut  obtenir  d'une  manière  fort  approchée  la  valeur  de  cette 
intégrale. 

32.  L'analyse  exposée  dans  les  numéros  précédents  s'étend 
encore  aux  équations  à  différences  partielles  finies  et  infiniment 
petites.  Pour  cela,  considérons  d'abord  l'équation  linéaire  aux 
différentielles  partielles  dont  les  coefficients  sont  constants.  En 
désignant  par  j,  „  la  variable  principale,  s  et  s  étant  les  deux 
variables  dont  elle  est  fonction;  et  représentant  cette  équation 
par  celle-ci,  V—-zio^  V  étant  une  fonction  linéaire  de  y,^ ,,  et  de 
«es  différences  partielles  ;  on  y  supposera 

<P  étant  une  fonction  de  x;  alors  l'équation  V-~o  prend  cette 
forme 

o  T—fM.af.x''.  <^dxy 

M  étant  une  fonction  de  x  et  de  x\  sans  s  ni  s.  En  égalant  donc 
M  à  zéro,  on  aura  la  valeur  de  x  en  Xy  et  cette  valeur  substituée 
dans  l'intégrale /a;',  a;'*'. (pcZa;,  donnera  l'expression  générale  dej,,„, 
dans  laquelle  ^  est  une  fonction  arbitraire  de  x;  les  limites  de 
Hntégrale  étant  indépendantes  de  x,  mais  d'ailleurs  arbitraires.  Si 
l'équation  proposée  o-=  V  est  de  l'ordre  w,  il  faudra,  au  moyen 
de  l'équation  A/--o,  déterminer  un  nombre  n  de  valeurs  de  x 
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en  X.  La  somme  des  n  valeurs  de  faf.x'^.<pdx  qui  en  résulteront, 
et  dans  lesquelles  on  pourra  mettre  pour  (^  des  fonctions  arbi- 
traires différentes  de  x,  sera  l'expression  complète  de  j,,  „. 

Il  résulte  de  ce  que  nous  avons  dit  dans  la  première  partie  de 
ce  livre,  que  Téquation  Af=o  est  l'équation  génératrice  de  Té- 
quation  proposée  V=o. 

Considérons  présentement  féquation  aux  différences  partielles 

dans  laquelle  F,  T,  et  R  sont  des  fonctions  quelconques  linéaires 
de  j,,,;  et  de  ses  différences  partielles,  soit  finies,  soit  infiniment 
petites.  Si  l'on  y  suppose,  comme  ci-dessus, 

y,,sf=fo(f.x''.(pdx, 

x'  étant  une  fonction  de  x  qu'il  s'agit  de  déterminer.  On  aura  une 
équation  de  cette  forme 

o=^faf.x''.(pdx.(M^N.s-^P.s), 
M,  N  et  P  étant  des  fonctions  de  x  et  de  x,  sans  s  ni  s;  or  on  a 


dx  *        \x         xdxj^ 


donc  si  l'on  détermine  x  par  cette  équation 

dx  _  P.dx 
x'   ~   Nx  ' 
on  aura 


af.x'''.{N.s-hP.s)  =  Nx.'^'^'^'''''^  ; 


par  conséquent  9  si  Ton  désigne  x^.x''  par  hy,  et  si  l'on  suppose 
que  l'on  a  substitué  dans  Met  N  pour  x  sa  valeur  en  x,  on  aura 


o=f(^dx.(M.8y^Nx.-^Y 
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Cette  équation  intégrée  par  parties,  comme  dans  les  numéros 
précédents,  donne  les  deux  suivantes, 

«^^       d.{Nx.(l>) 

o=Nx.<p.8y. 

La  première  détermine  ^  en  a?,  et  la  seconde  donne  les  limites 
de  rintégrale  fây.(pdœ. 

Cette  valeur  de  j,, ,/  ne  renfermant  point  de  fonction  arbitraire, 
die  n'est  qu'une  intégrale  particulière  de  l'équation  proposée  aux 
différences  partielles.  Pour  la  rendre  complète,  on  observera  que 
l'intégrale  de  l'équation 

dx'  _  Pdx 

x'   ~    Nx   ' 

qui  détermine  x  en  x,  est  x=Q,  Q  étant  une  fonction  de  x, 
et  d'une  constante  arbitraire  que  nous  désignerons  par  u;  en 
représentant  donc  par  y\/  une  fonction  arbitraire  de  u,  l'équation 
proposée  aux  différences  partielles  sera  satisfaite  par  cette  valeur 

l'intégrale  relative  à  x  étant  prise  entre  les  limites  déterminées 
par  l'équation  o  =  N<^.8y,  et  l'intégrale  relative  à  u  étant  prise 
entre  des  limites  quelconques.  Cette  valeur  de  j,,  „  sera  donc  l'in- 
tégrale complète  de  l'équation  proposée  aux  différences  partielles, 
si  celle-ci  est  du  premier  ordre;  mais  si  elle  est  d'un  ordre  supé- 
rieur, il  faudra,  au  moyen  de  l'équation  o  =  N(p.8y,  déterminer 
autant  de  valeurs  de  rr  en  u,  qu'il  y  a  d'unités  dans  cet  ordre.  La 
réunion  des  valeurs  de  j,,,,  auxquelles  on  parviendra  sera  l'ex- 
pression complète  de  j,  ,, . 


TOUE  ÎII.  JÔ 
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CHAPITRE  HT. 

APPLICATION  DES  MÉTHODES  PRIÊCjÉDENTES   X  L'APPROXIMATION  DE  DIVERSES 
FONCTIONS  DE  TRES-GRANDS  NOMBRES. 


Parmi  les  diverses  fonctious  auxquelles  ces  méthodes  peuvent 
s'appliquer,  je  vais  considérer  les  produits  des  nombres,  les  déve- 
loppements des  polynômes,  et  les  différences  infiniment  petites 
et  finies  des  fonctions,  ces  diverses  quantités  étant  celles  qui  se 
présentent  le  plus  souvent  dans  fanalyse  des  hasards. 

De  1  approximation  des  produits  composés  d*un  grand  nombre  de  facteurs, 
et  des  termes  des  polynômes  élevés  à  de  grandes  puissances. 

33.  Proposons-nous  d'intégrer  Téquation  aux  difiFérences  finies 

0  =  (5-+-l).J,— J^,. 

Si  Ton  y  suppose 

on  aura,  en  désignant  af  par  Sj, 

o=/(?tir.[(i-a;).«îj-+-a..^]; 

d'où  l'on  tire  en  intégrant  par  parties,  suivant  la  méthode  pré- 
cédente, les  deux  équations  suivantes, 

La  première  équation  donne,  en  l'intégrant, 
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et  la  seconde  donne,  pour  déterminer  les  deux  limites  de  l'inté- 
grale/ar'.^cir, 

ces  limites  sont  par  conséquent  œ=o  et  x  =  oo.  Ainsi  Ton  a 

j, = A.fafdx.  c^y 

f intégrale  étant  prise  depuis  x=^o  jusqu'à  x  infini,  et  A  étant 
une  constante  arbitraire. 

Pour  avoir  cette  intégrale  en  série,  on  déterminera,  confor- 
mément à  la  méthode  exposée  dans  le  n""  23,  la  valeur  de  x,  qui 
rend  af.  c"*  un  maximum;  cette  valeur  est  s.  On  fera  donc,  suivant 
la  méthode  citée. 

En  supposant  a;=5-t-0,  cette  équation  devient 
partant 

ce  qui  donne  par  le  retour  des  suites 

(9  =  f.y25-h-â.  «*H ; h  etc. 

par  conséquent 

dx=idB  =  dt.\/is.(\-^ =  H- î h  etc.); 

V         3. Va*        ^'  I 

la  fonction  faf.dx.c  '  deviendra  donc 

^.c-.fdt.c-'\\J'^.(\-\ ^  ~+"  ^  "^  ®**^-)- 

L*intégraie  relative  à  x  devant  être  prise  depuis  x  nul  jusqu'à  x 

18. 
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infini,  l'intégrale  relative  à  t  doit  être  prise  depuis  /=  — oo  jus- 
qu'à t  =  oo.  En  intégrant  comme  dans  le  n*"  31,  on  aura 

On  peut  déterminer  fort  simplement  le  facteur  i  h h  etc. 

de  cette  manière.  Désignons-le  par 


B        C 
iH h  — -H  etc. 

5  S* 


ce  qui  donne 

y,=A.s*'^'^.cr'.\J'nçÀ  in 1 — -  -^  etc.). 

En  substituant  cette  valeur  de  j,  dans  l'équation  proposée 


on  aura 


(*+  t)"'-  ""'  (^+  TT,  +  (TTiy  -^  "*"•)  =*+  7  +  ^  +  ^*^- 


OU 


(i+  7  +  77  +  etcj.Lc  -1 J 

==_4  +  (^Zl£)  +  etc. 
or  on  a 

.-  (.+  i).  log.(.+  i)  =1-  (,+  i).(i  -  -L  +  -l,  _  jL  +  etc.) 

12.5*  12.5' 

j-hetc.  I 

On  aura  donc«  en  observant  gue  c    *'*'         =1 r  +  etc. 

(iH —  +  — +  etc.|.( ;  + j-etc.)  =  -— + — i etc. 

\  5  1*  /    \       12.5*         12. 1*  /  5*  5' 
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ce  qui  donne,  en  comparant  les  puissances  semblahles  de  —, 

B=^.       C=^,etc. 

donc 

Ys=A.s'^i.(r'.\/ 2n.[i'^ ! h    qÔ    ,  -h  etc.). 

•^  \         *2-*         288. 5*  / 

On  déterminera  la  constante  arbitraire  A ,  au  moyen  d*une  valeur 
particulière  de  y,;  en  supposant,  par  exemple,  que  s  étant  égal 
à  (i,  on  ait  j,=  Y,  on  aura 

Y=A.fxf'dx.cr', 
ce  qui  donne 

A=        '' 


par  conséquent, 

Voyons  maintenant  de  quelle  nature  est  la  fonction  y,.  Pour 
cda,  il  faut  intégrer  l'équation  aux  différences  finies 

y^^={s-+-l)•y,• 
On  trouve  facilement  que  son  intégrale  est 

y.=  r.{fA-hi).(ft-h  2).(fA-4-  3) s; 

on  aura  donc,  en  comparant  cette  expression  à  la  formule  (9), 

(ft-+-l).(ft-|-2).(ftH-3) s 

**+Kc^.Vâ^Yi+  — L_  +  -gi—j  +  etc.) 

Si  Ton  fait  ix=o,  on  aura  fx^dx.(r*=i\  partant 

i.a.3..-.5==5'-^î-(r^.\/2w^.(  iH î 1 — 5^— ;  -}-  etc.). 

^        \         ia.«        200.*"  / 
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m 
n 


Si  Ton  fait  |x=:  — ,  m  étant  moindre  que  n,  on  aura 


FI 


S  étant  un  nombre  entier;  ainsi 

I                                     ,      m       i                ,      m       i        /  ,      m       i\    .      /          m  \ 
4-h-  /  m\'-^ ^"-  '-l »--       («H-  — 4--).log.(i -+- y) 


or  on  a 


5  H h-  .log.    IH r   =  Un h-  •  — 7 TT, +  etc.) 

n        2/       ^  \        n$  /      \  n        2/  \ns         2n*s*  ) 


,  ,     +  etc. 
n  in}  s 


On  a  d'ailleurs,  en  faisant  x  =  t", 


m 
— I 


fx\dx.  C-'  ^-.fx"      .  dx.  c^  =  m.Jf^'dt.  c-'\ 

l'intégrale  relative  à  t  étant  prise  depuis  /  =  o  jusqu'à  t  infini. 
En  substituant  ces  valeurs  dans  la  formule  [q)y  elle  donnera 

m.(mH-n).(m-htin) (/n-hsn) 

,      m       1 

^         \ I2.n*s l        f  ^v 

en  sorte  que  la  valeur  approchée  du  produit  des  termes  de  la 
progression  arithmétique  m,  m-j-n,  m-+-2n,  etc.  dépend  des 
trois  transcendantes,  c,  tt  et  fr^^dt.cr^\ 

Si  dans  cette  équation  on  fait  pour  plus  de  simplicité  n==i,  ce 

qui  change  m  en  (x,  et  si  Ton  observe  que  ft^  "'  dt.  c-*=  -.ft^dt.  c^, 
on  aura 
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(i-I-(«)-(2-I-(i)----(s'h-c) 

En  changeant  (x  dans  — (x,  on  aura 

(l_fA).(2— ft) (5'— ft) 

(H \^    ,       4-etc. 

=  5'''-f+i.c-'.v/air.^ ^^ j 1. 

En  multipliant  ces  deux  équations  Tune  par  l'autre ,  on  aura 

5'"'-.c-»'.27r.(n-  i±^'  +etc.) 

(.  -^').[k  -^■)...(»--K) = — ^,,,v,Vc- — -■ 

L'équation  (7^  du  n°  24  donne 

n\ff*'-'dt.(r'\fe^'dt.c-''=  — llzJl!L_. 

sin.l \.ir 

V    «    / 

En  faisant  ii=i  et  ft=r — i,  on  a 


fti'dt.<r*.ft-i'dt.c-*  = 


fAV 


sin.  fiv 
on  a  donc 

sin.ft7r=|.pt.(i-pt«).(4-ft*)...(5'*-ft*)Yi--  ^'"^y^  -etc.y^-^'-'.c»''. 
Si  Ton  fait  |x  infiniment  petit,  cette  équation  donne 

27r=i\Q\3\...s\(i— g^  +  etc.y5-*''-\c"'; 
divisant  donc  Téquation  précédente  par  celle-ci,  on  aura 
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Si  Ton  fait  s  infini,  on  a  pour  Texpression  de  sin.^^  ^  étant  égal 
à  |xir,  le  produit  infini 

K.-^).(.-^).(.-3^).(.-^).e.e. 

l'expression  de  sin.(^  est  ainsi  décomposable  dans  une  infinité 
de  facteurs,  ce  que  Ton  sait  d'ailleurs. 

En  supposant  (p  imaginaire  et  égal  à  (p'.^Z— i,  sin.(p  devient 


on  a 


donc 


2\—V 

c.-c-.'=,f,(.-H?;).(.^^).(.^^) 

et  en  faisant  s  infini,  on  voit  que  c^' — c~^'  est  égal  au  produit 
infini 

»f-('+!^)-('+l?^)etc. 

On  aura,  par  un  procédé  semblable,  le  produit  continu  des  fac- 
teurs dont  le  terme  général  est  une  fonction  rationnelle  entière 
ou  fractionnaire  de  s.  Mais  l'expression  à  laquelle  on  parviendra 
pourra  contenir  d'autres  transcendantes  dépendantes  d'intégrales 
définies  de  la  forme  fœ^dx.c~^. 

On  peut  observer  ici  que  ces  produits  étant  mis  sous  la  forme 
faf.Cpdx,  leur  dilférentîation  par  rapport  à  la  variable  s  présente 
une  idée  claire,  et  alors  on  a  pour  cette  différentielle /ar'.^da?.  log.rc. 

Les  expressions  de  j,  données  par  les  formules  [cj)  et  [q)  du 
numéro  précédent  ont  encore  lieu,  suivant  la  remarque  du  n°  31 , 
dans  le  cas  où  5  et  |x  sont  négatifs,  quoique  dans  ce  cas  l'équation 

o  =a?^\c~*. 
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qui  détennine  les  limites  de  l'intégrale  définie  qui  représente  la 
valeur  de  y,,  nait  pas  plusieurs  racines  réelles.  Si  dans  la  for- 
mule (9)  du  numéro  précédent,  on  change  s  dans  — 5,  et  (x  dans 
—  ft,  elle  devient 

r.V/^.c'.V/â^-  (  1 ^—  +  -À etc.\ 

*  \        »a-*       288.5'  / 


J" 


(-')'----/^ 


Y  étant  la  valeur  de  j,  qui  répond  à  5  =  — (x.  Toute  la  difficulté 

se  réduit  à  intégrer  1  — *—- .  Pour  y  parvenir,  il  faut  suivre  le 

même  procédé  dont  on  a  fait  usage  pour  réduire  en  série  l'in- 
tégrale fc^afdx.  On  fera  donc 

— fi  étant  la  valeur  de  x  donnée  par  l'équation 

Or=J.-— ; 


on  aura  amsi 


L'intégrale  relative  à  x  devant  s'étendre  entre  les  deux  limites  qui 
rendent  nulle  la  quantité  — ,  il  est  clair  que  l'intégrale  relative 


à  «r  doit  s'étendre  depuis  ^=^  — 00  jusqu'à  tar=oo;  en  réunis- 
sant  donc  les  deux  quantités et ,  qui  ré- 

pondent  aux  mêmes  valeurs  de  tar,  affectées  de  signes  contraires, 
on  aura 

J  *'     (-)-  J  ^'Lycr.sio.w.''— ■V-;'r':,^v-''i' 

'        ^  (lu'-fŒ*)''  ] 

Tom  vu.  19 


r- 
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l'intégrale  relative  à  tar  étant  prise  depuis  «=  o  jusqu'à  tar=oo. 
Si  Ion  développe  les  quantités  sous  le  signe  /,  les  imaginaires 
disparaissent,  et  il  ne  reste  qu'une  fonction  réelle  que  nous  dési- 
gnerons par  Qd'GS;  on  aura  ainsi 

partant 

^  \  12.5  288. a' ) 

Voyons  présentement  quelle  fonction  de  s  est  j_,.  Pour  cela,  re- 
prenons l'équation  primitive 

en  y  changeant  5  dans  — 5,  et  faisant  y_^  =  u,y  elle  devient 

0=(5  — l).M,-4-tt,_,, 

équation  dont  l'intégrale  est 

_  [-xy-^.Y      _   _ 

"'—  ^.(i+^).(2 +fx) (5-0  —y-'' 

Tétant,  comme  ci-dessus,  égal  à  j__pi.  Si  l'on  compare  cette  ex- 
pression de  j_^  à  la  précédente,  et  si  l'on  observe  que  5 — pt  est 
un  nombre  entier,  et  qu'ainsi  l'on  a  ( — i)^*-^f*z=i,  on  aura 


7  '-Tsb-^'^- 


(^4-i).(^  +  2). .  .(5-1)  s^-i.fQd^ 

En  divisant  les  deux  membres  de  cette  équation  par  5,  et  les  ren- 
versant ensuite,  on  aura 

(ft+i).(fi+2).(fi+3)...5=z  ^''^"^\(i+  -^  +  etc.).yQdtg. 
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Si  Ton  compare  cette  équation  à  la  formule  {(j')  du  numéro  pré- 
cédent, on  a  ce  résultat  remarquable, 

Je  suis  parvenu  à  cette  équation  générale,  dans  les  Mémoires  de 
l'Académie  des  sciences  pour  Tannée  1782,  par  l'analyse  précé- 
dente, fondée,  comme  on  voit,  sur  le  passage  du  réel  à  l'imagi- 
naire. En  faisant  successivement  dans  Q,  jx=:i,  [l=2,  (x=i3,  etc. 
on  aura  les  valeurs  d'un  nombre  infini  d'intégrales  définies;  ainsi 
dans  le  cas  de  fJt=i,  l'équation  (0)  donne 

*t/'Br.(cos.tsr-f"cr.  siiKtsr)  it 


r- 


i+«r*  c 


formule  que  j'ai  donnée  pareillement  dans  les  Mémoires  cités. 
Cette  formule  et  toutes  celles  du  même  genre  peuvent  se  vérifier 
par  les  formules  du  n°  26;  car  on  a  pour  ce  numéro, 

/(/ty.  COS. -cr tt    /*«r.(/t!r.  sln.tsr 
i+tzr*              2c        J         i+tsr* 

Nous  observerons  ici,  comme  dans  les  Mémoires  cités,  que  I  ■ 


étant  égal  à  '  ^> — .JQd'cs;  on  a,  en  substituant  au  lieu  de  /Qd^ns, 
sa  valeur  donnée  par  l'équation  (0), 

""xf*  frt"  dx.  6—^  '/>    'dx.c-^  ' 

la  première  intégrale  étant  prise  entre  les  deux  valeurs  imaginaires 
de  X  qui  rendent  nulle  la  quantité  — ,  et  les  deux  autres  inté- 
graies  étant  prises  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini;  ce  qui  donne  un 

—    -  ' 

*'J  - 


'  dx.  COS.  X 


x^ 

19. 
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34.  Considérons  maintenant  Téquation  générale 

o  =  (a'-f-  b's) .  j^,  —  (a  -4-  bs)  .y, . 
Si  Ton  fait 

a  a  ,  b 

elle  prend  cette  forme 

0  =  (n-f-5-hl).J^,--(w-+-5).;>.J,. 

Supposons 

y,=faf-\(pdx, 

nous  aurons,  en  intégrant  par  parties, 

o'=^af.^.[x — p) 
'^faf-\[(^dx.[nx — np)-h{p—x).x.d(p]. 

Cette  équation  donne  pour  déterminer  (p,  la  suivante 

o  =  ^nx — np).(pdx-\-[p — x).x.d(p^ 
d*oii  Ton  tire  en  intégrant, 

(p=A.(xf.[p—xY"\ 

A  étant  une  constante  arbitraire.  On  aura  ensuite  pour  détermi- 
ner les  limites  de  l'intégrale,  l'équation 

o=x^.^.[p — x)^ 
ou 

o=c[f^.[p—xY'^'-''. 

Ces  limites  sont  donc  a:=o  eta:=^,  si  n-f-5  et  n-4-i  —  n  sont 
des  quantités  positives.  Ainsi  Ton  aura,  en  prenant  l'intégrale  dans 
ces  limites, 

y,=A.far^'dx.{p—xY-''. 

On  déterminera  la  constante  A  au  moyen  d'une  valeur  particu- 
lière de  y,  :  soit  y^  cette  valeur,  on  aura 

À ^ti 


fx''^^\dx.{p'^x) 


7=ir^ 
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par  conséquent, 

Intégrons  présentement  l'équation  proposée  aux  différences  en  j,: 
son  intégrale  est 

{n+fi).{n  +  fjL  +  }) (w+5~i)  s-fi 

y'—  [n'+f,+i).[n'+fjL+2) [n'+sY^i^'P        ' 

Dans  cette  expression,  comme  dans  toutes  celles  formées  de  pro- 
duits, les  facteurs  du  numérateur  ne  commencent  que  pour  la 
valeur  de  s  qui  rend  le  dernier  facteur  égal  au  premier,  ce  qui  a 
lieu  ici  lorsque  s  est  égal  à  (x-f-i;  il  en  est  de  même  des  facteurs 
du  dénominateur.  Pour  la  valeur  de  s  égale  à  (x,  le  numérateur  et 
le  dénominateur  se  réduisent  à  l'unité  qui  est  censée  les  multiplier 
lun  et  l'autre.  Si  l'on  compare  les  deux  expressions  précédentes 
de  y„  on  aura 

{n+(i).{n+fx+i) jn+s^i)      s--^^  Jx^'-^'^'.dx.jp^xf^'' 

{n'+iJL+i).{n'+iJL+2)...{n'+syP  fx''^'-\dx.{p-xy'-''' 

Faisons  p — x=pu^;  le  second  membre  de  cette  équation  de- 
viendra 

,_^  fu"''-'"'-^\du.{i^uf^'-' 
^       '  fa'''-'''^\da.{x -^u^)"^^-'  ' 

les  intégrales  étant  prises  depuis  h  =  o  jusqu'à  u=i,  parce  que 
ces  limites  répondent  aux  limites  x  =  p  eta;=o.  On  a  donc 

(n+ii).{n+ii+iy...{n+s^i)  _  fu"''--'''-^\du.{i-u^Y^'-' 
{n'+ii+i).{n'+(jL+2)...{n'+s)  ~  fu'^-'^^^du.ii^u^)"-^^-'' 

Supposons  n=\j  n'=o  et  (x=i;  si  l'on  observe  que 

fdu.\/i—u'  =  \it, 
on  aura 

(5+0.(5  +  2) 2  5  2»'-»     .,      ,  ,^i-| 

^ '^   ..   ' = .fduAi — H*)      '. 

1.2.3 5  ir     -^        ^  ^ 
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Le  premier  membre  de  cette  équation  est  le  coefficient  du  terme 

moyen  ou  indépendant  de  a,  du  binôme  1 — ha  j   ;  on  aura  donc, 

au  moyen  des  méthodes  précédentes,  ce  coefficient,  par  une  ap- 
proximation rapide,  lorsque  s  est  un  grand  nombre.  Pour  cela, 
nous  ferons 


s 


r  =a,      1  —  ii'=c  '''': 


ce  qui  donne 


et 


Supposons 


7/ =  \/l— (■-«'* 


fda.{i  —  u^y~^=fdii.c-'\ 


En  prenant  les  différences  logarithmiques  des  deux  membres  de 
cette  équation,  on  aura 

l+3«.y^^^.r+5a^y^^^/^+7«^y^^^^+etc. «/.  c"'''' 

ce  dernier  membre  est  égal  à 

\  —  a.V+  —A' ^./*+  etc. 

1.2  1.2.3 

77     a.^*  .  0L\t'      âTv       7^- 

tA  1 \ ^ 5-7-  +  etc. 

\       1.2       1.2.3        1.2. 3. a  / 

On  aura  donc,  en  comparant  cette  quantité  au  premier  membre, 
et  réduisant  au  même  dénominateur,  Téquation  générale 

^  1.2  '  1.2.3      ^  1.2. 3. A       ' 

__(^»=i^,^..-*,_etc. 


1.2.3.4.5' 
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q^*^  étant  égal  à  l'unité.  Si  Ton  fait  successivement  dans  cette  équa- 
tion, /=!,  /=2,  1  =  3,  etc.  on  aura  les  valeurs  successives  q^'\ 
9'*^  9^'^  etc.  et  l'on  trouvera 

nî»)  — -       a^*^  —  —       etc 

V    —        4'      '    "  96' 

On  aura  ensuite 


L'intégrale  relative  à  u  devant  être  prise  depuis  a  =  o  jusqu'à 
Il  =1,  l'intégrale  relative  à  t  doit  être  prise  depuis  t  nul  jusqu'à  t 
infini;  on  aura  donc  par  le  n*"  24 

I         ï  «3  ,       1 .3.0     .     ,-.  I 

partant 

(  ^ 77-^ .  a\  9^'^  +  etc. 

Ainsi  l'on  aura  par  une  suite  très-convergente,  le  terme  moyen 
ou  indépendant  de  a,  du  binôme  / — \-a\  . 

On  parviendra  plus  simplement  à  ce  résultat,  par  la  méthode 
suivante,  qui  peut  s'étendre  à  un  polynôme  quelconque. 

35.  Nommons  j,,  le  terme  moyen  ou  indépendant  de  a,  du  bi- 
nôme (-  +û)  ,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  le  terme  indépendant 

de  d^^''\  dans  le  développement  diï  binôme  [c""^"'  -hc'^^~')'\ 
Si  Ton  multiplie  ce  développement  par  rftff,  et  qu'on  l'intègre 
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depuis  ^  nul  jusqu'à  ^z=i\tç,  il  est  facile  de  voir  que  cette 
intégrale  sera  y^t.j,,  et  qu  ainsi  on  a 

En  effet,  en  développant  le  binôme  renfermé  sous  le  signe/,  et 

substituant  au  lieu  de  c=^'  ''•v ~  *^  sa  valeur  cos.  ar'CTzhy^.sin.anar, 
on  aura  le  terme  moyen  du  binôme,  plus  une  suite  de  cosinus 
de  Tangle  219  et  de  ses  multiples;  en  les  multipliant  par  dm  y  et 
les  intégrant,  cette  suite  se  transformera  dans  une  suite  de  sinus 
de  l'angle  2 «  et  de  ses  multiples,  sinus  qui  sont  nuls  aux  deux 
limites  «  =  o  et  «  =  ^  tt.  Il  ne  restera  ainsi  dans  l'intégrale  que 
le  terme  moyen  du  binôme,  multiplié  partir.  Gela  posé,  si  Ton 

substitue  au  lieu  du  binôme  c^^^'  +  c""^^""',  sa  valeur  a.cos.'Of, 
on  aura 

j,  = .f(hi.  (cos.'Cf)  "  ; 

en  supposant  sip.«  =  tt,  on  aura 

y^=--.fda.{l  —  U^)       \ 

l'intégrale  étant  prise  depuis  u  =  o  jusqu'à  a  =  i;  ce  qui  coïncide 
avec  ce  que  l'on  a  trouvé  dans  le  numéro  précédent. 

Considérons  maintenant  le  trinôme  (~  +i  +  a|  ,  et  nommons  y, 

le  terme  moyen  ou  indépendant  de  a  dans  le  développement  de 

ce  trinôme.  Ce  terme  sera  le  terme  indépendant  de  c^*^^^^,  dans 

le  développement  du  trinôme  (c*^"' -hi-+-c~^^"')';  on  aura 
conséquemment,  en  appliquant  ici  le  raisonnement  qui  précède, 

J,=  -./(itïT.(l-|-2.C0S.tïT)', 
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Tintégrale  étant  prise  depuis  ^=o  jusqu'à  'Of  =  7r.  La  condition 
du  maximum  de  la  fonction  (i-f-2,  cos. «)'  donne  sin.«  =  o; 
en  sorte  que  les  deux  limites  de  l'intégrale,  «=o  et  «=7r,  ré- 
pondent à  des  maxima  de  cette  fonction;  on  partagera  donc  l'in- 
tégrale précédente  dans  les  deux  suivantes, 

fd^.[i-\-i.cos.^)\       ( — 1  )'./(/«.  (2.  cos.'Of — 1)'; 

la  première  de  ces  intégrales  étant  prise  depuis  tff  nul  jusqu'à  la 
valeur  de  «,  qui  rend  nulle  la  quantité  2.  cos-'Of-l-i ;  et  la  seconde 
intégrale  étant  prise  depuis  ^z=o^  jusqu'à  sa  valeur  qui  rend 
nulle  la  quantité  2.cos.tîT — 1. 

Pour  obtenir  la  première  intégrale  en  série  convergente,  on 
fera 

(  iH-  2 .  cos.«)'  =  3'.  c-'*  ; 

en  supposant  a=  -,  extrayant  la  racine  s  de  chaque  membre,  et 
développant  cos.  ^cr  et  c-*'\  on  aura 

3  —  «'H etc.  =  3 — 3af*H etc. 

12  2 

d'où  l'on  tire,  par  le  retour  des  suites, 

^  =  a^f.\/3.(  1 —  ^  -h  etc.); 

partant, 

3*-+-ï  /         3f*  \ 

/rf'Of.(n-2.cos.'ar)'=  — z^.fdt.c-^\l\—  g-y  -f-  etc.j.  . 

L*intégrale  relative  à  t  doit  être  prise  depuis  t  nul  jusqu'à  t  infini; 
on  aura  donc 

/t/tar.(i-+-2.cos.tar)'= ;^(^~T6T"^       T 
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On  trouvera  de  la  même  manière 

/ii'CT.(2.cos.«  — 1)'=  .  (  1 7^ —    î    etc.); 

^      ^  ^       2.v7  \        ^^-^  / 

on  aura  donc 
y,=:  — — I.   1 -^ +-  ^tc.    H    -5^ — £=.   1 ^T 1    etc.  ). 

s  étant  supposé  un  très-grand  nombre,  cette  quantité  se  réduit  à 
très-peu  près  à ^.  C'est  l'expression  fort  approchée  du  terme 


moyen  ou  indépendant  de  a,  du  trinôme  ( — \-\-\-a\  . 

On  déterminera  de  la  même  manière  le  terme  moyen  d'un  po- 
lynôme quelconque,  élevé  à  une  très-haute  puissance.  Suppo- 
sons d'abord  le  nombre  des  termes  du  polynôme  impair  et  égal 
à  2  72  -T-  1 ,  et  représentons  ce  polynôme  par 


-^ -f-  -  -4-1  i  a -t-a'*-*  Ha^ 


En  substituant  c^^~'  pour  a,  ce  polynôme  devient 

l-f-2.  COS.'CT-t-2.COS.2'CT -h  2 .  COS./l'CT; 

or  cette  fonction  est  égale  à  ^ — ;— ;   la  puissance  $  du 

polynôme  est  donc 


/.in.(i^).„y 

\         sin.-|-ty        /* 


Le  terme  moyen  de  cette  puissance  est  le  terme  indépendant  de 
'CT,  dans  son  développement  en  cosinus  de  l'angle  «  et  de  ses 
multiples.  On  aura  évidemment  ce  terme  en  multipliant  la  puis- 
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sance  par  dtar,  en  prenant  ensuite  rintégraledepuistar=o  jusqu'à 
tsT=  TT,  et  en  la  divisant  par  tt.  Ce  terme  est  donc  égal  à 


sin.  ( )  .vr\ 

V  V  /    . 


.     /an+A 


La  condition  du  maximum  de : — ; donne  Téquation 


tang.l — ; — 1.«—  (sn-Hi).  tang.-j 


'CT. 


Il  y  a  depuis  tar  nul  jusqu'à  ^=Tr  plusieurs  maxima  alternative- 
ment positifs  ou  négatifs.  Le  premier  répond  à  tar  nul  et  donne 


\         sm.7«r  /        ^  '' 


Pour  avoir  l'intégrale  précédente,  depuis  ce  maximum  jusqu'au 

.       /2/ï  +  l\ 

sm.  I 1 .  fff 

point  où X — i^ — ^ —  est  nul ,  ce  qui  a  lieu  d'abord  lorsque 

1»  = ,  on  fera 

2W  +  1 

l   Sin.  ( )  .-BT  \ 

\—X-LJ—)=={2n-^iy.c-''. 

En  prenant  les  logarithmes,  et  réduisant  en  série  relativement 
aux  puissances  de  tsT  la  fonction 


s.  log 
on  aura    ' 


n.in  +  i)        .         ^  ., 

— ^ — i.4'W'-i-etc.  =  <'; 

0 


20. 
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ce  qui  donne 

j  dt.\/6 

atar=  ^      -  -h  etc. 

Y^n.(n  +  i).  s 
l'intégrale  précédente  devient  ainsi 

(H±ll-.f_Jî:i^.,-  +  etc. 

""        Jy^n.{n  +  \).s 
Ella  doit  être  prise  depuis  t  nul  jusqu'à  t  infini,  car  à  l'origine, 
ou  lorsque  ^  est  nul,  t  est  nul;  et  à  la  limite,  où  "&= ■ — , 

t  est  infini;  cette  intégrale  devient  donc,  en  ne  considérant  que 
le  premier  terme,  et  négligeant  les  suivants  qui  sont,  par  rap- 
port à  lui,  de  l'ordre  -, 

(2?i+i^V/3 

Le  second  maximum  est  négatif,  et  répond  à  une  valeur  de 
( j.tar,  comprise  entre  ^tt  et  |-7r.  En  effet,  l'équation  du 


maximum 


tang.f J.'CT=  (în-hij.tang.jtar, 


donne 

/27l-hl\  /27l-4-l\ 


Ainsi  f J.'Of  étant  compris  dans  le  second  maximum  entre 

TT  et  2  7r,  tang.l y^  surpasse  ir;  par  conséquent  ( j.tîT 

surpasse  ir-h-j-ir;  il  est  donc  compris  entre  -f-  tt  et  -f-ir.  L'équa- 
tion précédente  du  maximum  donne 

.     /2n+i\ 

— sm.i ).«• 

\     a     y  271+1 


sm.Ttr 


\/cos'Y«r+{aii+i)*.sin*7w 
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Ce  dernier  membre  est  plus  petit  que 

2W  +  1 

(271  +  1  \        sin.Y-BT 

Y«  ne  surpassant  pas  yTr,  il  est  facile  de  s'assurer  que  — ^-^— 
n'est  jamais  moindre  que  sa  valeur  qui  répond  à  ^=%,  et  qui 
est  égale  à  -  ;  le  second  membre  dont  il  s'agit  est  donc  généra- 
lement plus  petit  que 

271  +  1  «• 

Relativement  au  second  maximum,  l J.tïT  étant  compris  entre 

■j-ir  et  -f-ir,  ce  membre  sera  plus  petit  que  (271 -h i). y;  ainsi  la 

•       /27l  +  l\ 

sm.(— — j.tiT 
puissances  de  — \ — i — ^ — ,  ne  surpassera  point  (27H-i)'.(y)'; 

elle  sera  donc,  lorsque  s  est  un  très-grand  nombre,  incompara- 
blement plus  petite  que  la  même  puissance  correspondante  au 
premier  maximum,  et  qui  est  égal  à  (27H-1)'. 

On  verra  de  la  même  manière,  que  le  troisième  maximum  est 

compris  entre  l— — ^|.tïT  =  y7r,  et  l— — ^|.«=^7r,  et  qu'à 

.       /27l  +  l\ 

sin.l j.«r 

ce  maximum,  la  puissance  s  de  ^^ — j — ^  ne  surpasse  pas 

(2 /i-h  1)'.  (-|)';  que  le  quatrième   maximum  est  compris  entre 

(21+1  \            13         .  /271+1  \  7         .       M  1 
l.tar  =  ^7r,  et  ( \.^  =  -^it,  et  qua  ce  maximum  m 

.       /27l  +  l\ 

sin.i j.tir 

puissance  s  de  — X — ^ — ^  ne  surpasse  point  (27H-i)'.(n)',  et 
•     •    1         .  sm.Y«r 

ainsi  de  suite. 
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Maintenant,  si  à  partir  de  l'un  quelconque  de  ces  maxima  on 


fait 


sin.Ytsr  /  \         sin.jll         / 


sin. 


n  étant  la  valeur  de  tsr  qui  correspond  à  ce  maximum;  et  si  Ton 
fait 

on  aura,  en  prenant  les  logarithmes  des  deux  membres  de  l'équa- 
tion précédente  entre  «  et  f , 

5.  log.  sin.l |.(n -4-tîT')  —  5.  log.  sin.  y  (Il  H-«') 

=  s.   log.sin.f J.  n  —  log.sin.Ylï  — 1\ 

En  développant  le  premier  membre  de  cette  équation  suivant  les 
puissances  de  «',  la  comparaison  de  la  première  puissance  don- 
nera d'abord  l'équation  du  maximum 

tangY^^î^y  n  =  (2Ai  ^ 

En  ne  considérant  ensuite  que  la  seconde  puissance  de  «',  on 
aura 

ce  qui  donne 


.       r  2dt 

cm  =  — 


l'intégrale 


L.fd'TS 


\/w.(/i4-i).  2S 


\         sin-Y-BT         / 


LIVRE  PREMIER,  SECONDE  PARTIE.  159 

sm.i ].«• 

prise  entre  les  deux  limites  entre  lesquelles X — ; — '- —  est  nui 

de  part  et  d*autre  du  maximum  de  cette  fonction,  est  donc  à  très- 
peu  près 


.    ("-(^)"y 

n.in  +  i).S7r\         ^^""'^^         /" 


\/2n.{n  +  \) 

Cette  expression  a  généralement  lieu  pour  les  intégrales  relatives 
à  tous  les  maxima  qui  suivent  le  premier;  seulement  il  faut  n'en 
prendre  que  la  moitié  relativement  au  dernier  qui  correspond  à 
n  =  '7r.  Il  résulte  de  ce  qui  précède,  que  cette  expression  par 
rapport  au  second  maximum  est  moindre,  abstraction  faite  du 
signe,  que 

\2n.(n  +  i),sn 
que,  relativement  au  troisième  maximum,  elle  est  moindre  que 

\2n.[n  +  \).S'jr 

et  ainsi  de  suite.  Lorsque  s  est  un  très-grand  nombre,  ces  quan- 
tités décroissent  avec  une  extrême  rapidité,  et  elles  sont  incom- 
parablement plus  petites  que  la  quantité  relative  au  premier 
maximum,  et  qui,  comme  on  Ta  vu,  est 

(2^+l^v3 


y2n.(n+i).5w 


On  peut  donc  n'avoir  égard  qu'à  cette  dernière  intégrale,  et  Ton 
voit  que  cela  est  rigoureux  dans  le  cas  de  n  infmi;  car  l'équation 

de  condition  du  maximum  donne  alors  ( J.  n  =  ( j.Tr, 
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r  étant  un  nombre  entier,  ce  qui  rend  ^^^ — rrr^ —  fini ,  ex- 

^  sin.YlI 

cepté  lorsque  II  est  zéro,  ce  qui  répond  au  premier  maximum. 

Si  le  polynôme  est  composé  d'un  nombre  de  termes  pair  et 

égal  à  2/1,  tel  que 

r  H j H r  +«    +«      M-a      *; 


a      *         a      *  a  * 

en  y  substituant  c^^-*  ^^y  y^y  de  a,  il  devient 

2.cos.Ytar-4-2.cos.-|-tar -h2.cos.( 1.«, 

ou    .  ' ,    .  Ce  polynôme  élevé  à  une  puissance  entière  et  positive 

ne  peut  avoir  de  terme  moyen  ou  indépendant  des  cosinus  de 
Y«  et  de  ses  multiples,  qu'autant  que  cette  puissance  est  paire; 
représentons-la  par  25  :  alors  le  terme  moyen  sera 


1    ^  ,       /sin.  ntsY' 


l'intégrale  étant  prise  depuis  tsT  nul  jusqu'à  tar=:  ir.  Cette  inté- 
grale se  compose  de  diverses  intégrales  partielles  relatives  aux 

i«  .         IIP.»        sm.  Titîf  •  »  r    •! 

divers  maxima  de  la  fonction  - — r—  ;  mais  on  s  assurera  laciie- 

sin-Y-sr 

ment  par  l'analyse  précédente,  que  toutes  ces  intégrales,  lorsque 
25  est  un  très-grand  nombre,  et  lorsque  n  est  plus  grand  que 
l'unité,  sont  incomparablement  plus  petites  que  celle  qui  est  rela- 
tive au  premier  maximum  qui  correspond  à  «  nul,  et  alors  on 
trouve,  à  très-peu  près,  le  terme  moyen  de  la  puissance  25  du 
polynôme  égal  à 

(2y2)".v/3 
Y/(2n  —  i). (2/1  +  1]. 57r 
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inclusivement,  on  aura  la  somme  des  valeurs  de  j/  depuis  celte 
origine  jusqu'au  terme  j/  exclusivement.  La  constante  arbitraire 

sera  égale  alors  à  y.jo —  n-  'fr  —  ^^c.  ainsi  la  somme  des  valeurs 

de  j/,  depuis  /  nul  inclusi\ ement  jusqu'à  j/  inclusivement,  sera 

Supposons  maintenant 

_    (jy^-ri)-.V3  ..(«4-1)... 

//  —  —  •  ^  1 

alors  les  difFérences  de  j/  seront  successivement  d'un  ordre  infé- 
rieur les  unes  aux  autres;  en  ne  considérant  donc  que  les  trois 
premiers  termes  de  la  série  précédente,  on  aura 

pour  la  somme  des  coelFicienls  des  termes  du  développement  de 
la  puissance  s  du  polynôme,  depuis  /  nul  inclusivement  jusqu'à 
j/ inclusivement.  En  doublant  cette  somme,  et  en  retranchant  de 
ce  double  le  terme  jo,  on  aura  pour  la  somme  des  coefficients, 
depuis  celui  du  terme  correspondant  à  a~^  inclusivement,  jusqu'à 
celui  du  terme  correspondant  à  «'  inclusivement, 

('iy/-4-lV.\/G        I    ^,.  n.(«^i,  . ^_  n.(ri'-hij.5    ) 

\n.[n-h  1).  sv 

37.  Nous  avons  supposé  dans  les  exemples  précédents,  que  les 
équations  aux  différences  en  y,  n'avaient  point  de  dernier  terme; 
donnons  un  exemple  d'une  équation  jouissant  d'un  dernier  terme, 
et  pour  cela,  considérons  l'équation  aux  différences 

En  faisant 

2i. 
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on  aura 

p'=x'.(p.{i-\-œ)—fx'.[{x-hi).d^-h{i-^i).^dx]; 

ce  qui  donne  d'abord  pour  déterminer  ^,  l'équation 

{i-\-x).d(p-i-{i-\-i).<pdx=o, 
d'où  l'on  tire  en  intégrant, 

^        (i  +  ar)'*'' 
A  étant  une  constante  arbitraire.  Ensuite  on  a 

p'=x'.<^.[i-\-x). 


ou 


d'où  l'on  tire 
en  sorte  que 


, A.x' 

P  —  JJT^i'' 
x=p,     A=[i-hpy, 


Tintégrale  étant  prise  depuis  x  =  o  jusquà  x=^p.  En  ajoutant  à 
cette  valeur  de  j, ,  celle-ci 

Tintégrale  étant  prise  depuis  x  nul  jusquà  x  infini,  et  B  étant 
une  arbitraire,  on  aura,  pour  l'intégrale  complète  de  la  proposée, 

expression  que  Ton  peut  mettre  sous  cette  forme 
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En  rapprochant  ce  résultat  du  précédent,  on  voit  que  si  Ton 
nomme  généralement  lî  le  nombre  des  termes  du  polynôme,  et 
s  la  puissance  à  laquelle  il  est  élevé,  le  terme  moyen  du  déve- 
loppement sera,  lorsqu'il  y  en  a  un, 


\/(^)-" 


et  pour  qu il  y  ait  un  terme  moyen,  [n  —  \).s  doit  être  un  nombre 
pair,  c est-à-dire  que  Tun  ou  l'autre,  au  moins,  des  nombres 
n — 1  et  5'  doit  être  pair. 

36.  L'analyse  précédente  donne  encore  le  coefficient  de  a=^' 
dans  le  développement  du  polynôme 

Pour  l'obtenir,  on  observera  que  le  coefficient  de  al^  dans  le  dé- 
veloppement de  ce  polynôme  est  le  même  que  celui  de  ar';  en 
nommant  donc  A^  ce  coefficient,  en  faisant  a  =  (?'V/*^,  et  réunis- 
sant les  deux  termes  du  développement  relatifs  à  à"  et  a~~^  on 
aura  2i4;..cos.  r^cr  pour  leur  somme.  Maintenant,  si  l'on  multiplie 


/  sin.i l.tir  \ 

(    V  ^  M 

\         sm.jty         / 


ce  polynôme,  ou  sa  valeur  \ ^-; — i — ^ — /  par  rftsr.  cos.  /tsr,  et 

qu*on  intègre  le  produit  depuis  t5T=o  jusqu'à  ^0=  ir;  il  est  clair 
que  tous  les  termes  disparaîtront,  excepté  celui  où  r  est  égal  à  l; 
l'intégrale  se  réduira  donc  à  2Ai.fd^. cos\  /tsr;  ce  qui  donne 


\         sm.Tty         / 


Al  =  -./c/tET.COS.  te.l  - 

Pour  intégrer  cette  fonction,  on  fera  comme  ci-dessus, 

(.     /2n+i\     y 
sm.l j.tsr  \ 
sm.jtr         /         ^  ^ 

TOMB   VU.  21 
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En  prenant  les  logarithmes  et  développant  par  rapport  aux  puis- 
sances de  ter,  on  aura,  par  le  retour  des  suites,  pour  ©,  une  ex- 
pression de  cette  forme, 

tzr^r  -Tz4==z.(i-H/4r-f-etc.); 
\Jn.[n -{-}).  s 


ce  qui  transforme  Tintégrale  précédente  dans  celle-ci , 

^^         .fclLcos.)      ^^'^^      j.c-^'(i-4^3^r-f-etc,). 

n.{n  +  \).s  (\/n.(/i  +  i).  s) 


(  2  /ï  -h  I  )■ 


l'intégrale  étant  prise  depuis  t  nul  jusqu'à  t  infini.  On  peut  faci- 
lement l'obtenir  parle  n"*  26,  et  Ton  trouve,  en  n'ayant  égard  qu'à 
son  premier  terme,  pour  sa  valeur, 

y/l.(/i+l).  2  6'7r 

C'est  la  valeur  cherchée  du  coelFicient  de  a=^'  dans  le  développe- 
ment du  polynôme,  lorsque  sa  puissance  5  est  très-élevée. 

Cherchons  maintenant  la  somme  de  tous  ces  coefficients,  de- 
puis celui  de  a~^  inclusivement,  jusqu'à  celui  de  a'  inclusivement, 
/  étant  un  grand  nombre,  mais  d'un  ordre  inférieur  à  s.  Pour  cela, 
nous  observerons  que  l'on  a,  par  le  n*"  10; 


.^-,         ^.|-|.^+^./4?i\Ve.c. 


\dl  )  ''\dl)  ^'""'dl    ^^^^' 

d'où  l'on  tire,  par  le  numéro  cité, 

^.yi=fyi.dl —  i-J/H-  râ- j/    -H etc.  H-  constante. 

En  prenant  l'intégrale  depuis  le  terme  correspondant  à  /  nul 
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Ainsi  ia  recherche  de  la  différence  ^"^  de  ^(z)  se  réduit  à  déve- 
lopper la  fonction  ^(z-f-f)  en  série. 

Supposons  que  cette  fonction  de  t  soit  une  puissance  d'un  po- 
lynôme de  f,  que  nous  représenterons  par 

{a-hbt-hct'-i-  etc.)^. 
En  exprimant  par 

Jo -f-Ji •  'H-/« •  ^* -Hjt •  t' -+-  etc. 

son  développement  en  série,  on  aura,  en  prenant  les  différences 
logarithmiques, 

fA.{b +2  ci+ etc.) y,  +  2yt-t,...  +  sys.V^'+  etc. 

a+bi+cV+  etc.  ~  yo+Ji-t+y^J' +ys't'+  etc. ' 

Multipliant  en  croix ,  et  comparant  les  termes  multipliés  par  f"', 
on  aura 

a.s.y,-\-b.[s — i).j,_.i-f-c.(5 — 2).j,_,-h  etc. 
=  (X.  6.  j,_,  H-2(x.  c.j,_,-f-  etc. 

Représentons  par /r^'^.c/a;,  l'expression  de  j,;  cette  équation 
devient 

o=x'.{a-\ h— -l-etc.).0— |ic'.{         ^  ' 

|-hf.^(Za;.^--H--hetc.j] 

En  égalant  séparément  à  zéro  la  partie  de  cette  équation  affectée 
du  signe  intégral,  on  a 

ce  qui  donne  en  intégrant, 

i  étant  une  constante  arbitraire,  La  partie  de  l'équation  précé- 
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dente,  hors  du  signe  intégrai,  donnera  ensuite,  pour  déterminer 
les  limites  de  l'intégrale, 

'  o  =  af.[  an 1 — -  ~h  etc.  )      , 

\  X  X*  ) 

ces  limites  sont  donc  a?=o,  et  x  égal  aux  diverses  racines  de 

l'équation 

6        c 
o  =  aH 1 — -  -+-  etc. 

X  X* 

On  aura  donc  par  les  méthodes  précédentes,  et  par  une  approxi- 
mation très-prompte,  les  coefficients  des  puissances  très-élevées 
de  t,  dans  le  développement  en  série  de  la  puissance 

(a-f-fef-4-cf*-h  etc.)^, 

et  par  conséquent  on  aura  les  différentielles  très-élevées  de  la 
puissance 

(a'-hfcz-f-cV-i-  etc.)'*, 

qui  se  change  dans  la  précédente,  en  changeant  z  dans  z-^l,  et 
faisant 

a  =  a-{-   b'z-{-  cz^  -h  etc. 

b  =  6' -4- 2cz -h  etc. 

c  =  c-+-  etc. 
etc. 

Appliquons  cette  analyse  à  un  exemple. 
z  étant  le  sinus  de  l'angle  6,  on  aura 

Pour  avoir  l'expression  du  second  membre  de  cette  équation,  nous 
observerons  que  l'on  a,  par  ce  qu'on  vient  de  voir, 

±_     _J__  o 

^^,.^___1.2.0...5.J„ 
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la  première  intégrale  étant  prise  depuis  x  nul  jusqu  à  x  infini, 
et  la  seconde  étant  prise  depuis  x=p  jusqu  à  x  infini. 
Maintenant,  l'intégrale  de  la  proposée 

est 

1.2.3. ...(5-1) (n^Y   i.{i-iy{i-^y.^{i-s+i)      \ 

J'~  i.{i^i).{i^2)....{i^s+iy\^  1.2.3 s       'Pj' 

Q  étant  une  arbitraire,  et  S  étant  la  caractéristique  des  différences 
finies;  en  sorte  que  la  fonction  ^.—^ ^-^ — ..^ ^ -.  p'  est 

égale  à 

1.(1—1)    ,  i.fi— i).(i— 2) (1—5+2)    .  , 

'  1.2        '  1.2. 3. ..(5—1)  ' 

cest-à-dire,  à  la  somme  des  5  premiers  termes  du  binôme  (i-hpj'. 
Si  Ton  compare  cette  expression  de  j,  à  la  précédente,  on  aura 

p,    {"x*-\  dx         /     ,     x;    Çx'-Kdx 

^J[rT^»-(^"+~/^)J(TT^^ 

1.(1  — 1).... (1—5+1)  \  1.2.3 s  '  ) 

Si  Ton  fait  5=1  dans  cette  équation,  et  si  Ton  observe  que  le 
produit  1.2. 3.. ..(5 — 1)  se  réduit  alors  à  Tunité,  comme  on  Ta  vu 
dans  le  n®  34;  on  trouve  après  les  intégrations  B-=Q:  ainsi  B 
étant  une  arbitraire,  cette  équation  se  partage  dans  les  deux  sui- 
vantes : 


1.2. 3. ...(5—1)       rx*-\dx 

i.(i-i).... (1-5+1)  ~J(i+a:)'-»* 


1.2. 3. ...(5—1)        -,  î.(i—i)... .(1—5+1)     ,      /  V-   rx'-'.dx 

— - — —  ^--^ — --^ — 'P^i'-^py-ji^T^^'^ 


1.(1— i)....(i— j+i)'     "  1.2.3....^ 

d'où  l'on  tire 


'•('-')    „.  ■    »-(l-l)-..(t-^+2) 
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l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  depuis  x=p  jusqu'à  x  infini; 
et  celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini. 
Lorsque  s  et  i  sont  de  grands  nombres,  il  sera  facile  de  réduire 
ces  deux  intégrales  en  séries  convergentes,  par  les  formules  des 
n"*'  22  et  23.  On  aura  ainsi  la  somme  de  s  premiers  termes  du 
binôme  élevé  à  une  grande  puissance,  par  une  approximation 
d'autant  plus  rapide,  que  cette  puissance  sera  plus  haute. 

Si  l'on  effectue  les  intégrations,  l'équation  précédente  devient 

,l-^7/J-+-  -^^ \p' H ^ -^—T-1 ^\ 'P 

'  1.2         '  1.2. 3. ..(5  —  1)  ' 

'•"•'^     1.2.3 (5-1)    '(i+p)'-  ' 

Le  second  membre  de  cette  équation  est  une  transformation  de 
la  somme  partielle  des  termes  du  binôme  (i-f-/))',  transformation 
qui  peut  être  utile. 

De  rapproximation  des  différences  infiniment  petites  et  finies,  très-éievées , 

des  fonctions. 

38.  Considérons  une  fonction  quelconque  de  z,  que  nous  repré- 
senterons par  (p  [z).  En  y  changeant  2  en  z-f-(,  désignons  par  j, 
le  coefficient  de  V  dans  le  développement  de  cette  fonction,  nous 
aurons 

— 1^  =  1. 2.3.... 5.  r,, 

l  étant  supposé  nul  après  les  différentiations  ;  et  comme  on  a 

d.(p(z+()         d.Oh)  ,  , 

Yf — -  =  — 77"^'  6"  supposant  t  nul,  on  aura 

d'.<^{z)  3 
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1 

j,  étant  le  coefficient  de  t' dans  le  développement  de  [  i  —  (2: + <)*]    * . 
On  aura  ensuite 

les  limites  de  l'intégrale  étant  données  par  Féquation 

o=af.[.-(.+i)']--;. 

Ces  limites  sont 

I 


x^ ,        x  =  o^        x  = 


i+z  1—2: 


Comme  x  a  trois  valeurs,  l'expression  de  j,  prend  celte  forme, 
par  le  n**  29, 

y—AJx^\dx.^i-(z^^jy^^A\fx^\^^^^ 

A  et  A'  étant  des  constantes  arbitraires,  et  la  première  intégrale 

étant  prise  depuis  x= jusqu'à  x  =  o,  et  la  seconde 

étant  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  = .  Si  l'on  fait 


Z  +  COS.  t? 

x  = 


l'expression  précédente  de  j,  devient 

p     r dxs.{z+ COS.VfY  rÈ,     r  dvf.{z  +  COS.^y 

la  première  intégrale  étant  prise  depuis  '&=^o  jusqu'à  ^  égal  à 
l'angle  dont  le  cosinus  est  — z,  et  la  seconde  étant  prise  depuis 
ce  dernier  angle  jusqu'à  tïT^rir.  Pour  déterminer  les  arbitraires 
B  et  B\  on  observera  que 

1  1 

TOME   VU.  22 


170      THÉORIE  ANALYTIQUE  DES  PROBABILITÉS, 
d'où  il  est  facile  de  conclure 

B=B'=-; 
partant 

j,  = r  'fàfci.  [z  -h  cos.'iar)', 

l'intégrale  étant  prise  depuis  'cr^o  jusqu'à  'CT=Tr.  En  prenant 
cette  intégrale,  et  observant  que 

1.2.3 2r  i.3.5....(2r--i) 

~  2•^(l.2.3 rY^~      2.4.6... .2r      *  ^' 

on  aura 

[^,.1    ^-(^-0    ^s-..^'^    5.(5-^l).(5--2).(5~3)  \ 

1^ -| .  «^       "1  7". 5 — 7 .^       I 

__  1  j  2        1.2  2.4  1.2.3.4  f         /   . 

-^'"(.-..r-^'     ,    1-3.5    ..(5-l).(5-a).(5-3).(5-4).(5-5)    ,,.  A       ^""^ 

\     2.4.6'  1.2.3.4.6.6  '  *; 

Cette  expression  est  fort  composée  lorsque  5  est  un  grand  nombre; 
mais  alors  on  peut  obtenir  sa  valeur  d'une  manière  fort  appro- 
chée, en  appliquant  à  l'expression  de  j,  sous  forme  d'intégrale 
définie,  les  méthodes  exposées  ci-dessus.  La  fonction  sous  le  signe 
intégral  ayant  deux  maxima^  l'un  à  l'origine  de  l'intégrale,  et 
l'autre  à  son  extrémité,  nous  la  décomposerons  dans  les  deux 
suivantes , 

j,= î T'ifd'cs.  [z-i-cos.^y-h  (  —  iy.fd^.{cos.^  —  z)*]; 


TT 


(.-^•) 


*-♦-- 


la  première  intégrale  étant  prise  depuis  ^  nul  jusqu'à  ^  égal  à 
l'angle  dont  le  cosinus  est  — z,  etla  seconde  intégrale  étant  prise 
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depuis  "Uf  nul  jusqu'à  isr  égal  à  l'angle  dont  z  est  le  cosinus.  Soit 

-  :=:  a,  et  faisons 
s 

(2-1-008.15)'=  (1-4-2;)'.  c-''; 
on  aura,  en  prenant  les  logarithmes  et  réduisant  cos.tïr  en  série, 

loff.l  1 7— — r  H 7-7-- — r  —  etc.  1  =  —  at\ 

d'où  il  est  facile  de  conclure 


^ 


=  aW.v/2.(n-z).(i—  *-  j7-^-''-+-etc.  j; 


on  aura  ainsi,  en  observant  que  l'intégrale  doit  être  prise  depuis 
t  nul  jusqu'à  t  infini, 

i     

/<war.(z-hcos.'CT)'= ^ — -(1-+"^)       •(  ^ g —  -f-etc.j. 

En  changeant  z  dans  —  z,  on  aura 

/(te.(cos.«-z)'=  ^!l:^.(i_z)'"'.(i-  '^^^  -f-  etc.)  ; 
partant 

r.=         '.        ■(— ^^  +  «'<=•) 


(14-2)       '.V/257r 


(.-^  +  eto.).  (M 


Dans  le  cas  de  5  très-grand,  cette  expression  se  réduit  à  fort  peu 
près  à  ce  terme  très-simple, 


22. 
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Si  l'on  multiplie  l'expression  (6)  de  j,  par  le  produit  1.2. 3... 5, 
produit  qui,  par  le  n°  33,  est  égal  à 


5- 
s 


'. c-'. 0 TT.  (  1  -f-  —  -f-  etc. j  ; 
on  aura  à  très-peu  près 


d' 


(i-z)       « 

39.  Lorsqu'une  fonction  j,  de  s  peut  être  exprimée  par  une 
intégrale  définie  de  la  forme  fod".  (^dx,  les  différences  infiniment 
petites  et  finies  d'un  ordre  quelconque  n  seront,  par  le  n**  21, 

^=fx'.(pdx.{\og.xY, 

à''.y,=faf.(pdx.{œ  —  \Y. 

Si  au  lieu  d'exprimer  la  fonction  de  s,  par  l'intégrale /rc'.^Ja?,  on 
l'exprime  par  l'intégrale  fc~~*^.<pdxy  alors  on  a 

à\y,=f(pdœ.c-'^.{c-''  —  }Y. 

Pour  avoir  les  intégrales  n'^%  soit  finies,  soit  infiniment  petites, 
il  suffira  de  faire  n  négatif  dans  ces  expressions.  On  peut  obser- 
ver qu'elles  sont  généralement  vraies,  quel  que  soit  n,  en  le  sup- 
posant même  fractionnaire;  ce  qui  donne  le  moyen  d'avoir  les 
différences  et  les  intégrales  correspondantes  à  des  indices  frac- 
tionnaires. Toute  la  difficulté  se  réduit  à  mettre  sous  la  forme 
d'intégrales  définies  une  fonction  de  s;  ce  que  l'on  peut  faire  par 
les  n"**  29  et  30,  lorsque  cette  fonction  est  donnée  par  une  équa- 
tion linéaire  aux  différences  infiniment  petites  ou  finies.  Comme 
on  est  principalement  conduit  dans  l'analyse  des  hasards  à  des 
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expressions  qui  ne  sont  que  les  diflFérences  finies  des  fonctions  ou 
une  partie  de  ces  diflFérences,  nous  allons  y  appliquer  les  méthodes 
précédentes,  et  déterminer  leurs  valeurs  en  séries  convergentes. 

40.  Considérons  d'abord  la  fonction  -7  :  en  la  désignant  par  j„ 

elle  sera  déterminée  par  l'équation  aux  diflFérences  infiniment 
petites 

Si  l'on  suppose  dans  cette  équation, 

y,=fc-'.(pdx,        c-"  =  Sy, 
elle  deviendra 

o  =/(pdx.  (i.  fy  -+-  X.  -^j  ; 

d'où  l'on  tire  en  intégrant  par  parties,  conformément  à  la  mé- 
thode du  n"  29 ,  les  deux  équations 

La  première  donne  en  l'intégrant, 

A  étant  une  arbitraire.  La  seconde  équation  donne  pour  les 
limites  de  l'intégrale  fc^.cpdx,  x  =  o  et  a:=cx:>.  On  aura  donc 
dans  ces  limites, 

i  =  A.faf-'dx.c-'\ 

Pour  déterminer  la  constante  A ,  nous  observerons  que  s  étant  1 , 
le  premier  membre  de  cette  équation  se  réduit  à  l'unité;  ce  qui 
donne 

A  =  ^—^—' 
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partant 

7        jx'-'dx.c-''  * 
on  aura  donc,  par  le  numéro  précédent, 

les  intégrales  du  numérateur  et  du  dénominateur  étant  prises 
depuis  X  nul  jusqu'à  x  infini. 

Pour  développer  cette  expression  en  série,  supposons 

a  étant  la  valeur  de  x  qui  répond  au  maximum  du  premier  membre 
de  cette  équation.  Si  Ton  fait  x=a-{-By  on  aura,  en  prenant  les 
logarithmes  de  chaque  membre,  et  en  développant  le  logarithme 
du  premier,  dans  une  suite  ordonnée  par  rapport  aux  puissances 
de  0, 

/i.0*-+-/i'.0^-f-//'.0*-+-etc.=:r; 

les  quantités  a,  A,  h\  h\  etc.  étant  données  par  les  équations 
suivantes  : 

I— 1  n.c-^ 

0= 5  — 


c-"— 1 


etc. 
on  aura  donc  par  le  retour  des  suites, 


y/Â  V       2h.\/h  Sh>  / 
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et  cette  suite  sera  d'autant  plus  convergente,  que  le  nombre  n 
sera  plus  considérable.  En  substituant  cette  valeur  de  0  dans  la 
fonction  fdd.  c~^\  et  prenant  l'intégrale  dans  les  limites  f =  —  oo 
et  f=oo,  limites  qui  correspondent  aux  limites  a? =o  et  a; =00, 
on  aura 

^  '     \lh\  »6A^  / 

On  a  d'ailleurs 

fx'~'  dx.  C  =  -  faf  dx.  c~^; 
et  lorsque  i  est  très- grand,  on  a,  par  le  n**  32, 

/a;'cfcr.c-'rrri'^^.c"'.\/2ir.(  iH U  -h-  etc.); 

en  divisant  donc  l'une  par  l'autre  les  deux  valeurs  de 

faf-'  dx.  c-**.  (c-'—  1  )•*     et     fx^-'  dx.  c^, 
on  aura 

etc.J 


A" 

1 

(?r 

'.C'-'».(C-''- 

-.)'• 

ll-h 

i5A'' 

16A' 

V 

\Jihi 

j 

1 
12 1 

—  etc. 

Pour  avoir  la  différence  finie  w*^"**  de  la  puissance  positive  ^, 
il  suffit,  par  le  n"*  30,  de  changer  dans  cette  équation  i  dans  —  i, 
et  l'on  aura 

A\^=:{5-^/i)'— w.(5-H/i  — 1)«-^  !Ll!Llil.(5-f-n— q)'  — etc. 
y       a*  (c°— ')' 
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a,  /,  /',  r,  etc.  étant  données  par  les  équations 


i+i  ne 

o= 5  — 


/  =  - 


1+1  71         c" 

2  a*        2'c°— 


7  +  r(^' 


etc. 
La  série  (jx')  cesse  d'être  convergente  lorsque  a  est  une  très- 
petite  fraction  de  Tordre  -  ;  car  il  est  visible  que  les  quantités 

/,  r,  r,  etc.  formant  alors  une  progression  croissante,  chaque 
terme  de  la  série  est  du  même  ordre  que  celui  qui  le  précède. 
Pour  déterminer  dans  quel  cas  a  est  très-petit,  reprenons  l'équa- 
tion 

i  +  i  n.c" 

0= 5 . 

a  c*"— 1 

On  peut  la  transformer  dans  la  suivante,  lorsque  a  est  très-petit, 

i+i  n  /         a  ^    \ 

G  = 5 .    i-H h  etc.   ; 

a  a  \         2  ) 

d'où  l'on  tire  à  très-peu  près,  dans  la  supposition  de  a  très-petit, 

ï  +  I  —  71 


a: 


n 

2 


ainsi  a  sera  fort  petit  toutes  les  fois  que  i  —  n  sera  peu  considé- 
rable relativement  k  s-\ — .  Dans  ce  cas,  on  déterminera  A'*.5' 

2 

par  la  méthode  suivante 
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Reprenons  Téquation 

ràx 


A"  c' — 

{  dx 


dans  laquelle  se  change  la  formule  ((x),  lorsqu'on  y  fait  /  négatif 
et  égal  à  — i.  On  peut  mettre  la  fonction  [c^ — i)"  sous  cette 
forme 


nx 

7 


nx 

etc. 


::=:( i)\c"  '     X^.il    I  '  —H 

^  '   '  \  "-^'S  '  2*  1.2.3.^.5  '  2 

=  (—i)\c    ^afAi-^ j-  -+-    ^   ^       .x'-h  etc.); 

^       '  \  24         16.16.24  / 

on  aura  donc 

^.c-.(c--i)— (-i)«.j_:,.c  .^i+_  +  etc.j. 

Si  Ton  fait 

on  aura  généralement 

or  on  a  trouvé  dans  le  n**  33,  par  le  passage  du  réel  à  l'imagi- 
naire, 

J       x''"  jx'-'dx'.c-''        (r— i).(r— 2).{r~3).  etc.' 

Tow  TH.  23 
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partant  on  aura 

s+  -I 
i  +  {i^n).{i-n-i).        /" 
X  !  ^      ''  ,^„     ,       [•  (C-) 

+  (/_^).(/^;i_l).(l_n-2). (1-/1-3). îilA^i— _ 

i5.  i6.24.(  ^4-  -I  I 
-h  etc.  \        2/  : 

Cette  série  sera  très-convergente,  si  i — n  est  peu  considérable 

relativement  k  s-\ — ;  elle  peut,  d'ailleurs,  être  employée  dans  le 

cas  où  i  est  fractionnaire,  comme  il  est  facile  de  s'en  convaincre. 

Quant  au  produit  [i  —  n -hi  ) .  (i  —  n  -f-  2) /,  il  est  facile  de 

l'obtenir  en  série  convergente,  par  le  n""  33. 

La  formule  précédente  est  une  application  très-simple  de  l'é- 
quation 

dy      " 


s  -h- 

2 


A\j,  =  \c     ^'      - 

que  nous  avons  donnée  dans  le  n°  10;  car  en  développant  le 
second  membre  de  celte  équation ,  et  faisant  j,  =  5',  on  obtient 
directement  cette  formule,  que  nous  avons  conclue  des  passages 
du  réel  à  l'imaginaire,  ce  qui  confirme  la  justesse  de  ces  passages. 
41.  Les  formules  (jx)  et  (jx^)  des  numéros  précédents  sup- 
posent n  égal  ou  moindre  que  /.  En  efiFet,  si  l'on  considère  l'ex- 
pression 

J       X'- 

dont  le  développement  a  produit  ces  formules,  on  voit  que  les 


A",  s' 
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limites  des  intégrales  du  numérateur  et  du  dénominateur  étant 
déterminées  par  le  numéro  précédent,  en  égalant  à  zéro  le  pro- 
duit des  quantités  sous  le  signe  intégral,  par  x,  ces  limites  seront 
toutes  imaginaires,  lorsque  i  sera  plus  grand  que  n;  au  lieu  que 
dans  le  cas  où  i  serait  moindre  que  ti,  les  limites  de  Tintégrale  du 
numérateur  seront  réelles,  tandis  que  celles  du  dénominateur  se- 
ront imaginaires;  il  faut  donc  alors  ramener  ces  dernières  limites 
à  l'état  réel.  Pour  y  parvenir,  nous  observerons  que  l'on  a  géné- 
ralement 

^  i.[i  +  i).{i+2) (i  +  r) 


Si  l'on  fait  dans  cette  expression  i  négatif  et  égal  à  — r — 
m  étant  moindre  que  n,  on  aura 


m 


/dx.  c~"^ 


m    l        m\  (        m\ 


or  on  a  par  le  n''  33,  les  intégrales  étant  prises  depuis  x  nul  jus- 
qu'à X  infini , 

(m\  /  m\  fx'dx.c-' 

fx     dx.c^^ 

/dx.c~^ 
— j:;^  dont  on  doit  faire 

usage  dans  le  cas  que  nous  examinons  ici.  Si  Ton  faitrc=r,  on  aura 

m  m 

^.fx     "  dx.c-\fx  "  dx.  c-'  =  n'fV •  dt.  cr-'\fr'-'dL  c^'' ; 

et  Téquation  (T)  du  n**  24  donne,  en  y  changeant  r  dans  m-Hi, 


m 
sm. — 


23. 
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on  aura  donc 


P 


sin.  — .n.fx'dx.c- 

n       "^ 


d'où  l'on  tire,  en  substituant  cette  valeur  dans  l'expression  précé- 
dente de  A"..ç', 


A".  5'  = 


les  intégrales  étant  prises  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini. 

Le  procédé  qui  vient  de  nous  conduire  à  cette  équation  est 
fondé  sur  ks  passages  réciproques  du  réel  à  l'imaginaire;  mais 
on  peut  y  parvenir  directement  par  l'analyse  suivante,  qui  confir- 
mera ainsi  la  justesse  de  ces  passages. 

Si  l'on  prend  l'intégrale  |       \_^^ —  depuis  a;=a  jusqu'à  x  infini, 

on  aura,  en  faisant  i=:r-\ ,  la  fonction 

n 

;  ^      m  5'"~*       m  /        m\  s^-^         ^     \ 
(— if.c-*«  ]  n     a  n    \         n  J    a*  f 

or  on  a  généralement,  lorsque  a  est  infiniment  petit, 

A",  c-".^''-/ 
i7 =°' 

f  étant  zéro  ou  un  nombre  entier  positif;  car  si  l'on  développe 
c"  ^«  en  série,  et  que  l'on  désigne  par  k.oL'^.s'^  un  terme  quelconque 
de  cette  série,  on  aura 
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En  effet,  si  q  surpasse/,  ce  terme  devient  nul  par  la  supposition 
de  a  infiniment  petit.  Si  q  est  égal  ou  moindre  que  f,  q  +  r— /sera 
égal  ou  moindre  que  r,  et  par  conséquent,  il  sera  plus  petit  que  n, 
et  alors,  par  la  propriété  connue  des  différences  finies,  A".  6''"**'^"^ 

sera  nul.  il  suit  de  là  que  û".  I  — ■—, —  ,  ou  I  —— ;±; -^  se 


nul.  Il  suit  de  là  que  A\  l — ^^^^ —  ,  ou  i— — 

{- 


réduit  à 


_J jil__ 


l'intégrale  étant  prise  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini.  Si  l'on  fait 


X 

x=  —  ,  on  aura 


x  J        X 

les  intégrales  étant  prises  depuis  x  et  x  nuls  jusqu'à  x  et  x  infinis; 
on  aura  donc 


ràx.c 

-^r-^  I — -^ 

r  dx.c-*\{c-'-yY  _  J       x"" 

J  x'^'  ml        m\  (        m\ 

En  substituant  pour  (  iH — /-(^H j....  i,  sa  valeur  ^  ^^    , 

fx  **  (f.r.  c~* 
et  observant  que  l'on  a,  par  ce  qui  précède, 

m  m 

-.fx~'^dx'.c-^.fx~dx.  c-= 


sm.  —.n 
n 


on  aura  la  formule  ((x'^). 
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Si  i  est  un  très-grand  nombre,  on  aura,  par  le  n**  33,  Tinté- 
graie  fafdœ.c^;  on  aura  ensuite,  par  ce  qui  précède,  l'intégrale 

I  — '- ^^ ;  ainsi  Ton  obtiendra,  par  une  série  très-conver- 
gente, la  valeur  du  second  membre  de  la  formule  citée. 

Supposons  i  infiniment  petit,  r  sera  nul,  et  —  sera  une  frac- 
tion infiniment  petite;  on  aura  donc 


m  m 

sm.  — .ir==r  — .  ir=:i7r, 
n  n 


la  formule  {\l)  donnera  ainsi 

A\log.5r-.-.  —  p-^ 

expression  que  l'on  réduira  facilement  en  série  convergente, 
lorsque  n  est  un  grand  nombre. 

42.  On  a  souvent  besoin,  dans  l'analyse  des  hasards,  de  ne 
considérer  dans  l'expression  de  A".  s\  que  la  partie  dans  laquelle 
les  quantités  élevées  à  la  puissance  i  sont  positives.  Nous  allons 
déterminer  la  somme  de  tous  ces  termes.  Pour  cela,  reprenons 
la  formule  [{l")  du  numéro  précédent.  Si  l'on  y  substitue  au  lieu 
de  A",  .s',  sa  valeur 

(.V  — wj' — lus  -  n  —  i)'  ■ ^—^ — -\s-'-n  —  2)' —  etc. 

et  si  Ton  y  change  ensuite  s  dans  — s  y  on  aura,  en  ne  continuant 
les  deux  séries  du  premier  membre  de  l'équation  suivante  que 
jusqu'aux  termes  dans  lesquels  la  quantité  élevée  à  la  puissance  f, 
devient  négative,  et  observant  que  le  signe  -h  a  lieu,  si  n  est  pair, 
et  le  signe  — ,  si  /i  est  impair, 
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±(-i)«.p--n.(5-i)'4-  ^'(^^').(5^2)>-  etc.l 
=  - — - — .sin.—.fafdx.c'-'.  |— ;^.c*'.(c"^— i)". 

Si  Ton  change  dans  la  dernière  intégrale  œ  en  —  2x.  y/ — i,  elle 
devient,  après  toutes  les  réductions, 

n-hi 

2'^".(— i)  '  .fx''~'~\dx\[cos.[2s—n).x—^—i.sm.[2s—n).x'].l — V^j  , 

l-intégrale  relative  à  x  étant  prise  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini. 
On  aura  donc 

(iy|(n-5)«~/i.(/i-5-iV+ ^^^ 

±(-iyr5'-n.(5-i)'+  '^~-^.{s-2y-  etc.1  (o) 

n-hi 

X  fx'^'~-\dx.  [cos.(25  —  Ti) . X  —  \J—  1 .  sin.(25  —  n).x]. r'"';'^  |  . 

Supposons  r:=^n — i,  ce  qui  donne  i=n — iH ,  et  comparons 

séparément  les  parties  réelles  et  les  parties  imaginaires  de  Téqua- 
tion  précédente.  On  a 


m  m 


(ly=:;l)-■^(l)''^l^ 

or  on  a 

1=1=: COS.  2/ir  -f-\/ — i.sin.  2/7r, 

/  étant  un  nombre  entier;  on  aura  donc 

m 

(1)    r_--cos. hv — i.sm. , 
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m 

Les  valeurs  correspondantes  de  ( — i)  "  sont 

cos.(2/-+-i). h  V — i.sm.  (2/-hi). — . 

Maintenant  (i)'  devant  être  supposé  égal  à  Tunité  dans  Téqua- 

tion  (o),  il  faut  choisir  /  de  manière  que  cos. vsf-î. sin. 

soit  1 ,  ce  qui  exige  que  Ton  ait 

j  étant  un  nombre  entier  que  nous  pouvons  supposer  nul;  alors 

on  a 

fil 

—  1      i=cos. \-\  —  i.sm.  —  ; 

mais  on  a 

m  m 

la  partie  imaginaire  du  premier  membre  de  Téquation  (o)  est  donc 
—  y — 1.  sm. — .5'  — 71.(5 — i)'H ^^ \{s  —  ly —  etc.  . 

Déterminons  la  partie  imaginaire  du  second  membre  de  l'équa- 
tion (o).  On  a 

on  a  ensuite 


(-0'       =_V-i.(-i)" 


m 


à  cause  de  r=n — i   et  de  i  =  n  —  iH ;  or  on  a,  par  ce  qui 

précède, 

m 

—  1)     =cos. hv  —  1-sm.  —  ; 
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on  aura  donc,  pour  la  partie  imaginaire  du  second  membre  de 
Téquation  (o), 

mu                    ni 
sm. P  1  /  •       '\ii 

— a*~*.y^  1 . .fdx.x       . COS.  (25— n) . X . (  — 't- )  .fafdx. cr^. 

Si  Ton  égale  cette  fonction  à  la  partie  imaginaire  du  premier 
membre  de  cette  équation  ;  si  l'on  observe  de  plus  que 

m 

en  faisant  k  =  ff^"^''  dt.  c~^\  l'intégrale  étant  prise  depuis  t  nul 
jusqu'à  t  infini;  enfin,  si  l'on  suppose  2s  —  n  =  z,  on  aura 

m  III  m 

{n+z)  "  -n.{n+z-2)  "  +  ^^'-'-.{n+z-à)  "  -  etc. 

m 

nk.2''     .  ,"V    11  (     '      W7r\  /sin.jrA"  ,    . 

=  -^.fx    .dx.cos.[zx-—y\-^y        [p] 

Dans  le  premier  membre  de  celte  formule,  la  série  doit  être 
continuée  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  une  quantité  négative  éle- 
vée à  la  puissance  n  —  iH ,  z  ne  surpassant  point  n;  dans  le 

second  membre,  l'intégrale  doit  être  prise  depuis  x  nul  jusqu'à 
X  infini. 

La  comparaison  des  parties  réelles  des  deux  membres  de  l'équa- 
tion (0)  conduit  au  même  résultat;  et  d'ailleurs,  elle  prouve  que 
pour  la  coïncidence  des  deux  résultats  tirés  de  la  comparaison 
des  quantités  réelles  entre  elles  et  des  quantités  imaginaires  entre 
elles,  il  est  nécessaire  de  supposer,  comme  nous  l'avons  fait,y=o. 

TOMK  VU.  24 


\ 
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On  peut  encore  parvenir  à  la  formule  (/>),  au  moyen  de  l'équa- 
tion suivante, 

i.[(p{z+2,n)-(^{z,n)]={n+z-h2).(p'{z  +  2,n)  +  {n-z).(p'[z,n), 

(p'{zyn)  étant  le  coefficient  de  dz  dans  la  différentielle  de  ^(z,  n), 
et  (p{^,n)  étant  égal  à 

{n-hzf — n.[n-^-z  —2)'-+-  ^  ^(/i  +-2  —  4)' —  etc. 


1 .'?, 


tous  les  termes  dans  lesquels  la  quantité  élevée  à  la  puissance  i 
est  négative  devant  être  rejetés,  et  z  ne  surpassant  point  w,  en  sorte 
que  la  quantité  élevée  à  la  puissance  i  ne  surpasse  jamais  'in. 
En  résolvant  cette  équation  aux  différences  infiniment  petites  et 
finies,  par  la  méthode  du  n°  30,  et  déterminant  convenablement 
les  constantes  arbitraires,  on  parvient  à  la  formule  [p). 

Nous  allons  maintenant  donner  quelques  applications  de  cette 
formule,  qui  vont  nous  conduire  à  plusieurs  théorèmes  curieux 
d'analyse. 

Supposons  m  nul;  alors  on  a 

^  n 

la  formule  [p)  devient  ainsi 

(n+2)"-»— n.(n+z— 2)"-'+  ^:i^î— !i.(n+2— 4)""*—  etc. 

I  .2.3 (tI— l).2" 

.j  ,             ,  /sin.a;'\'* 
jdx  .cos.zx  .( j—  j 

On  a 

log.(^)"=«.log.(i-  ^^'*+  yÎ^  x'^-  etc.); 
ce  qui  donne 

/sin.a;'\»        -J''  /         nx'»  ^    \ 
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on  aura  donc,  par  le  n""  26,  en  faisant  zz=:r\Jn, 

rt  /  f  /sin.x'X'* 

jdx. COS. zx  A — r-l  /-ô~        ^      r  '^  -\ 

(Ai+r\/n)"-^-Ai.(Ai+r\/n— 2)"-  •  +  ^^'^^^    .('Î+''  V^— ^)'^'  —  ^^^• 

^  1.2.3 (n-i).2"  *     ^'^ 

la  série  de  ce  dernier  membre  devant  être  arrêtée  aux  puissances 
des  quantités  négatives. 

En  différentiant  cette  équation  par  rapport  à  r,  on  aura,  avefe 
la  condition  de  l'exclusion  des  puissances  des  quantités  négatives, 


1  -^  .3.../l~2.2 


.   [n+r\JnY  ''—n\n+r\Jn--'xy--^+^^'^^  .  ■^(/i4-r\/yi— 4)"  "'—  etc. 
-3r.Y/A.r'^'\ri~^.(5--ior'  +  3r*)-Hetc.l. 


En  continuant  de  difïérentier  ainsi,  on  aura  les  valeurs  des  diffé- 
rences inférieures,  pourvu  cependant  que  le  nombre  de  ces  dif- 
férentiations  soit  fort  petit  relativement  au  nombre  n.  On  peut 
observer  que  ces  équations  subsistent ,  en  y  faisant  r  négatif  ;  car 

cos.  2;û:'  ou  cos.x  r\Jn  est  le  même  dans  les  deux  cas  de  r  positif 
et  de  r  négatif. 

On  peut,  en  intégrant  successivement  Téquation  (qf),  obtenir 
des  théorèmes  analogues  sur  les  différences  finies  des  puissances 
supérieures  à  n,  en  excluant  toujours  les  puissances  des  quantités 
négatives.  Ainsi  Ton  a,  par  une  première  intégration, 

[n+ry^nY—n  (w+r\/n— 2)"+  ^'^^^'^^^{n+rSjn-'lxY—  etc. 


1.2 


1.2.3 n.'i" 


Ik. 
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On  déterminera  la  constante  arbitraire  C,  en  faisant  commencer 

avec  r,  Tintégraie/c^r.  c  *  ,  et  en  observant  qu'alors  r  étant  nui, 
le  dernier  membre  de  l'équation  se  réduit  à  cette  constante.  Dans 
ce  cas,  le  premier  devient 

nr—n.{n  —  2)'*-h  — ^-^— ^.(/i  —  à)" —  etc. 

Mais  on  a,  comme  on  sait,  sans  l'exclusion  des  puissances  des 
quantités  négatives , 

if — n.[n — 2)" — ^t^ ^^'{^  — ^Y^{ — w)'^=i.!i.3....n.!i*, 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  si  n  est  pair,  et  le  signe  inférieur  si 
n  est  impair.  Dans  les  deux  cas,  on  voit  que  la  somme  des  termes 
dans  lesquels  les  quantités  élevées  à  la  puissance  n  sont  néga- 
tives est  égale  à  la  somme  des  autres  termes;  on  a  donc,  avec  l'ex- 
clusion des  puissances  des  quantités  négatives , 

71" — n.{n — 2)"'+'  —^^—^.[n — ^Y — etc.=i.2.3...w.  2*-'; 

ce  qui  donne  C  =  -|-;  par  conséquent 

{n+r\fnY—n.{n+r\/n'-2Y+  M^ZJi.(n+r\/w'— 4)"—  etc. 


1.2 


1.2.3 71.2" 


En  intégrant  de  nouveau  cette  expression,  et  déterminant  conve- 
nablement la  constante  arbitraire,  on  trouve 

(/i+r\/n)'^^— n.(/i+r\/n— 2)"^»+  M^-lil.(n+r\/n— 4)'*^^—  etc. 

1.2.3 (7l+l).2".\//l 

=y/X.[./*.c-Vc-".ji  +  ^.(.-3.)j] 


'  r 
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43.  On  peut  étendre  les  méthodes  précédentes  à  la  détermina- 
tion de  la  différence  n""^  d'une  puissance  quelconque  d'une  fonc- 
tion rationnelle  de  s.  Il  suffit  pour  cela  de  réduire  par  la  méthode 
du  n^  29,  cette  fonction  à  la  forme  faf  .(pdx.  Mais  on  a  vu  qu'alors 
on  parvient  pour  déterminer  (p,  à  une  équation  différentielle  d'un 
degré  égal  au  plus  haut  exposant  de  s  dans  cette  fonction,  et  qui 
le  plus  souvent  n'est  pas  intégrable.  On  peut  obvier  à  cet  in- 
convénient au  moyen  de  multiples  intégrales,  de  la  manière 
suivante. 

Considérons  généralement  la  fonction 


[s+py.is+pj.is+p'f.  etc.' 

Si  dans  l'intégrale /a;*"*  tir.  c~^^*^''^-^  prise  depuis  x  nul  jusqu'à  x 

infini,  on  change  [s-hp).x  en  x,  elle  devient  -, ri.fx'^^dx.c"^, 

la  nouvelle  intégrale  étant  prise  dans  les  limites  précédentes.  La 
comparaison  des  deux  intégrales  donnera 

Il  suit  de  là  que 

1 


{s+pf\s+py\s+p'Y.  etc. 

fx^-^x'^'-Kx"'"-'.  etc.  dx.  dx.  dx\  etc.  c-p*-p'*'-/»^*^— »*-^(*-«^-*-*^-*^) 

~  fx^'dx.c-^.fx^'--'dx.c-^.fx'^"-'dx\c-'^.  etc.  ' 

toutes  les  intégrales  étant  prises  depuis  x,  x,  x",  etc.  nuls  jusqu'à 
leurs  valeurs  infinies;  on  aura  donc 


'{s+py.(s+pY.eijc. 

fx^\x''-\ etc.  dx.dx. eic.c''P^P'''-''''-'^'^''^'^K ^^-,^x^->tc._j )n 

fx'-'dx.c-^.fx''-'dx\  c-''\  etc. 
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On  réduira  facilement  en  séries  convergentes ,  par  la  méthode  du 
n°  40,  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  cette  expression;  et  si 
Ton  change  dans  ces  séries  les  signes  de  / ,  ï,  etc.  on  aura  la  valeur 
très-approchée  de 

^\{s'^py.{s-hpY.  etc. 

n,  i,  i\  etc.  étant  supposés  de  très-grands  nombres.  On  trouvera  par 
le  numéro  cité, 

^\[s-+-p)'.{s-h-pj'.  etc. 

__  \  I  —  I  etC    C  î'^^J •a-t-(*-+-p') .o'h- etc.— I— »■'_  tic.  fp oh-«'h- etc. .  \n 

^J    'VJ 


lfi.[i  +  i)        yiî.c"-^'-^'^-   \   (i'.[ï+\)  _    7?r.c°^'-^^"  \ 


etc. 


a,  a ,  etc.  étant  déterminés  par  les  équations 


i"+i       i+i 


a 


etc. 


Le  cas  le  plus  ordinaire  est  celui  dans  lequel  les  exposants  i,  i', 
i\  etc.  sont  égaux,  et  5  -hp,  .s  -+-p  ,  etc.  forment  une  progression 
arithmétique.  On  peut  obtenir  alors,  par  la  méthode  suivante,  la 
différence  finie  de  leur  produit  élevé  à  une  haute  puissance. 
Considérons  la  différence  A".  (5..v — i)'.  Si  l'on  fait  **=.<?' 
elle  devient 

En  développant  cette  fonction  en  série,  on  a 

A". 5'"—  I .  A".  5  •'■-•  -4-  ''^'""'^ .  A".  5'*'-'  —  etc. 
4  1.3. a' 


on  a 


< 
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Les  formules  du  n''  40  donneront  la  valeur  approchée  de  chacun  des 
termes  de  cette  série,  et  Ton  voit,  par  ces  formules,  que  n  et  i  étant 
de  très-grands  nombres,  A*.^*'  *  est  d'un  ordre  moindre  de  deux 
unités  que  A**. 5*',  d'où  il  suit  que  chaque  terme  de  la  série  précé- 
dente est  d'un  ordre  inférieur  d'une  unité  à  celui  qui  le  précède; 
ce  qui  montre  la  convergence  de  la  série. 

On  arriverait  au  même  résultat  en  résolvant  par  approximation 
l'équation  différentielle  du  second  ordre  en  ^,  à  laquelle  conduit 
la  méthode  du  n*"  29.  Lorsqu'on  suppose 

(^'-  j)' =/^^'^-^^; 

En  faisant  disparaître  s  des  coefficients  de  cette  équation ,  par  la 
méthode  citée,  dans  les  termes  affectés  du  signe  intégrai;  égalant 
ensuite  à  zéro  la  somme  de  ces  termes ,  et  supposant  ensuite  dans 
Téquation  différentielle  que  Ton  obtient  ainsi ,  ^  égal  à  une  suite 
ascendante  par  rapport  aux  puissances  de  a;,  on  aura  une  série  con- 
vergente. On  aura  ensuite 

d'où  Ton  tirera  une  valeur  en  série  de  A". (5* —  j\  ,  et  dans  la- 
quelle il  suffira  de  changer  le  signe  de  i,  pour  avoir  la  valeur  de 

Cette  manière  de  résoudre  par  approximation  féquation  diffé- 
rentielle en  (p,  et  que  nous  avons  indiquée  à  la  fin  du  n*"  30,  peut 
servir  dans  un  grand  nombre  de  cas  où  cette  équation  n'est  pas 
intégrable  exactement. 
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Remarque  générale  sur  la  convergence  des  séries. 

44.  Nous  terminerons  cette  introduction  par  une  observation 
importante  sur  la  convergence  des  séries  dont  nous  avons  fait  un 
si  fréquent  usage.  Ces  séries  convergent  très-rapidement  dans  leurs 
premiers  termes;  mais  souvent  cette  convergence  diminue  et  finit 
par  se  changer  en  divergence.  Elle  ne  doit  pas  empêcher  Tusage  de 
ces  séries,  en  n'employant  que  leurs  premiers  termes,  dans  lesquels 
la  convergence  est  rapide;  car  le  reste  de  la  série,  que  l'on  né- 
glige, est  le  développement  d'une  fonction  algébrique  ou  intégrale, 
très-petite  par  rapport  à  ce  qui  précède.  Pour  rendre  cela  sensible 
par  un  exemple,  considérons  le  développement  en  série,  de  l'in- 
tégrale fdt.  c-'\  prise  depuis  t=T  jusqu'à  t  infini.  On  a,  par  le 
n^27, 

pj.      /«       ^'~^*  /  1       ,      1.3  1.3.6         ^    \ 

Cette  série  finit  par  être  divergente,  quelque  grande  que  soit  la 
valeur  que  l'on  suppose  à  T;  mais  alors  on  peut  employer  sans 
erreur  sensible  ses  premiers  termes.  En  effet,  si  l'on  considère, 
par  exemple,  ses  quatre  premiers  termes,  le  reste  de  la  série  sera 

\  '' .  I — ^- — ;  or  cette  quantité,  abstraction  faite  du  signe, 

^        J     /                                  1.3  6.c-^' 
est  plus  petite  que  le  terme \  '    —  qui  précède,  c'est-à- 
dire  que  l'on  a 


Y^7    "^^  7 
car  on  a 


7.  1  — : =  constante -: 2.1 —  • 

En  déterminant  la  constante,   de   manière    que  l'intégrale  soit 
nulle  lorsque   t=^T,  on  aura  —77-  pour  cette  constante  ;  on 
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aura  donc,  en  prenant  l'intégrale  depuis  t=  T,  jusquà  t  infini, 

7J      f.      —    p  2.J      ^^     . 

La  série  précédente  peut  donc  être  employée  tant  qu  elle  est  con- 
vergente, puisque  Ton  est  sûr  que  ce  que  Ton  néglige  est  au- 
dessous  du  terme  auquel  on  s'arrête. 

Cette  série  jouit  encore  de  cette  propriété,  savoir,  qu'elle  est 
alternativement  plus  grande  et  plus  petite  que  sa  valeur  entière, 
suivant  que  l'on  s'arrête  à  un  terme  positif  ou  à  un  terme  négatif. 
On  peut  nommer  par  cette  raison  ce  genre  de  séries,  séries-limites. 
Au  reste  on  a  vu  dans  le  n*"  27 ,  que  dans  le  cas  où  elles  sont  diver- 
gentes on  peut,  en  les  réduisant  en  fractions  continues,  obtenir 
des  approximations  toujours  convergentes. 

Ce  que  nous  venons  de  dire  sur  la  série  précédente  peut  s'é- 
tendre à  toutes  celles  que  nous  avons  considérées,  et  doit  ôter 
toute  inquiétude  sur  les  usages  que  nous  en  avons  faits.  En  effet, 
on  peut  toujours  arrêter  ces  séries  au  point  où  elles  cessent  d'être 
convergentes,  et  représenter  le  reste  par  une  intégrale.  C'est  ce 
que  nous  allons  faire  voir  sur  la  formule  la  plus  générale  du 
développement  des  fonctions  en  séries. 

On  a ,  en  prenant  l'intégrale  depuis  z=o, 

fdz.(p\x — z)  =  9(^)  —  <p[x—^z) , 

<P'  (j?)  étant  la  différentielle  de  (p  [oo]  divisée  par  dx;  si  l'on  désigne 
pareillement  par  <^"  [x]  la  différentielle  de  <p'  [x]  divisée  par  dx,  par 
(p'  [x)  la  différentielle  de  <p''[x)  divisée  par  dx,  et  ainsi  de  suite, 
on  aura 

fdz.<p\x —  z)  =  z.ip'  {x  —  z)  ■+-fzdz.(p''[x  —  z) , 
fzdz.(p\x—z)  =  \z\(p''{x—z)  -^fJLz'dz.(p'"{x—z) , 
etc. 

En  continuant  ainsi,  on  trouvera  généralement 

TOIIB   TU.  Sf) 
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J  1.2.0 n  ~       ^         ' 

En  comparant  cette  expression  à  la  précédente ,  on  aura 

(p{a;)=(p{x-z)+z.(p'{x-z)  +  ^.<p''{x-z)....+  ,Jl_^-(p'"{^-^) 

+ ^ .  fz'dz.  0  '»*"  (x-z). 

1.2.0 n  J  T         \  I 

Faisons  x — z=t,  l'équation  précédente  prendra  cette  forme 

Tintégrale  étant  prise  depuis  2;'=o  jusqu'à  z=z.  Il  est  clair  que 
si  Ton  faisait  dans  cette  intégrale,  ^^'"^'^{t-hz — z)  constant,  on 
aurait  un  trop  grand  résultat,  si  Ton  prenait  la  plus  grande  valeur 
de  cette  quantité,  et  un  trop  petit  résultat,  en  prenant  sa  plus  petite 
valeur.  Il  y  a  donc  dans  Tintervalle  de  z  =o  à  z=z  une  valeur 
de  z  telle  qu'en  supposant  cette  quantité  constante,  on  aura  un 
résultat  exact.  Soit  u  cette  valeur,  l'intégrale  précédente  devient 


ainsi 


1.2.3....  7Î  +  1 

ce  qui  donne 


.^("-^^^(f+2-tt); 


1.2.3..../1+1 

z — u  étant  compris  entre  zéro  et  z.  On  pourra  ainsi  juger  de  la 
convergence  de  la  série  et  du  degré  d'approximation ,  lorsqu'on 
s'arrête  à  l'un  de  ses  termes. 
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THÉORIE    GÉNÉRALE    DES    PROBABILITÉS. 


CHAPITRE  PREMIER. 

PRINCIPES    GÉNÉRAUX    DE    CETTE    THÉORIE. 

1 .  On  a  vu  dans  rintrocluction  que  la  probabilité  d'un  événe- 
ment est  le  rapport  du  nombre  des  cas  qui  lui  sont  favorables  au 
nombre  de  tous  les  cas  possibles,  lorsque  rien  ne  porte  à  croire  que 
Tun  de  ces  cas  doit  arriver  plutôt  que  les  autres ,  ce  qui  les  rend 
pour  nous  également  possibles.  La  juste  appréciation  de  ces  cas 
divers  est  un  des  points  les  plus  délicats  de  l'analyse  des  hasards. 

Si  tous  les  cas  ne  sont  pas  également  possibles,  on  déterminera 
leurs  possibilités  respectives;  et  alors  la  probabilité  de  l'événement 
sera  la  somme  des  probabilités  de  chaque  cas  favorable.  En  effet, 
nommons  p  la  probabilité  du  premier  de  ces  cas.  Cette  probabilité 
est  relative  à  la  subdivision  de  tous  les  cas  en  d'autres  également 
possibles.  Soit  AMa  somme  de  tous  les  cas  ainsi  subdivisés,  et  n 
la  somme  de  ces  cas  qui  sont  favorables  au  premier  cas,  on  aura 

p=  -j^..  On  aura  pareillement  p=  —^p"=L—^  etc.  en  marquant 

d'un  trait,  de  deux  traits,  etc.  les  lettres  /)  et  /i,  relativement  au 
second  cas,  au  troisième,  etc.  Maintenant,  la  probabilité  de  l'évé- 
nement dont  il  s'agit  est,  par  la  définition  même  de  la  probabilité, 

.     ,    ,                                   n+/i'+/i"+etc. 
égale  a  -^, ; 

elle  est  donc  égale  ^p+p  +  p  +  etc. 

Sf). 
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Lorsqu'un  événement  est  composé  de  deux  événements  simples , 
indépendants  l'un  de  l'autre,  il  est  clair  que  le  nombre  de  tous  les 
cas  possibles  est  le  produit  des  deux  nombres  qui  expriment  tous  les 
cas  possibles  relatifs  à  chaque  événement  simple;  parce  que  cha- 
cun des  cas  relatifs  à  l'un  de  ces  événements  peut  se  combiner 
avec  tous  les  cas  relatifs  à  l'autre  événement.  Par  la  même  raison 
le  nombre  des  cas  favorables  à  l'événement  composé  est  le  produit 
des  deux  nombres  qui  expriment  les  cas  favorables  à  chaque  évé- 
nement simple;  la  probabilité  de  l'événement  composé  est  donc 
alors  le  produit  des  probabilités  de  chaque  événement  simple. 
Ainsi  la  probabilité  d'amener  deux  fois  de  suite  un  as  avec  un  dé^ 
est  un  trente-sixième,  lorsque  l'on  suppose  les  faces  du  dé  parfai- 
tement égales;  parce  que  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  en 
deux  coups  est  trente-six,  chaque  cas  de  la  première  projection 
pouvant  se  combiner  avec  les  six  cas  de  la  seconde  ;  et  parmi  tous 
ces  cas,  un  seul  donne  deux  as  de  suite. 

En  général,  si  p,  p\  p\  etc.  sont  les  possibilités  respectives  d'un 
nombre  quelconque  d'événements  simples  indépendants  les  uns 
des  autres,  le  produit  p.  p.  p\  etc.  sera  la  probabilité  d'un  événe- 
ment composé  de  ces  événements. 

Si  les  événements  simples  sont  liés  entre  eux ,  de  manière  que 
la  supposition  de  l'arrivée  du  premier  influe  sur  la  probabilité  de 
l'arrivée  du  second,  on  aura  la  probabilité  de  l'événement  com- 
posé, en  déterminant,  i°  la  probabilité  du  premier  événement; 
2^  la  probabilité  que,  cet  événement  étant  arrivé,  le  second  aura 
lieu. 

Pour  démontrer  ce  principe  d'une  manière  générale,  nommons 
p  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles,  et  supposons  que  dans  ce 
nombre  il  y  en  ait  p  favorables  au  premier  événement.  Suppo- 
sons ensuite  que  dans  le  nombre  p'  il  y  en  ait  ^  favorables  au 

second  événement,  il  est  clair  que  -  sera  la  probabilité  de  Tévé- 
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nement  composé  ;  mais  la  probabilité  du  premier  événement  est  ^  ; 
la  probabilité  que  cet  événement  étant  arrivé,  le  second  aura  lieu, 

est  -^  car  alors  un  des  cas  p'  devant  exister,  on  ne  doit  considérer 

P  .  - 

que  ces  cas.  Maintenant  on  a 

l  —  l.  ^  . 
P       P   P 

ce  qui  est  ia  traduction  en  analyse  du  principe  énoncé  ci-dessus. 

En  considérant  comme  événement  composé,  l'événement  ob- 
servé, joint  à  un  événement  futur,  la  probabilité  de  ce  dernier 
événement,  tirée  de l'événenemnt  observé,  est  évidemment  la  pro- 
babilité que  Tévénement  observé  ayant  lieu,  Tévénement  futur 
aura  lieu  pareillement;  or,  par  le  principe  que  nous  venons  d'ex- 
poser, cette  probabilité  multipliée  par  celle  de  l'événement  observé, 
déterminée  à  priori,  ou  indépendamment  de  ce  qui  est  déjà  ar- 
rivé ,  est  égale  à  celle  de  l'événement  composé  déterminé  à  priori; 
on  a  donc  ce  nouveau  principe  relatif  à  la  probabilité  des  événe- 
ments futurs,  déduite  des  événements  observés. 

La  probabilité  d'un  événement  futur,  tirée  d'un  événement 
observé,  est  le  quotient  de  la  division  de  la  probabilité  de  l'événe- 
ment composé  de  ces  deux  événements,  et  déterminé  à  priori  par 
la  probabilité  de  l'événement  observé,  déterminée  pareillement  à 
priori. 

De  là  découle  encore  cet  autre  principe  relatif  à  la  probabilité 
des  causes  tirées  des  événements  observés. 

Si  un  événement  observé  peut  résulter  de  n  causes  différentes, 
leurs  probabilités  sont  respectivement,  comme  les  probabilités  de 
f événement,  tirées  de  leur  existence;  et  la  probabilité  de  chacune 
d'elles  est  une  fraction  dont  le  numérateur  est  la  probabilité  de 
l'événement,  dans  l'hypothèse  de  l'existence  de  la  cause,  et  dont 
le  dénominateur  est  la  somme  des  probabilités  semblables,  rela- 
tives à  toutes  les  causes. 
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Considérons,  en  effet,  comme  événement  composé,  Tévénement 
observé  résultant  d'une  de  ces  causes  :  la  probabilité  de  cet  évé- 
nement composé,  probabilité  que  nous  désignerons  par  E,  sera, 
par  ce  qui  précède ,  égale  au  produit  de  la  probabilité  de  l'évé- 
nement observé,  déterminée  à  priori ,  et  que  nous  nommerons  F, 
par  la  probabilité  que,  cet  événement  ayant  lieu,  la  cause  dont  il 
s'agit,  existe,  probabilité  qui  est  celle  de  la  cause  tirée  de  l'évé- 
nement observé,  et  que  nous  nommerons  P.  On  aura  donc 

^       F' 

La  probabilité  de  l'événement  composé  est  le  produit  de  la  pro- 
babilité de  la  cause,  parla  probabilité  que,  cette  cause  ayant  lieu, 
l'événement  arrivera,  probabilité  que  nous  désignerons  par  H. 
Toutes  les  causes  étant  supposées  à  priori  également  possibles, 

la  probabilité  de  chacune  d'elles  est  -;  on  a  donc 

71 

La  probabilité  de  l'événement  observé  est  la  somme  de  tous  les 

jj 

JF  relatifs  à  chaque  cause;  en  désignant  donc  par  S.  —  la   somme 

H  ^ 

de  toutes  les  valeurs  de  —,  on  aura 

n 

n 
l'équation  P  ==  —  deviendra  donc 

H 


S.H' 


ce  qui  est  le  principe  énoncé  ci-dessus,  lorsque  toutes  les  causes 
sont  à  priori  également  possibles.  Si  cela  n'est  pas,  en  nommant 
p  la  probabilité  à  priori  de  la  cause  que  nous  venons  de  considé- 
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rer^  on  aura  E  :=^  Hp;  et  en  suivant  le  raisonnement  précédent, 
on  trouvera 

p_    Hp    , 
S.Hp' 

ce  qui  donne  les  probabilités  des  diverses  causes,  lorsqu'elles  ne 
sont  pas  toutes  également  possibles  à  priori. 

Pour  appliquer  le  principe  précédent  à  un  exemple,  supposons 
qu  une  urne  renferme  trois  boules  dont  chacune  ne  puisse  être 
que  blanche  ou  noire;  qu'après  avoir  tiré  une  boule,  on  la  re- 
mette dans  l'urne  pour  procéder  à  un  nouveau  tirage,  et  qu'après 
m  tirages,  on  n'ait  amené  que  des  boules  blanches.  Il  est  visible 
que  Ton  ne  peut  faire  à  priori  que  quatre  hypothèses;  car  les 
boules  peuvent  être,  ou  toutes  blanches,  ou  deux  blanches  et  une 
noire,  ou  deux  noires  et  une  blanche,  ou  enfin  toutes  noires.  Si 
Ton  considère  ces  hypothèses  comme  autant  de  causes  de  l'évé- 
nement observé ,  les  probabilités  de  l'événement  relatives  à  ces 
causes  seront 

Les  probabilités  respectives  de  ces  hypothèses,  tirées  de  l'événe- 
ment observé,  seront  donc,  par  le  troisième  principe. 


On  voit,  au  reste,  qu'il  est  inutile  d'avoir  égard  aux  hypothèses 
qui  excluent  l'événement,  parce  que  la  probabilité  résultante  de 
ces  hypothèses  étant  nulle,  leur  omission  ne  change  point  les 
expressions  des  autres  probabilités. 

Si  l'on  veut  avoir  la  probabilité  de  n'amener  que  des  boules 
noires  dans  les  m  tirages  suivants,  on  déterminera  à  priori  les 
probabilités  d'amener   d'abord  m  boules  blanches,  ensuite  m 
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boules  noires.  Ces  probabilités  sont,  relativement  aux  hypothèses 
précédentes, 


^»         3l»-Hm'»        3"»-^"«"        ^' 


et  comme  à  priori  les  quatre  hypothèses  sont  également  possi- 
bles, la  probabilité  de  l'événement  composé  sera  le  quart  de  la 
somme  des  quatre  probabilités  précédentes,  ou 


1    a^+î' 
ï'1 


Les  probabilités  de  Tévénement  observé  déterminées  à  priori  dans 
les  quatre  hypothèses  précédentes,  étant  respectivement 

3^»     3^-»     3^»     ^> 
le  quart  de  leur  somme,  ou 

sera  la  probabilité  de  l'événement  observé  déterminée  à  priori; 
en  divisant  donc  la  probabilité  de  l'événement  composé,  par  cette 
probabilité,  on  aura,  par  le  second  principe, 

pour  la  probabilité  d'amener  m  boules  noires  dans  les  m  tirages 
suivants. 

On  peut  encore  déterminer  cette  probabilité  par  le  principe 
suivant. 

La  probabilité  d'un  événement  futur  est  la  somme  des  produits 
de  la  probabilité  de  chaque  cause  tirée  de  l'événement  observé, 
par  la  probabilité  que,  cette  cause  existant,  l'événement  futur 
aura  lieu. 
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Ici  les  probabilités  de  chaque  cause,  tirées  de  révénement 
observé,  sont,  comme  on  Ta  vu, 

o; 


ies  probabilités  de  Tévénement  futur,  relatives  à  ces  causes,  sont 
respectivement 

^»      3**"     3^'      ^' 
la  somme  de  leurs  produits  respectifs,  ou 

3"'-(3"+a"+i)' 

sera  la  probabilité  de  Tévénement  futur  tirée  de  l'événement 
observé,  ce  qui  est  conforme  à  ce  qui  précède. 

Si  Ton  suppose  quatre  boules  dans  l'urne,  et  qu'ayant  amené 
une  boule  blanche  au  premier  tirage,  on  cherche  la  probabilité  de 
n*amener  que  des  boules  noires  dans  les  m  tirages  suivants,  on  trou- 
vera, parles  principes  exposés  ci-dessus,  cette  probabilité  égale  à 

3 -1-2  "*'■*■' +  3"*' 

Si  le  nombre  des  boules  blanches  égale  celui  des  noires,  la 
probabilité  de  n'amener  que  des  boules  noires  dans  m  tirages  est 

-JJ7.  Elle  surpasse  la  précédente,  lorsque  m  est  égal  ou  moindre 

que  5;  mais  elle  lui  devient  inférieure,  lorsque  m  surpasse  5, 
quoique  la  boule  blanche  extraite  d'abord  de  fume  indique  une 
supériorité  dans  le  nombre  des  boules  blanches.  L'explication  de 
ce  paradoxe  tient  à  ce  que  cette  indication  n'exclut  point  la 
supériorité  du  nombre  des  boules  noires  ;  elle  la  rend  seulement 
moins  probable ,  au  lieu  que  la  supposition  d'une  égalité  parfaite 
entre  le  nombre  des  blanches  et  celui  des  noires  exclut  cette  supé- 
riorité; or  cette  supériorité,  quelque  petite  que  soit  sa  proba- 
bilité, doit  rendre  la  probabilité  d'amener  de  suite  m   boules 

TOMB  TH.  2G 


202      THÉORIE  ANALYTIQUE  DES  PROBABILITÉS. 

noires,  plus  grande  que  dans  le  cas  de  l'égalité  des  couleurs» 
lorsque  m'  est  considérable. 

L'inégalité  qui  peut  exister  entre  des  choses  que  l'on  suppose 
parfaitement  semblables  peut  avoir  sur  les  résultats  du  calcul 
des  probabilités  une  influence  sensible  qui  mérite  une  attention 
particulière.  Considérons  le  jeu  de  croix  et  pile,  et  supposons  qu*il 
soit  également  facile  d'amener  croix  que  pile  ;  alors  la  probabi- 
lité d'amener  croix  au  premier  coup  est  \^  et  celle  de  l'amener 
deux  fois  de  suite  est  \.  Mais  s'il  existe  dans  la  pièce  une  inéga- 
lité qui  fasse  paraître  une  des  faces  plutôt  que  l'autre,  sans  que 
Ton  connaisse  la  face  que  cette  inégalité  favorise,  la  probabilité 
d'amener  croix  au  premier  coup  restera  toujours  \,  parce  que 
dans  l'ignorance  où  l'on  est  de  la  face  que  cette  inégalité  favo- 
rise, autant  la  probabilité  de  l'événement  simple  est  augmentée, 
si  cette  inégalité  lui  est  favorable,  autant  elle  est  diminuée,  si 
cette  inégalité  lui  est  contraire.  Mais  la  probabilité  d'amener  croix 
deux  fois  de  suite  est  augmentée,  malgré  cette  ignorance;  car 
cette  probabilité  est  égale  à  celle  d'amener  croix  au  premier  coup , 
multipliée  par  la  probabilité  que  l'ayant  amené  au  premier  coup, 
on  l'amènera  au  second;  or  son  arrivée  au  premier  coup  est 
un  motif  de  croire  que  l'inégalité  de  la  pièce  la  favorise;  elle 
augmente  donc  la  probabilité  de  l'amener  au  second;  ainsi  le 
produit  des  deux  probabilités  est  accru  par  cette  inégalité.  Pour 
soumettre  cet  objet  au  calcul,  supposons  que  l'inégalité  de  la  pièce 
accroisse  de  la  quantité  a  la  probabilité  de  l'événement  simple 
qu'elle  favorise.  Si  cet  événement  est  croix  y  la  probabilité  sera 
\  -h  a,  et  la  probabilité  de  l'amener  deux  fois  de  suite  sera  [\  -+-  a)*. 
Si  l'événement  favorisé  est  pile,  la  probabilité  de  croix  sera  \  —  a, 
et  la  probabilité  de  l'amener  deux  fois  de  suite  sera  (y  —  a )*. 
Comme  on  n'a  d'avance  aucune  raison  de  croire  que  l'inégalité 
favorise  plutôt  l'un  que  l'autre  des  événements  simples,  il  est  clair 
que  pour  avoir  la  probabilité  de  l'événement  composé  croix-croix, 
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il  faut  ajouter  les  deux  probabilités  précédentes,  et  prendre  la 
moitié  de  leur  somme,  ce  qui  donne  y  -h  a*  pour  cette  probabi- 
lité :  c'est  aussi  la  probabilité  de  pile-pile.  On  trouvera  parle  même 
raisonnement,  que  la  probabilité  de  l'événement  composé  croix- 
pile  ou  pile-croix  est  \  —  a';  par  conséquent,  elle  est  moindre 
que  celle  de  la  répétition  du  même  événement  simple. 

Les  considérations  précédentes  peuvent  être  étendues  à  des 
événements  quelconques,  p  représentant  la  probabilité  d'un  évé- 
nement simple,  et  1 — p  celle  de  l'autre  événement;  si  l'on  dé- 
signe par  P  la  probabilité  d'un  résultat  relatif  à  ces  événements, 
et  que  l'on  suppose  que  p  soit  réellement  p±(t,  a  étant  une  quan- 
tité inconnue,  ainsi  que  le  signe  qui  l'affecte,  la  probabilité  P  du 
résultat  sera 

n         1        ,   ddP  1  ^  d'P 

1.2  dp*  i.Q.3.4         a/)* 

En  faisant  P  =  p",  c'est-à-dire  en  supposant  que  le  résultat  re- 
latif aux  événements  soit  n  fois  la  répétition  du  premier,  la  pro- 
babilité P  deviendra 

p"-i ^ ^ .  a\ p"-' H ^^ ~—ô-,— ■  •  a*. p'*"*  -4-  etc. 

'^  1.2  '  1.2.3.4  ' 

Ainsi  Terreur  inconnue  que  l'on  peut  supposer  dans  la  probabi- 
lité des  événements  simples  accroît  toujours  la  probabilité  des 
événements  composés  de  la  répétition  du  même  événement. 

2.  La  probabilité  des  événements  sert  à  déterminer  l'espérance 
et  la  crainte  des  personnes  intéressées  à  leur  existence.  Le  mot 
espérance  a  diverses  acceptions;  il  exprime  généralement  l'avan- 
tage de  celui  qui  attend  un  bien  quelconque  dans  une  supposi- 
tion qui  n'est  que  vraisemblable.  Dans  la  théorie  des  hasards,  cet 
avantage  est  le  produit  de  la  somme  espérée  par  la  probabilité 
de  Tobtenir  :  c'est  la  somme  partielle  qui  doit  revenir,  lorsqu'on 
ne  veut  point  courir  les  risques  de  l'événement,  en  supposant 
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que  la  répartition  de  la  somme  entière  se  fasse  proportionnelle- 
ment aux  probabilités.  Cette  manière  de  la  répartir  est  la  seule 
équitable,  quand  on  fait  abstraction  de  toute  circonstance  étran- 
gère ;  parce  que  avec  un  égal  degré  de  probabilité  on  a  un  droit 
égal  sur  la  somme  espérée.  Nous  nommerons  cet  avantage,  espé- 
rance malhématique f  pour  le  distinguer  de  l'espérance  morale,  qui 
dépend,  comme  lui,  du  bien  espéré  et  de  la  probabilité  de  Tob- 
tenir,  mais  qui  se  règle  encore  sur  mille  circonstances  variables 
qu'il  est  presque  toujours  impossible  de  définir,  et  plus  encore 
d'assujettir  au  calcul.  Ces  circonstances,  il  est  vrai,  ne  faisant 
qu'augmenter  ou  diminuer  la  valeur  du  bien  espéré ,  on  peut  con- 
sidérer l'espérance  morale  elle-même  comme  le  produit  de  cette 
valeur,  par  la  probabilité  de  l'obtenir;  mais  on  doit  alors  distin- 
guer dans  le  bien  espéré ,  sa  valeur  relative  de  sa  valeur  absolue  : 
celle-ci  est  indépendante  des  motifs  qui  le  font  désirer,  au  lieu 
que  la  première  croît  avec  ces  motifs. 

On  ne  peut  donner  de  règle  générale  pour  apprécier  cette  va- 
leur relative  ;  cependant  il  est  naturel  de  supposer  la  valeur  rela- 
tive d'une  somme  infiniment  petite,  en  raison  directe  de  sa  valeur 
absolue ,  en  raison  inverse  du  bien  total  de  la  personne  intéressée. 
En  effet,  il  est  clair  qu'un  franc  a  très-peu  de  prix  pour  celui  qui 
en  possède  un  grand  nombre,  et  que  la  manière  la  plus  naturelle 
d'estimer  sa  valeur  relative  est  de  la  supposer  en  raison  inverse 
de  ce  nombre. 

Tels  sont  les  principes  généraux  de  l'analyse  des  probabilités. 
Nous  allons  maintenant  les  appliquer  aux  questions  les  plus  déli- 
cates et  les  plus  difficiles  de  cette  analyse.  Mais  pour  mettre  de 
l'ordre  dans  cette  matière,  nous  traiterons  d'abord  les  questions 
dans  lesquelles  les  probabilités  des  événements  simples  sont  don- 
nées; nous  considérerons  ensuite  celles  dans  lesquelles  ces  possi- 
bilités sont  inconnues,  et  doivent  être  déterminées  par  les  événe- 
ments observés. 


LIVRE  DEUXIÈME.  205 


CHAPITRE  IL 

DE  LA  PROBABILITÉ   DES  ÉVÉNEMENTS    COMPOSÉS    D'ÉVÉNEMENTS  SIMPLES  DONT 
LES  POSSIBILITÉS  RESPECTIVES  SONT  DONNÉES. 


3.  Si  ron  développe  le  produit  (i-f-/)).(i-f-p  ).(  i-f-^").  etc. 
composé  de  n  facteurs,  ce  développement  renfermera  toutes  les 
combinaisons  possibles  des  n  lettres  p,  p\p\... .p^"'~'\  prises  une 
à  une,  deux  à  deux,  trois  à  trois,  etc.  jusqu'à  n  à  ti;  et  chaque 
combinaison  aura  pour  coefficient  l'unité.  Ainsi  la  combinaison 
ppp"  résultant  du  produit  (  i  -+-p).  (i  -f- />').(  i-t-p''),  multiplié 
par  le  terme  i  du  développement  des  autres  facteurs,  son  coeffi- 
cient est  évidemment  l'unité.  Maintenant,  pour  avoir  le  nombre 
total  des  combinaisons  de  n  lettres  prises  x  k  x,  on  observera 
que  chacune  de  ces  combinaisons  devient  p*,  lorsqu'on  suppose 
p,  p" ,  etc.  égaux  à  p.  Alors  le  produit  des  n  facteurs  précédents  se 
change  dans  le  binôme  (  i  -t-p)'*;  or  le  coefficient  de  p*  dans  le 
développement  de  ce  binôme  est 

n.(n— i).(n— a) {n  —  x+\)^ 

1.2.0.  •  .  .  •  OC 

cette  quantité  exprime  donc  le  nombre  des  combinaisons  des  n 
lettres  prises  x  k  x.  On  aura  le  nombre  total  des  combinaisons  de 
ces  lettres  prises  une  à  une,  deux  à  deux,  etc.  jusqu'à  n  k  n,  en 
fusant  p=  i  dans  le  binôme  (  i  -f-  p)%  et  en  retranchant  l'unité, 
ce  qui  donne  2"  —  1  pour  ce  nombre. 

Supposons  que  dans  chaque  combinaison  on  ait  égard  non- 
seulement  au  nombre  des  lettres,  mais  encore  à  leur  situation ,  on 
déterminera  le  nombre  des  combinaisons  en  observant  que  dans 
la  combinaison  de  deux  lettres  pp,  on  peut  mettre  p  à  la  seconde 
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place,  et  ensuite  à  la  première;  ce  qui  donne  les  deux  combinai- 
sons pp,  pp.  En  introduisant  ainsi  une  nouvelle  lettre  p"  dans 
chacune  de  ces  combinaisons,  on  peut  la  mettre  à  la  première,  à 
la  seconde  ou  à  la  troisième  place ,  ce  qui  donne  2 .  3  combinai- 
sons. En  continuant  ainsi,  on  voit  que  dans  une  combinaison  de 
a?  lettres  on  peut  leur  donner  1.2. 3.  .  .x  situations  difFérentes; 
d'où  il  suit  que  le  nombre  total  des  combinaisons  de  n  lettres, 
prises  x  à  x,  étant,  par  ce  qui  précède, 

7?.(f?— i).(n— -2) {n—x  +  \) 

1.2.6 X  ' 

le  nombre  total  des  combinaisons ,  lorsqu'on  a  égard  à  la  diffé- 
rente situation  des  lettres ,  sera  cette  même  fonction ,  en  suppri- 
mant son  dénominateur. 

On  peut  facilement,  au  moyen  de  ces  formules,  déterminer  les 
bénéfices  des  loteries^  Supposons  que  le  nombre  des  numéros 
d'une  loterie  soit  n,  et  qu'il  en  sorte  r  à  chaque  tirage,  on  veut 
avoir  la  probabilité  qu'une  combinaison  de  s  de  ces  numéros  sor- 
tira au  premier  tirage. 

Le  nombre  total  des  combinaisons  des  numéros,  pris  rkr,  est, 
par  ce  qui  précède, 

^.(n~i).(n— 2) [n—r-h]) 


1.2.3. 


Pour  avoir  parmi  ces  combinaisons  le  nombre  de  celles  dans 
lesquelles  les  s  numéros  sont  compris,  on  observera  que  si  l'on 
retranche  ces  numéros  de  la  totalité  des  numéros,  et  que  Ton 
combine  r  —  s  k  r—  s,  le  reste  n  —  s,  le  nombre  de  ces  combi- 
naisons sera  le  nombre  cherché;  car  il  est  clair  qu'en  ajoutant  les 
s  numéros  à  chacune  de  ces  combinaisons  on  aura  les  combinai- 
sons rkr  des  numéros  dans  lesquelles  sont  ces  s  numéros.  Ce 
nombre  est  donc 

(w—.v ).(/?— 5—1) (n— r+i)  ^ 

1.2.3 i'^—s) 
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en  le  divisant  par  ie  nombre  total  des  combinaisons  rkr  des  n 
numéros,  on  aura  pour  la  probabilité  cherchée, 

r.(r— i).(r— 2) fr— .v+i) 

n.(n— i).(7i— 2) (w— 5+1)' 

En  divisant  cette  quantité  par  1 .  2 . 3 .  •  .  5 ,  on  aura ,  par  ce  qui 
précède,  la  probabilité  que  les  s  numéros  sortiront  dans  un  ordre 
déterminé  entre  eux.  On  aura  la  probabilité  que  les  s  premiers 
numéros  du  tirage  seront  ceux  de  la  combinaison  proposée,  en 
observant  que  cette  probabilité  revient  à  celle  d'amener  cette 
combinaison,  en  supposant  qu'il  ne  sort  que  s  numéros  à  chaque 
tirage;  ce  qui  revient  à  faire  r  =  s  dans  la  fonction  précédente, 
qui  devient  ainsi 

1.2.3 s 


n.[n—i) — (n— 5+1)' 


Enfin,  on  aura  la  probabilité  que  les  s  numéros  choisis  sortiront 
les  premiers  dans  un  ordre  déterminé,  en  réduisant  le  numéra- 
teur de  cette  fraction  à  l'unité. 

Les  quotients  des  mises  divisées  par  ces  probabilités  sont  ce 
que  la  loterie  doit  rendre  aux  joueurs  :  l'excédant  de  ces  quotients 
sur  ce  qu  elle  donne  est  son  bénéfice.  En  effet,  si  l'on  nomme  p 
la  probabilité  du  joueur,  m  sa  mise,  et  x  ce  que  la  loterie  doit  lui 
rendre,  pour  l'égalité  du  jeu;  oc~m  sera  la  mise  de  la  loterie; 
car  ayant  reçu  la  mise  m,  et  rendant  x  au  joueur,  elle  ne  met  au 
jeu  qnex  —  m.  Or  pour  l'égalité  du  jeu,  l'espérance  mathéma- 
tique de  chaque  joueur  doit  être  égale  à  sa  crainte  :  son  espé- 
rance est  le  produit  de  la  mise  a;  —  m  de  son  adversaire,  par  la 
probabilité  p  de  l'obtenir;  sa  crainte  est  le  produit  de  sa  mise 
m,  par  la  probabilité  i—p  de  la  perte.  On  a  donc 

p.[x  ~m)  ^-(1 — p).  m, 
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c est-à-dire  que  pour  l'égalité  du  jeu,  les  mises  doivent  être  réci- 
proques aux  probabilités  de  gagner.  Cette  équation  donne 


m 


ainsi  ce  que  la  loterie  doit  rendre  est  le  quotient  de  la  mise 
divisée  par  la  probabilité  du  joueur  pour  gagner. 

4.  Une  loterie  étant  composée  de  ti  numéros  dont  r  sortent  à 
chaque  tirage,  on  demande  la  probabilité  qu'après  i  tirages,  tous 
les  numéros  seront  sortis. 

Nommons  z^^^  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  après  i  tirages, 

la  totalité  des  n"*'  i ,  2 ,  3 , q  sera  sortie.  Il  est  clair  que  ce 

nombre  est  égal  au  Uiombre  z„  ,y_,  de  cas  dans  lesquels  les  h***  1,2, 
3,...^ — 1  sont  sortis,  moins  le  nombre  de  cas  dans  lesquels, 
ces  numéros  étant  sortis,  le  n**  q  n'est  pas  sorti;  or  ce  dernier 
nombre  est  évidemment  le  même  que  celui  des  cas  dans  lesquels 
les  n"*"  1,  2 ,  3,  ...  ^ — 1  seraient  sortis,  si  l'on  ôtait  le  n"*  q  des  n 
numéros  de  la  loterie,  et  ce  nombre  est  z„_,  ,y_i;  on  a  donc 


Z. 


n,q' 


Maintenant  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  dans  un  seul 

tirage  étant     '^  "^  ^'^ — ^^ ^   — ,  celui  de  tous  les  cas  pos- 

sibles  dans  /  tirages  est 


/n.(7!-i).(n~2) (71— r+Oy 

\  1.2.3. ...r  / 


Le  nombre  de  tous  les  cas  dans  lesquels  le  n*"  1  ne  sortira  pas 
dans  ces  i  tirages  est  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  lors- 
qu'on retranche  ce  numéro  des  n  numéros  de  la  loterie;  et  ce 
nombre  est 


\  1.2.3 r  /  ' 
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le  nombre  des  cas  dans  lesquels  le  n""  i  sera  sorti  dans  i  tirages 
est  donc 

/n.{n'-'i)....{n-r+i)V       /{n-i).{n-2)....{n-r)V 
\  1.2.3 r  )        \  1.2.3 r  /  ' 


OU 


/(n-i).(/i-2)..,.(;i-r)Y\ 
^•\  1.2.3. ...r  }  ' 


cest  la  valeur  de  z^i.  Cela  posé,  l'équation  (i)  donnera,  en  y  fai- 
sant successivement  ^===2,^  =  3,  etc. 

_,./(n-a).(n-3)....(n-r-.)Y- 

^  ^^./(»-3)-(»-A)....("-r-2)y 

"''  *\  1.2.3 r  /' 

etc. 

et  généralement, 

^J(H-y).(n-y-i)....(n-r-y+.)y 
"'^  \  1.2.3 r  / 

Ainsi  la  probabilité  que  les  n°M ,  2,  3 , . . .  ^  sortiront  dans  i  tirages 
étant  égale  à  z^^^  divisé  par  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles, 
elle  sera 

A7.[(n^(y).(/i~y-i) [n^r-q+\)\ 

[n.(n-~i).(n  — 2  )....(  w—r  +  i)]'" 

Si  Ton  fait  dans  cette  expression  q  =  n,  on  aura,  s  étant  ici  la 
variable  qui  doit  être  supposée  nulle  dans  le  résultat, 

A\[a. (5—1)... 1.(5— r+i)y 
[/î.(n-i)....(n~r+i)y 

pour  l'expression  de  la  probabilité  que  tous  les  numéros  de  la 
loterie  sortiront  dans  i  tirages. 

Si  n  et  i  sont  de  très-grands  nombres,  on  aura,  par  les  for- 
mules du  n*"  40  du  premier  livre,  la  valeur  de  cette  probabilité, 
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au  moyen  d'une  série  très-convergente.  Supposons,  par  exemple, 
qu'il  ne  sort  qu'un  numéro  à  chaque  tirage,  la  probabilité  précé- 
dente devient 

Proposons-nous  de  déterminer  le  nombre  i  de  tirages  dans  les- 
quels cette  probabilité  est  -r ,  w  et  i  étant  de  très-grands  nombres. 

En  suivant  l'analyse  du  numéro  cité,  on  déterminera  d'abord  a 
par  l'équation 


0= s 


ce  qui  donne 


H-i   (    i—ç-^  j 

n+s  ')        s.c~^\' 

Il J 

n+s 


On  a  ensuite  par  le  n""  40  du  premier  livre,  lorsque  C"  est  une 
quantité  très-petite  de  l'ordre  -r ,  comme  cela  a  lieu  dans  la  ques- 
tion présente;  on  a,  dis-je,  aux  quantités  près  de  l'ordre  ^ ,  s  étant 
supposé  nul  dans  le  résultat  du  calcul, 

or  on  a ,  aux  quantités  près  de  l'ordre  77 , 
en  supposant  ensuite  c~^=2,  on  a 
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de  plus,  Téquation  qui  détermine  a,  donne 

7  -+- 1  —  na=[i-\-i).z; 
d'où  ion  tire 

on  aura  donc ,  aux  quantités  près  de  l'ordre  ^ , 

Pour  déterminer  z,  reprenons  l'équation 

on  aura,  par  la  formule  [p)  du  n""  21  du  second  livre  de  la 
Mécanique  céleste, 


etc. 


9  étant  supposé  égal  à  c    ^  '    .  Cette  valeur  de  z  donne 

c-"' =  c-"9.  [  1  —  (t  H- 1  ) .  9']  ; 
par  conséquent, 

^"•*'  ™  r         /i+i  — 2n\  /n  +  i  +  aX     ,"1 

En  égalant  cette  quantité  à  la  fraction  j  >  on  aura 

or  on  a 

i-i-i=  —  n.log.q; 

on  aura  donc  à  très-peu  près  pour  l'expression  du  nombre  i  de 
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tirages,  après  lesquels  la  probabilité  que  tous  les  numéros  seront 
sortis  est  j , 

1  =  (log,  71 — log.log.  k).{n — T  +  ilog-  ^  -+-  T^^g-  *• 

on  doit  observer  que  tous  ces  logarithmes  sont  hyperboliques. 

Supposons  la  loterie  composée  de  dix  mille  numéros,  ou 
n=  10000,  et  k=2 ,  cette  formule  donne 

1  =  96767,4 

pour  l'expression  du  nombre  de  tirages  dans  lesquels  on  peut 
parier  un  contre  un  que  les  dix  mille  billets  de  la  loterie  sortiront; 
il  y  a  donc  un  peu  moins  d'un  contre  un  à  parier  qu'ils  sorti- 
ront dans  95767  tirages,  et  un  peu  plus  d'un  contre  un  à  parier 
qu'ils  sortiront  dans  96768  tirages. 

On  déterminera,  par  une  analyse  semblable,  le  nombre  des 
tirages  dans  lesquels  on  peut  parier  un  contre  un,  que  tous  les 
numéros  de  la  loterie  de  France  sortiront.  Cette  loterie  est,  comme 
on  sait,  composée  de  90  numéros  dont  cinq  sortent  à  chaque  ti- 
rage. La  probabilité  que  tous  les  numéros  sortiront  dans  i  tirages 
est  alors,  par  ce  qui  précède, 

n  étant  ici  égal  à  90,  et  s  devant  être  supposé  nul  dans  le  résultat 
du  calcul.  Si  l'on  fait  s=s — 2,  cette  fonction  devient 

[(/l-2).(^r^  -1)  (^2  -4)]' ' 

OU,  en  développant  en  série, 

(A»,  s  "—  5t  A'*.  5  "-'  +  etc.)    /  5i  \ 

5  devant  être  supposé  égal  à  —  2  dans  le  résultat  du  calcul. 
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On  a  par  le  n""  40  du  premier  livre,  eh  négligeant  les  termes 
de  Tordre  i^ ,  et  supposant  c"^  très-petit  de  Tordre  -r , 

^  .    («±iy.f_5Ly.c("i^"-.(,-c-)- 


[n—if 


a= 


(n— ar.i  /  i-h  —  —  -_ 

^       '   V  ^'        5i.{i-c-'Y 

a  étant  donné  par  Téquation 

(5i+i).(i-c-») 

On  a  ainsi,  en  négligeant  les  termes  de  Tordre  -ç, 

\5î+i/     \         lo.i  ici   /' 

or  on  a 

1  o  î  c"-* 


1— (h-»-i)c— • 


c  — 


(l — (r-*)-*'^c''-'"'Yl-l-  — .c-~V 

(5rP7)"='^'-('+T^)' 

on  aura  donc  aux  quantités  près  de  Tordre  ^ , 

(n— a)"       ^  ^    \  2  lo.i    / 

En  substituant  pour  a  sa  valeur,  et  observant  que  i  est  fort  peu 
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différent  de  n — 2,  dans  le  cas  présent,  comme  on  le  verra  ci- 
après;  on  a,  à  très-peu  près, 

na*,c-^         (5i4-i2) 

— '  c 

10. i  2.(n— 2)' 


1  2.C- 


Je  conserve,  pour  plus  d'exactitude,  le  terme     /__  . ,  quoique  de 
l'ordre  -^ ,  à  cause  de  la  grandeur  de  son  facteur  1 2  ;  on  aura  donc 


(w  — 2)* 


^  '    \  2.(n— 2j  2  / 


Si  Ton  change  dans  cette  expression  5i  dans  5i — 2 ,  on  aura  celle 
de  7 — ^— ûT-;  ;  mais  la  valeur  de  a  ne  sera  plus  la  même.  Soit  à 
cette  nouvelle  valeur,  on  aura 

,_     (5«-.)(.-0 

ce  qui  donne,  à  très-peu  près. 


a  =a 


w  — 2 
Alors  on  a 

2C" 


n-2' 


d'où  Ton  tire,  en  négligeant  les  quantités  de  Tordre  -, 

par  conséquent  on  a,  en  négligeant  les  quantités  de  l'ordre  -, 

An    -w— I 

(n-a)"-        ^  '  ' 
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On  aura  donc,  aux  quantités  près  de  Tordre  t^, 

A".[i.(5'-t).(i'— /Q]' 

[n.{n-i).(«-2).(«-3).(n-4)]' 
/         ^\.  r         (5i-an+i6)     _^      5i      „1 
^  '    L  2.(n— 2)  2         J 

Cette  quantité  doit,  par  la  condition  du  problème,  être  égale  à  \, 
ce  qui  donne 

d'où  l'on  tire 

par  conséquent  on  a,  en  logarithmes  hyperboliques, 

or  on  a,  aux  quantités  près  de  Tordre  t-,  , 


on  aura  donc 


5i+i 


En  substituant  pour  n  sa  valeur  90 ,  on  trouve 

z  =  85,53, 

en  sorte  qu'il  y  a  un  peu  moins  d'un  contre  un  à  parier  que 
tous  les  numéros  sortiront  dans  85  tirages,  et  un  peu  plus  d'un 
contre  un  à  parier  qu'ils  sortiront  dans  86  tirages. 
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Un  moyen  fort  simple  et  très-approché  d'obtenir  la  valeur  de  i 
est  de  supposer  — 'j- ,  ou  la  série 

égale  au  développement 

,_„.  (1Z^)'+  ±^.(^y_  etc. 

du  binôme    i —  ( -)      .  En  effet; les  deux  séries  ont  les  deux 

premiers  termes  égaux  respectivement.  Leurs  troisièmes  termes 
sont  aussi,  à  très-peu  près,  égaux  entre  eux;  car  on  a  à  fort  peu 

près  ( J  égal  à  ( J  :  en  effet,  leurs  logarithmes  hyper- 
boliques sont,  en  négligeant  les  termes  de  Tordre  —,  égaux  Tun 
et  l'autre  à .  On  verra  de  la  même  manière,  que  les  qua- 
trièmes termes,  les  cinquièmes,  etc.  sont  très -peu  différents, 
lorsque  n  et  i  sont  de  très-grands  nombres;  mais  la  différence  s'ac- 
croît sans  cesse,  à  mesure  que  les  termes  s'éloignent  du  premier, 
ce  qui  doit  à  la  fin,  en  produire  une  sensible  entre  les  séries  elles-^ 
mêmes.  Pour  l'apprécier,  déterminons  la  valeur  de  i  conclue  de  l'é- 
galité des  deux  séries.  En  égalant  à  x  le  binôme    i — ( j     , 


on  aura 


ces  logarithmes  pouvant  être,  à  volonté,  hyperboliques  ou  tabu- 
laires. Soit  i /^  =1 — z.  Nous  aurons,  en  prenant  les  logarithmes 
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hyperboliques  de  chaque  membre  de  cette  équation, 


^.\og.k=—\og.{\—z)  =  z-h^-} 


etc. 


ce  qui  donne,  à  très-peu  près, 

n      \  271  / 

on  aura  donc  en  logarithmes  hyperboliques, 

log.  (  1  —  W  ^  j  ^  log.  z  ==  log  Jog.  A  —  log^ 
On  a  ensuite 

^      n  n         271* 

L'expression  précédente  de  i  devient  ainsi,  à  très-peu  près, 

1=  7i.(log-  n— log.log.  A).f  1—  ^j  -\-  i.log.*; 

lexcès  de  la  valeur  trouvée  précédemment  pour  i,  sur  celie-ci,  est 

-^.(log.Ti— log.log.A); 

cet  excès  devient  infini  lorsque  n  est  infini;  mais  il  faut  un  très- 
grand  nombre  pour  le  rendre  bien  sensible,  et  dans  le  cas  de 
n=  1  oooo  et  de  k=2,  il  n'est  encore  que  de  trois  unités. 
Si  Ton  considère  pareillement  le  développement 


-M- 


etc. 


7,  comme  celui  du 


de  1  expression       ^^„,;„_.;,|„_,)^.;„_3).(„_4 

binôme    i —  ( )     ;  on  aura,  pour  déterminer  le  nombre  i  de 

TOMB   VII.  28 
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coups  dans  lesquels  on  peut  parier  un  contre  un  que  tous  les 
numéros  sortiront,  l'équation 


[-MT=^' 


ce  qui  donne 


l°g-    77^ 


Ces  logarithmes  peuvent  être  tabulaires.  En  faisant  71=90,  on 
trouve 

î  =  85,2o4, 

ce  qui  difière  très-peu  de  la  valeur  î=^  85,53  que  nous  avons 
trouvée  ci-dessus. 

5.  Une  urne  étant  supposée  renfermer  le  nombre  x  de  boules, 
on  en  tire  une  partie  ou  la  totalité,  et  Ton  demande  la  probabi- 
lité que  le  nombre  des  boules  extraites  sera  pair. 

La  somme  des  cas  dans  lesquels  ce  nombre  est  Tunité  égale 
évidemment  x,  puisque  chacune  des  boules  peut  également  être 
extraite.  La  somme  des  cas  dans  lesquels  ce  nombre  égale  2  est 
la  somme  des  combinaisons  des  x  boules  prises  deux  à  deux,  et 

cette  somme  est,  par  le  n°  3,  égale  à  — ^^ — -.  La  somme  des  cas 

dans  lesquels  le  même  nombre  égale  3  est  la  somme  des  com- 
binaisons des  boules  prises  trois  à  trois,    et  cette  somme  est 

— —^ ,  et  ainsi  de  suite.  Ainsi  les  termes  successifs  du  dé- 

1.2.3 

veloppement  de  la  fonction  (  1 4- 1  )'—  1 ,  représenteront  tous  les 
cas  dans  lesquels  le  nombre  des  boules  extraites  est  successive- 
ment 1,2,3,  etc.  jusqu'à  x  ;  d'où  il  est  facile  de  conclure  que 
la  somme   de  tous  les  cas  relatifs   aux   nombres  impairs    est 


^ 


i 


l 


LIVRE  DEUXIÈME.  219 

i. (  1  -f  1  ) '—  |.  (  1  —1  j"",  ou  'à'-' ,  et  que  la  somme  de  tous  les  cas 
relatifs  aux  nombres  pairs  est  \.  (  i  + 1  )  ""+  ~.  (  i  —  i  )^-  i ,  ou 
2"'— 1.  La  réunion  de  ces  deux  sommes  est  le  nombre  de  tous 
les  cas  possibles;  ce  nombre  est  donc  2""— i  ;  ainsi  la  probabilité 

que  le  ncjmbre  des  boules  extraites  sera  pair  est  — ^ —  ,  et  la 

probabilité  que  le  nombre  sera  impair  est  — —  ;  il  y  a  donc  de 

l'avantage  à  parier  avec  égalité  pour  un  nombre  impair. 

Si  le  nombre  x  est  inconnu,  et  si  Ton  sait  seulement  qu'il  ne 
peut  excéder  n,  et  que  ce  nombre  et  tous  les  inférieurs  sont  éga- 
lement possibles,  on  aura  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  re- 
latifs aux  nombres  impairs,  en  faisant  la  somme  de  toutes  les 
valeurs  de  2^  ',  depuis  x=i  1  jusqu'à a:=n,  et  il  est  facile  de  voir 
que  cette  somme  est  2"  -1.  On  aura  pareillement  la  somme  de 
tous  les  cas  possibles  relatifs  aux  nombres  pairs,  en  sommant  la 
fonction  2""  '  —  1 ,  depuis  x=}  jusqu'à  x=n,  et  l'on  trouve  cette 
somme  égale  à    2"  —  ^— 1;  la  probabilité  d'un  nombre  pair  est 

donc  alors  ——. .  et  celle  d'un  nombre  impair  est  — — . 

2  "■^'—  /ï  —2  ^2  ""^'—  n  —2 

Supposons  maintenant  que  l'urne  renferme  le  nombre  x  de 
boules  blanches,  et  le  même  nombre  de  boides  noires;  on  de- 
mande la  probabilité  qu'en  tirant  un  nombre  pair  quelconque 
de  boules,  on  amènera  autant  de  boules  blanches  que  de  boules 
noires,  tous  les  nombres  pairs  pouvant  être  également  amenés. 

Le  nombre  des  cas  dans  lesquels  une  boule  blanche  de  l'urne 
peut  se  combiner  avec  une  boule  noire  est  évidemment  x.  x.  Le 
nombre  des  cas  dans  lesquels  deux  boules  blanches  peuvent  se 

combiner  avec  deux  boules  noires  est  — -.— -,  et  ainsi 

1.2  1.2 

de  suite.  Le  nombre  des  cas  dans  lesquels  on  amènera  autant  de 
boules  blanches  que  de  boules  noires  est  donc  la  somme  des 
carrés  des  termes  du  développement  du  binôme  (  1  -4- 1  j"",  moins 
Tunité.  Pour  avoir  cette   somme,  nous  observerons  qu'elle  est 

28. 


1 
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égaie  au  terme  indépendant  de  a,  dans  le  développement  de 
1+  -1  .(i+a)*.  Cette  fonction  est  égale  à  ^ — ~— .  Le  terme  indé- 
pendant de  a  y  dans  son  développement,  est  ainsi  le  coefiBcient  du 
terme  moyen  du  binôme  (i+a)":  ce  coefficient  est  .   '  '  — r^; 

le  nombre  des  cas  dans  lesquels  on  peut  tirer  de  l'urne  autant  de 
boules  blanches  que  de  boules  noires  est  donc 

1.2.3 2X 


(l.2.3 xf 

Le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  est  la  somme  des  termes 
impairs  dans  le  développement  du  binôme  (i+i)",  moins  le 
premier,  ou  l'unité.  Cette  somme  est  y. (i  +  i)*^+y. (i  — i)";  le 
nombre  des  cas  possibles  est  donc  2'*~'— i;  ce  qui  donne  pour 
l'expression  de  la  probabilité  cherchée, 

1.2.3 IX 

(l.2.3 x)* 


Dans  le  cas  où  x  est  un  grand  nombre,  cette  probabilité  se  réduit. 


2 


par  le  n°  34  du  premier  livre,  à ,  ir  étant  toujours  la  demi- 

circonférence  dont  i  est  le  rayon. 

6.  Considérons  un  nombre  x+x  d'urnes,  dont  la  première 
renferme/)  boules  blanches  et  q  boules  noires  ;  la  seconde,  p  boules 
blanches  et  q  boules  noires;  la  troisième,  p"  boules  blanches  et 
cf  boules  noires,  et  ainsi  de  suite.  Supposons  que  l'on  tire  succes- 
sivement une  boule  de  chaque  urne.  Il  est  clair  que  le  nombre  de 
tous  les  cas  possibles  au  premier  tirage  est  p+(f;  au  second  tirage, 
chacun  des  cas  du  premier  pouvant  se  combiner  avec  les  p+q 
boules  de  la  seconde  urne,  on  aura  (/>+7)'(p+7')  pour  le  nombre 
de  tous  les  cas  possibles  relatifs  aux  deux  premiers  tirages.  Au  troi- 
sième tirage,  chacun  de  ces  cas  peut  se  combiner  avec  les  p'+(f 
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boules  de  la  troisième  urne;  ce  qui  donne  {p+^)'{p+^')'{p'+<j'') 
pour  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  relatifs  à  trois  tirages,  et 
ainsi  du  reste.  Ce  produit  pour  la  totalité  des  urnes  sera  composé 
àe  x+x  facteurs;  et  la  somme  de  tous  les  termes  de  son  dévelop- 
pement, dans  lesquels  la  lettre  p,  avec  ou  sans  accent,  est  répétée 
X  fois,  et  par  conséquent  la  lettre  q,  x  fois,  exprimera  le  nombre 
des  cas  dans  lesquels  on  peut  tirer  des  urnes,  x  boules  blanches 
et  X  boules  noires. 

Si  p'y  p",  etc.  sont  égaux  à  />,  et  si  q,  q\  etc.  sont  égaux  à  ^,  le 
produit  précédent  devient  (/>+7)*"^*'*  Le  terme  multiplié  par 
p*.^*'  dans  le  développement  de  ce  binôme  est 

1.2.3....X'       ~     'P'^' 


ou 

1.2. 3. ..{x+x) 


1.2.Ô....X*  1.2.0....X 


,.p\f'. 


Ainsi  cette  quantité  exprime  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  on 
peut  amener  x  boules  blanches  et  x  boules  noires.  Le  nombre 
de  tous  les  cas  possibles  étant  [p-^qY^'^^  la  probabilité  d*amener 
x  boules  blanches  et  x  boules  noires  est 

\.2.Z...[x+x')      (   p    Y  (.-J—Y 

OÙ  Ton  doit  observer  que     ^     est  la  probabilité  de  tirer  une 

boule  blanche  de  Tune  des  urnes,  et  que  — —  est  la  probabilité 

d'en  tirer  une  boule  noire. 

Il  est  visible  qu'il  est  parfaitement  égal  de  tirer  x  boules  blan- 
ches et  X  boules  noires,  de  x-^x  urnes  qui  renferment  cha- 
cune p  boules  blanches  et  q  boules  noires,  ou  d'une  seule  de  ces 
urnes,  pourvu  que  Ton  remette  dans  Turne  la  boule  extraite  à 
chaque  tirage. 
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Considérons  maintenant  un  nombre  œ+x+x'  à'umes  dont  la 
première  renferme  p  boules  blanches,  q  boules  noires  et  r  boules 
rouges;  dont  la  seconde  renferme  p  boules  blanches,  q  boules 
noires  et  r  boules  rouges,  et  ainsi  de  suite.  Supposons  que  Ton 
tire  une  boule  de  chacune  de  ces  urnes.  Le  nombre  de  tous  les  cas 
possibles  sera  le  produit  des  œ-^x-hx''  facteurs, 

(/? + 7  +  ^) .  {p  +  cf  +  r  ) .  [p"+  (j"+  /) .  etc. 

Le  nombre  des  cas  dans  lesquels  on  amènera  x  boules  blanches, 
X  boules  noires  et  x  boules  rouges,  sera  la  somme  de  tous  les 
termes  du  développement  de  ce  produit,  dans  lesquels  la  lettre  p 
sera  répétée  x  fois;  la  lettre  q,  x  fois  et  la  lettre  r,  x"  fois.  Si 
toutes  les  lettres  accentuées  p,  q,  etc.  sont  égales  à  leurs  corres- 
pondantes non  accentuées,  le  produit  précédent  se  change  dans 
le  trinôme  (/^-h^-h-r)*-*-^'-^^'.  Le  terme  de  son  développement 
qui  a  pour  facteur  p"".  q"^'.  /-*',  est 

1.2.3...X.  1.2.3. ..X. 1.2.3. ..x"'        '    '        ' 

ainsi  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  étant  (/o-h^-t-r)*^'-^, 
la  probabilité  d amener  x  bouleS  blanches,  x  boules  noires,  et  x 
boules  rouges,  sera 

\.2.?>..\x+x^x)  I       p       Y  /       7       y  /       r       Y" 

1.2.3...  .a:i.2.3...a:'.  i.2.3...a'"   \/>+74-r/     \/>-t-7  +  ^/      \p-^<J-^^/     ' 

où  Ton  doit  observer  que  — '- — ,  — ^ — , sont  les  pro- 

/>+7-f-r    p-hq  +  r    p+q  +  r  ^ 

habilités  respectives  de  tirer  de  chaque  urne,  une  boule  blanche, 

une  boule  noire  et  une  boule  rouge. 

On  voit  généralement  que  si  les  urnes  renferment  chacune 

le  même  nombre  de  couleurs,  p  étant  le  nombre  des  boules  de 

la  première  couleur,  q  celui  des  boules  de  la  seconde  couleur, 

r,  s  y  etc.  ceux  des  boules  de  la  troisième,  de  la  quatrième,  etc. 
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x-hx-hx''i'x"-h  etc.  étant  le  nombre  des  urnes;  la  probabilité 
d'amener  x  boules  de  la  première  couleur,  x  boules  de  la  se- 
conde, x'  boules  de  la  troisième,  x"'  boules  de  la  quatrième,  etc. 
sera 

i . Q .3 . ..{x+x+x'+x^-h  etc.) 


i.2.3...a;. i.2.3...a;'.i.2.3...ap  .1.2. 3 

/ i__ 


^      (         p         Y 

V.  etc.  *  \p+q+r+s+  etc.y 

'^\p+7+r+5+etc./    '\p+q+r+s+ etc.)      \p+q+r+s+eic.) 

1.  Déterminons  maintenant  la  probabilité  de  tirer  des  urnes 
précédentes,  x  boules  blanches,  avant  d'amener  soit  x  boules 
noires,  soit  x"  boules  rouges,  etc.  Il  est  clair  que  71  exprimant 
le  nombre  des  couleurs,  cela  doit  arriver  au  plus  tard  après 
x-+'X-+-x''-heic. — n-i-i  tirages.  Car  lorsque  le  nombre  des 
boules  blanches  extraites  est  égal  ou  moindre  que  x,  celui  des 
boules  noires  extraites  moindre  que  x,  celui  des  boules  rouges 
extraites  moindre  que  x\  etc.  le  nombre  total  des  boules  extraites, 
et  par  conséquent  le  nombre  des  tirages,  est  égal  ou  moindre  que 
X'+'X-hx''-h-eic.  —  n-f-i;  on  peut  donc  ne  considérer  ici  que 
x-hx-h-x^-hetc. — 7H-1  urnes. 

Pour  avoir  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  on  peut  amener 
X  boules  blanches  au  [x-+-i)'^  tirage,  il  faut  déterminer  tous  les 
cas  dans  lesquels  x  —  1  boules  blanches  seront  sorties  au  tirage 
x-{"i — 1.  Ce  nombre  est  le  terme  multiplié  par/?*"'  dans  le  dé- 
vdoppement  du  polynôme  (p-f-^-t-rH-etc.)*"^*'"',  et  ce  terme  est 

^    ,    \ ^-r.p*-*.(a-+-r-4-  etc.V. 

i.2.3...(j:  —  i). 1.2.3... i    ^        ^'  ' 

En  le  combinant  avec  les  p  boules  blanches  de  l'urne  x-^i,  on 
aura  un  produit  qu'il  faudra  encore  multiplier  par  le  nombre  de 
tous  les  cas  possibles  relatifs  aux  a;'H-x''-f-etc. — n — î-t- 1  tirages 
suivants,  et  ce  nombre  est 

(p  -h  7  -h  r  -h  etc.)*'-"*'*  '^-  -^■''**  ; 
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on  aura  donc 

__[:2^5^cp-^_  j  etc.)'.(p+o+r4-etc.)^'-^"*— " ■-■,  (a) 
i.2.3...(x— i). 1.2.3.. .1  '     ^'  J   \r    1  I  \  t 

pour  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  Tévénement  peut  arriver 
précisément  au  tirage  rc-hi.  Il  faut  cependant  en  exclure  les  cas 
dans  lesquels  ^  est  élevé  à  la  puissance  x  y  ceux  dans  lesquels  r  est 
élevé  à  la  puissance  x\  etc.  car  dans  tous  ces  cas  il  est  déjà  ar- 
rivé au  tirage  a;+i—i,  ou  x  boules  noires,  ou  x  boules  rouges, 
ou,  etc.  Ainsi  dans  le  développement  du  polynôme  (9+r+etc.)'  il 
ne  faut  avoir  égard  qu  aux  termes  multipliés  par  ^•^.  r^'.  ^^\  etc. 
dans  lesquels/ est  moindre  que  x  yf  est  moindre  que  x  yf  est 
moindre  que  Xy  etc.  Le  terme  multiplié  par  (\L  r/'.  %i\  etc.  dans 
ce  développement,  est 

^'^'^"-^ .q/.r/'.^A  etc. 

i.2.3.../.i.2.3.../'.i.2.3.../*.  etc.    ' 

Tous  les  termes  que  Ton  doit  considérer  dans  la  fonction  (  a  ) 
sont  donc  représentés  par 

1.2.3...  te+/+r4- etc.— 1)  rr     î    V     ^ 
^ — ^— •^ '- .  f.  qJ.  rf  .  etc. 

i.2.3...a:— 1.1.2.3.../.  1.2.3.../'.  etc. 

parce  que  i  est  égal  à  f-^f-^  etc.  Ainsi  en  donnant  dans  cette 
dernière  fonction  à/  toutes  les  valeurs  entières,  depuis/==o 
jusqu'à/=:a:' — 1;  à/'  toutes  les  valeurs  depuis/=o  jusqu'à 
f =x —  1 ,  et  ainsi  de  suite;  la  somme  de  tous  ces  termes  expri- 
mera le  nombre  des  cas  dans  lesquels  l'événement  proposé  peut 
arriver  dans  a;-4-a;'-hetc.  —  n-i-i  tirages.  Il  faut  diviser  cette 
somme  par  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles ,  c  est-à-dîre  par 
(  /)  -h  (jf  -h  r-h  etc.  )  ^^^ -^"^eic.  -n^ I  3j  j'qj^  désigne  par  p  la  proba- 
bilité de  tirer  une  boule  blanche  d'une  quelconque  des  urnes;  par 
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(f  celle  d'en  tirer  une  boule  noire;  par  r  celle  d'en  tirer  une  boule 
rouge,  etc.  on  aura 

n  £ n  2 ^  CtC. 

p+7+r+etc.'       '         />+y+r+etc/  /i+^-hr-f  etc.' 

la  fonction  (  h  )  divisée  par  (/)  -h  9  -h  r  -h  etc.)  *-^''-^«^^  - "-^•,  devien- 
dra ainsi , 

1.2.3. ..(x+/+/+etc.-i) 
i.2.3...a;— 1.1 .2.3.../.I.2.3.../'.  etc.  '       '    * 

la  somme  des  termes  que  l'on  obtiendra  en  donnant  à  /  toutes 
les  valeurs  depuis /=ojusqu'à/=ar' —  1  ;  kf  toutes  les  valeurs 
depuis y^=o  jusqu'à/'=ir" —  1 ,  etc.  sera  la  probabilité  cherchée 
d*amener  x  boules  blanches  avant  x  boules  noires,  ou  x'  boules 
rouges,  ou,  etc. 

On  peut,  d'après  cette  analyse,  déterminer  le  sort  d'un  nombre 
n  de  joueurs  A,  B,  C,  etc.  dont  p,  q\  r,  etc.  représentent  les 
adresses  respectives,  c'est-à-dire,  leurs  probabilités  de  gagner  un 
coup,  lorsque  pour  gagner  la  partie  il  manque  x  coups  au  joueur 
il,  X  coups  au  joueur  J5,  x"  coups  au  joueur  C,  et  ainsi  de  suite; 
car  il  est  clair  que,  relativement  au  joueur  A,  cela  revient  à  dé- 
terminer la  probabilité  d'amener  x  boules  blanches  avant  a;' boules 
noires,  ou  x"  boules  rouges,  etc.  en  tirant  successivement  une 
boule  d'un  nombre  X'-{-x-\'x"-\-eXc.  —  n-hi  d'urnes  qui  ren- 
ferment chacune  p  boules  blanches,  q  boules  noires,  r  boules 
rouges,  etc.  p,  q,  r,  etc.  étant  respectivement  égaux  aux  numéra- 
teurs des  fractions  p,  q\  r,  etc.  réduites  au  même  dénominateur. 

8.  Le  problème  précédent  peut  être  résolu  d'une  manière  fort 
simple,  par  l'analyse  des  fonctions  génératrices. Nommons  jar,x,/,otc. 
la  probabilité  du  joueur  A  pour  gagner  la  partie.  Au  coup  suivant, 
cette  probabilité  se  change  dans  ja:-i,x',x,cic.  si  A  gagne  ce  coup, 
et  la  probabilité  pour  cela  est  p.  La  même  probabilité  se  change 
dans  j'^^^'^.^x'^etc.  si  le  coup  est  gagné  par  le  joueur  J5,  et  la  proba- 
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bilité  pour  cela  est  cj';  elle  se  change  dans  j^^^'^.'^,  «te.  si  le  coup  est 
gagné  par  le  joueur  C,  et  la  probabilité  pour  cela  est  r,  et  ainsi 
de  suite;  on  a  donc  l'équation  aux  diflférences  partielles, 

yx,x,x\  etc.  P  •  /«— i,x',  or",  etc.     '     ^  V-=c>  *'—>»*"»  c*c-  "^  V***'**"— »»  cte.  "i       eiC. 

Soit  u  une  fonction  de  t,  {,  t\  etc.  telle  que  yx,x\x\e\c.  soit  le  coef- 
ficient de  (*.  f'*'.  f"^'.  etc.  dans  son  développement;  l'équation  pré- 
cédente aux  différences  partielles  donnera,  en  passant  des  coeffi- 
cients aux  fonctions  génératrices, 

ii=u.  {pt-^q't'-hrt'-heic.) 
d'où  l'on  tire 

par  conséquent, 
ce  qui  donne 


1  =/)'(-h7ÏH-r7H-etc. 


1 


P 


t         i-^Y-rY-  etc.' 


>^i^.(9Y4.rr+etc.)«         I 


^'P  ^ 


1.2.3 

etc. 


.(7Ï-f/Y+etc.)' 


Maintenant  le  coefficient  de   f.i'^'A"''".  etc.  dans  -  est  j,,,  ,,•  ^ic. 

et  le  même  coefficient  dans  un  terme  quelconque  du  dernier 
membre  de  l'équation  précédente,  tel  que  ku.p'^'.t'^  .f^\  etc.  est 
*/>'''.Jo,x -/'./-/',  de.;  la  quantité  7o,x.-;',a:-/.eic.  est  égale  à  l'unité, 
puisqu'aiors  il  ne  manque  aucun  coup  au  joueur  A.  De  plus,  il 
faut  rejeter  toutes  valeurs  de  jo,x-/',x'-r.  etc.  dans  lesquelles  /' 
est  égal  ou  plus  grand  que  Xy  V  est  égal  ou  plus  grand  que  x\  et 
ainsi  de  suite;  parce  que  ces  termes  ne  peuvent  être  donnés  par 
l'équation  aux  différences  partielles,  la  partie  étant  finie  lorsque 
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l'un  quelconque  des  joueurs  B,  C,  etc.  n'a  plus  de  coups  à  jouer; 
il  ne  faut  donc  considérer  dans  le  dernier  membre  de  l'équation 
précédente  que  les  puissances  de  {  moindres  que  x,  que  les 
puissances  de  f  moindres  que  x",  etc.  L'expression  précédente  de 

-  donnera  ainsi  ,  en   repassant  des  fonctions  génératrices  aux 

coefficients, 

j       i+a;.(qf'-4-r-+-etc.) 

f  1.2.3  ^'  ^ 

1-t-  etc. 

pourvu  que  l'on  rejette  les  termes  dans  lesquels  la  puissance  de^' 
surpasse  x —  i ,  ceux  dans  lesquels  la  puissance  de  r  surpasse 
x" —  1  j  etc.  Le  second  membre  de  cette  équation  se  développe 
dans  une  suite  de  termes  compris  dans  la  formule  générale 

,.2.3...(x4-/+/4-etc.-~i)  ,,    ,j    ,j, 

1  .'i.O...(x--l).l  .2.3...y.l.2.0.../  .etc.    '         ' 

la  somme  de  ces  termes  relatifs  à  toutes  les  valeurs  àef,  depuis 
y*  nul  jusqu'à /=  a;' — i;  à  toutes  les  valeurs  de^',  depuis  ^  nul 
îusqvik  f^^^-x" —  1,  etc.  sera  la  probabilité  Ja:,a:^x^etc.  ce  qui  est 
conforme  à  ce  qui  précède. 

Dans  le  cas  de  deux  joueurs  i4  et  B,  on  aura  pour  la  probabi- 
lité du  joueur  A, 

p  .i^i^x.ci^    1.2    •^•••^         i.2.3...(^-i)       -^    r 

En  changeant  p  en  q,  et  x  en  x,  et  réciproquement,  on  aura 

nV  (  ,  -L.r'   W^  ^''{^'+1)       u  ,      X.{X'+1).{X'+2)....{X  +  X'-'X)       r^, 

pour  la  probabilité  que  le  joueur  B  gagnera  la  partie.  La  somme 
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de  ces  deux  expressions  doit  être  égale  à  l'unité;  ce  que  Ton  voit 
évidemment  en  leur  donnant  les  formes  suivantes.  La  première 
expression  peut,  par  le  n°  37  du  premier  livre,  être  transformée 
dans  celle-ci, 

[x-^-x-^i)    q'         {x+X'-'\).{x+x'—2)    q* 


'.W_.  j^     '  1  >'      '  »-2  P' 


j  {x+x  —  \)..,{X'h\)   ^ 


V-1  (' 


i.2.3....(x'-i)    >'-'-» 
et  la  seconde  peut  être  transformée  dans  celle-ci, 

1{x-f'X  —  \)     p'  {x  +  X  —  l).{x  +  X—2)     p*    \ 

1  — H .  — j  — f~"  •    jr 

1  9  1.2  7« 

"'  (x+j;'-i)-(x+i)    p'*-' 


•   •   •    •  I  O  /  \  •  't- 1 

i.2.3...(t  — i)        q"^' 

La  somme  de  ces  expressions  est  le  développement  du  binôme 
[p-i-q]  ^-^^^-\  et  par  conséquent  elle  est  égale  à  l'unité;  parce  que 
il  ou  B  devant  gagner  chaque  coup,  la  somme  pH-^'  de  leurs 
probabilités  pour  cela  est  l'unité. 

Le  problème  que  nous  venons  de  résoudre  est  celui  que  l'on 
nomme  problème  des  parties  dans  l'analyse  des  hasards.  Le  chevalier 
de  Meré  le  proposa  à  Pascal,  avec  quelques  autres  problèmes  sur 
le  jeu  des  dés.  Deux  joueurs  dont  les  adresses  sont  égales  ont 
mis  au  jeu  la  même  somme;  ils  doivent  jouer  jusqu'à  ce  que  l'un 
d'eux  ait  gagné  un  nombre  de  fois  donné  son  adversaire;  mais 
ils  conviennent  de  quitter  le  jeu,  lorsqu'il  manque  encore  rr  points 
au  premier  joueur  pour  atteindre  ce  nombre  donné,  et  lorsqu'il 
manque  x  points  au  second  joueur.  On  demande  de  quelle  ma- 
nière ils  doivent  se  partager  la  somme  mise  au  jeu.  Tel  est  le 
problème  que  Pascal  résolut  au  moyen  de  son  triangle  arithmé- 
tique. Il  le  proposa  à  Fermât,  qui  en  donna  la  solution  par  la  voie 
des  combinaisons;  ce  qui  occasionna  entre  ces  deux  grands  géo- 
mètres une  discussion,  à  la  suite  de  laquelle  Pascal  reconnut  la 
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bonté  de  la  méthode  de  Fermât,  pour  un  nombre  quelconque  de 
joueurs.  Malheureusement  nous  n'avons  qu  une  partie  de  leur 
correspondance,  dans  laquelle  on  voit  les  premiers  éléments  de 
la  théorie  des  probabilités,  et  leur  application  à  Tun  des  pro- 
blèmes les  plus  curieux  de  cette  théorie. 

Le  problème  proposé  par  Pascal  à  Fermât  revient  à  détermi- 
ner les  probabilités  respectives  des  joueurs  pour  gagner  la  partie; 
car  il  est  clair  que  Tenjeu  doit  être  partagé  entre  les  joueurs, 
proportionnellement  à  leurs  probabilités.  Ces  probabilités  sont 
les  mêmes  que  celles  de  deux  joueurs  A  et  B,  qui  doivent  atteindre 
un  nombre  donné  de  points,  x  étant  le  nombre  de  ceux  qui  man- 
quent au  joueur  A,  et  x  étant  le  nombre  de  ceux  qui  manquent 
au  joueur  B,  en  imaginant  une  urne  renfermant  deux  boules 
dont  Tune  est  blanche  et  l'autre  est  noire,  toutes  deux  portant  le 
n**  1^  la  boule  blanche  étant  pour  le  joueur  A,  et  la  boule  noire 
pour  le  joueur  B.  On  tire  successivement  une  de  ces  boules,  et 
on  la  remet  dans  Turne  après  chaque  tirage.  En  nommant  y^^^' 
la  probabilité  que  le  joueur  A  atteindra  le  premier,  le  nombre 
donné  de  points,  ou,  ce  qui  revient  au  même,  qu  il  aura  x  points 
avant  que  B  en  ait  x,  on  aura 

car  si  la  boule  que  Ton  extrait  est  blanche,  y,^,'  se  change  en 
y»-uxf  et  si  la  boule  extraite  est  noire,  j^,,'  se  change  en  Jx,x'-m 
et  la  probabilité  de  chacun  de  ces  événements  est  ■!-;  on  a  donc 
Téquation  précédente. 

La  fonction  génératrice  àey^^^^'  dans  cette  équation  aux  diffé- 
rences partielles  est,  par  le  n°  20  du  premier  livre, 

M 


.±t—-t 


M  étant  une  fonction  arbitraire  de  t'.  Pour  la  déterminer,  nous 
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observerons  que  j, .  ne  peut  avoir  lieu,  puisque  la  partie  cesse 
lorsque  l'une  ou  l'autre  des  variables  x  et  x  est  nulle;  M  doit 
donc  avoir  pour  facteur  t!.  De  plus  jo.or'  est  l'unité,  quel  que  soit  a;', 
la  probabilité  du  joueur  A  se  changeant  alors  en  certitude  :  or  la 

fonction  génératrice  de  l'unité  est  généralement  -7,  car  les 

coefficients  des  puissances  de  t'  dans  le  développement  de  cette 
fonction  sont  tous  égaux  à  l'unité;  dans  le  cas  présent,  y^^^'  pou- 
vant avoir  lieu  lorsque  x  est  ou  1,  ou  a,  ou  3,  etc.  1  doit  être  égal 

t' 
à  Tunité;  la  fonction  génératrice  de  jo,x'  est  donc  égale  à -: 

c'est  le  coefficient  de  t  dans  le  développement  de  la  fonction  géné- 
ratrice de  ja;,c,  ou  dans 

M 


on  a  donc 


ce  qui  donne 


M  t' 


i-l<'  ~  \-r 


(1-0  ' 


par  conséquent  la  fonction  génératrice  de  j,  ,,  est 

^'•(i-70 
(>-'')-('-7'-70' 

En  la  développant  par  rapport  aux  puissances  de  ^  on  a 

t'     /        _i^       t  _i_        r  \_       r 

Le  coefficient  de  f  dans  cette  série  est 

i  e 


etc. 


a«-{.-o.(i-lO' 
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y,^  est  donc  le  coefficient  de  ("^  dans  cette  dernière  quantité  :  or  on  a 

J_ 

(T- ?).(,- 10' 

2  2*  1.2  2*^-'  1.2.3...(X— l) 

En  réduisant  en  série  le  dénominateur  de  cette  dernière  fraction, 
et  multipliant  le  numérateur  par  cette  série,  on  voit  que  le  coeffi- 
cient de  ("^  dans  ce  produit  est  ce  que  devient  ce  numérateur 
lorsqu'on  y  fait  f=:i;  on  a  donc 

Il  13:.'     I    ^•(^+')     1     ^     x.(x+i).(j:+2)  ^  i 

I     I  *2  1.2         '2*  1.2.3  '  2*f 

■^'''""^'1  X.(j  +  l)...(x  +  X^-2)         1 

[       ••••"^        i.2.3...(a:'-i)      '2''-» 

résultat  conforme  à  ce  qui  précède. 

Concevons  présentement  qu'il  y  ait  dans  Turne  une  boule 
blanche  portant  le  n""  i,  et  deux  boules  noires,  dont  une  porte 
le  n°  1 ,  et  Tau  Ire  porte  le  n**  2  ;  la  boule  blanche  étant  favorable 
à  il,  et  les  boules  noires  à  son  adversaire,  chaque  boule  dimi- 
nuant de  son  numéro  le  nombre  de  points  qui  manquent  au 
joueur  auquel  elle  est  favorable,  y^^  ^  étant  toujours  la  probabilité 
que  le  joueur  k  atteindra  le  premier  le  nombre  donné,  on  aura 
l'équation  aux  différences  partielles 

y^y  '        T*  y^—^  ,*c'  H~"  y-  yx,  X  -  I  "T"  y •  yx,  X  -  «  » 
car  au  tirage  suivant,  si  la  boule  blanche  sort,  j^  ,,'  devient  j^_,;,'; 
si  la  boule  noire  numérotée  1  sort,  j^^,*'  devient  j^,r'_i;  et  si  la 
boule  noire  numérotée  2  sort,  y^^^'  devient  jx.*-.»  et  la  proba- 
bilité de  chacun  de  ces  événements  est  \. 
La  fonction  génératrice  de  j^, ,'  est 

M 
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M  étant  une  fonction  arbitraire  de  t\  qui  doit»  par  ce  qui  pré- 
cède, avoir  pour  facteur  t',  et,  dans  le  cas  présent,  être  égaie  à 

en  sorte  que  la  fonction  génératrice  de  ;^,,,'  est 

t'.{,-±t'-{t") 

Le  coefficient  de  C  dans  le  développement  de  cette  fonction  est 


3'-i-r(.-i<'-|f't' 

et  il  résulte  de  ce  que  nous  venons  de  dire,  que  le  coefficient  de  t'*' 
dans  le  développement  de  cette  dernière  quantité  est  égal  à  j,.,-  : 
or  on  a 


/ ,    x.t\{i+t')     X  (x+i)  t'\{i+i'y\ 

.    V"^  3  ^      1.3      •        V~{^ 


y{r-\t'-\t'r        3'-       ^    x.{x+r).{x+2)   t\{i+t'y  _^  ^^^ 

\  1.2.3 


en  rejetant  du  développement  de  cette  série  toutes  les  puissances 
de  {  supérieures  à  /'*',  et  supposant  dans  ce  que  Ton  conserve, 
f'=i ,  ce  sera  l'expression  de  y^^  ^' . 

Il  est  facile  de  traduire  ce  procédé  en  formule.  Ainsi ,  en  sup- 
posant X  pair  et  égal  à  ar-h  2 ,  on  trouve 

Jx,x  —  2^.|i-i-a;.y-i         —      .[y) i.'2.S....r         '^'^' 

^  i.2.3...(r  +  i).3™»T  +  ^'^+'J"^"T:^-'^   i.2.3...r  \ 

x.(a:+i)...(x+r+i)     L  .  /..  .n  (r+2).(r+i)....4 

■^  i.2.3...(r+2).3— -«•(   "^^  "^^^ "^      i.2.3...(r-i) 

a;.(a;+i) (jî+2r) 

"^  i.2.3....(2r+i).3*^''*^^' 
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Si  Ton  suppose  x'  impair  et  égal  à  ar+i,  on  aura 

.+^.*+ ï^.(i)- + "''^^'.','f.t'"''-(i)i 

x.[x+i)...[x+r)      L  ,  /^,  ,\  ,    (r  +  i).r  ,   [r+i^r i 

i.2.3...(r+i).3— ^-j'"^^"^"^^^"^      1.2      "^  i.2.3...(r~i) 


1 


x.{x+i)..\x+r+x)    (     ■  /   ■    y  ,  (r+2).(r+i)         (r+2).(r+i)...5 
i.2.3...(r+2).3'-'--«'i  "^^"^^^"^        1.2        •••"^    i.2.3...(r->2) 


a;.(a:+i)...(a?+2r— i) 
1.2.3 2r.3^-""'^      • 

Ainsi  dans  le  cas  de  x=^  2  et  a;'=  5,  on  a 

_35o 
^•.^—729- 

Concevons  encore  qu'il  y  ait  dans  Turne  deux  boules  blanches 
distinguées,  comme  les  deux  boules  noires,  par  les  n^  1  et  2  ;  la 
probabilité  du  joueur  il  sera  donnée  par  Téquation  aux  différences 
partielles 

La  fonction  génératrice  de  j^,,,  est  alors,  par  le  n**  20  du  premier 
livre, 

M+N.t 


MetN  étant  deux  fonctions  arbitraires  de  /'.  Pour  les  déterminer, 
on  observera  que  jç^;/  est  toujours  égal  à  Tunité,  et  qu'il  faut 
exclure  dans  M  la  puissance  nulle  de  { ;  on  a  donc 

Pour  déterminer  N,  cherchons  la  fonction  génératrice  de  j,,,,.  Si 
Ton  observe  que  jo,x'  est  égal  à  Tunité,  et  que  le  joueur  A  n  ayant 
plus  besoin  que  d'un  point,  il  gagne  la  partie,  soit  qu'il  amène  la 

TOMB   TH.  30 
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boule  blanche  numérotée  i,  ou  la  boule  blanche  numérotée  2, 
Téquation  précédente  aux  différences  partielles  donnera 

Supposons  j,,,;=i — y^,,  on  aura 

y  xr — T'y  jc'- 1  "^  T'y  ^'  «  • 

La  fonction  génératrice  de  cette  équation  est 

m  et  71  étant  deux  constantes.  Pour  les  déterminer,  on  observera 
que  j.  0  =  0,  et  que  par  conséquent  yo=i,  ce  qui  donne  m=i. 
La  fonction  génératrice  de  y^  est  donc 

On  a  ensuite  évidemment  j,,= y,  ce  qui  donney/  =  -5-;  j/  est  le 
coefficient  de  t'  dans  le  développement  de  la  fonction  précédente, 
et  ce  coefficient  est  /iH-y;  on  a  donc  7i-+--J-  =  y,  ou  n  =  y.  La 

fonction  génératrice  de  l'unité  est -r ,  parce  qu*ici  toutes  les 

puissances  de  t'  peuvent  être  admises;  on  a  ainsi 


pour  la  fonction  génératrice  de  y^^^^.  Cette  même  fonction  est  le 
coefficient  de  t  dans  le  développement  de  la  fonction  génératrice 
de  j^ar„  fonction  qui,  par  ce  qui  précède,  est 

'       4   *       4  *        4  *         4  * 

ce  coefficient  est 

^t'  N 


(l-O-(l-T*-Tt'0  »-t'-T<'"' 
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en  Tégsdant  à 


(-0-(>-T''-Tn 

on  aura 

4-f' 


N'= 


i-r 


La  fonction  génératrice  de^,;,,,  est  ainsi 


('-0-(-t*-t''-t'*-t/'*)" 
Si  Ton  développe  en  série  la  fonction 

/'•('-T^-T^")  +  T<^ 
,_lf_±/'_J./«_±/'» 


on  aura 


1 


Si  Ton  rejette  de  cette  série  toutes  les  puissances  de  t  autres  que 
f,  et  toutes  les  puissances  de  {  supérieures  à  f'*',  et  si  dans  ce  qui 
reste  on  fait  t=i ,  t  =  i,  on  aura  l'expression  de  ja:,*^  lorsque  x  est 
égal  ou  plus  grand  que  l'unité  ;  lorsque  x  est  nul,  on  a  jo,x'  =  i  • 
n  est  facile  de  traduire  ce  procédé  en  formule,  comme  on  Ta  fait 
pour  le  cas  précédent. 

Nommons  z^^^,  la  probabilité  du  joueur  B;  la  fonction  généra- 
trice de  z,,,/  sera  ce  que  devient  la  fonction  génératrice  de  j^,,, 
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lorsqu  on  y  change  t  en  t',  et  réciproquement;  ce  qui  donne  pour 
cette  fonction , 

('-0-(>-r^-T''-T'*-T''r 

En  ajoutant  les  deux  fonctions  génératrices,  leur  somme  se  ré- 
duit à 

t'  tt' 


-h 


dans  laquelle  le  coefficient  f.i''  est  Tunité;  ainsi  Ton  a 


Jx,  x'     '      ^X,  X'  ' 


:1 


ï 


ce  qui  est  visible  d'ailleurs,  puisque  la  partie  doit  être  nécessai- 
rement gagnée  par  Tun  des  joueurs. 

9.  Concevons  dans  une  urne  r  boules  marquées  du  n®  i,  r 
boules  marquées  du  n**  2 ,  r  boules  marquées  du  n**  3 ,  et  ainsi  de 
suite  jusqu'au  n**  n.  Ces  boules  étant  bien  mêlées  dans  Fume,  on 
les  tire  toutes  successivement;  on  demande  la  probabilité  qu'il 
sortira  au  moins  une  de  ces  boules,  au  rang  indiqué  par  son  nu- 
méro, ou  qu'il  en  sortira  au  moins  deux,  ou  au  moins  trois,  etc. 

Cherchons  d'abord  la  probabilité  qu'il  en  sortira  au  moins  une. 
Pour  cela,  nous  observerons  qu  aucune  boule  ne  peut  sortir  à  son 
rang  que  dans  les  n  premiers  tirages  :  on  peut  donc  ici  faire 
abstraction  des  tirages  suivants;  or  le  nombre  total  des  boules 
étant  m,  le  nombre  de  leurs  combinaisons  /i  à  n,  en  ayant  égard 
à  l'ordre  qu'elles  observent  entre  elles,  est,  par  ce  qui  précède, 

r7i.(ni — i)-(^'i —  2).  .  .  .  (ra  —  n  -h  1)  ; 

c'est  donc  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  dans  les  71  premiers 
tirages. 

Considérons  une  des  boules  marquées  du  n**  1 ,  et  supposons 
qu'elle  sorte  à  son  rang ,  ou  la  première.  Le  nombre  des  combi- 
naisons des  rn — 1  autres  boules,  prises  71 — 1  à  /i — 1,  sera 
(m — i).(r/i — 2).  .  .  .{m — n-hi); 
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c  est  le  nombre  des  cas  relatifs  à  la  supposition  que  nous  venons 
de  faire;  et  comme  cette  supposition  peut  s'appliquer  aux  r boules 
marquées  du  n**  i ,  on  aura 

r.[m — i).(ni — 2) (m  —  n-f-i) 

pour  le  nombre  des  cas  relatifs  à  l'hypothèse  qu'une  des  boules 
marquées  du  n**  1  sortira  à  son  rang.  Le  même  résultat  a  lieu 
pour  l'hypothèse  qu'une  quelconque  des  71 — 1  autres  espèces  de 
boules  sortira  au  rang  indiqué  par  son  numéro;  en  ajoutant  donc 
tous  les  résultats  relatifs  à  ces  diverses  hypothèses,  on  aura 

nr.[m — i).(r/i  —  2) (m — n-f-i),  (a) 

pour  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  une  boule  au  moins  sortira 
à  son  rang,  pourvu  toutefois  que  l'on  en  retranche  les  cas  qui 
sont  répétés. 

Pour  déterminer  ces  cas,  considérons  une  des  boules  du  n**  1 
sortant  la  première,  et  une  des  boules  du  n**  2  sortant  la  se- 
conde. Ce  cas  est  compris  deux  fois  dans  le  nombre  précédent; 
car  il  est  compris  une  fois  dans  le  nombre  des  cas  relatifs  à  la 
supposition  qu'une  des  boules  numérotées  1  sortira  à  son  rang, 
et  une  seconde  fois,  dans  le  nombre  des  cas  relatifs  à  la  supposi- 
tion qu'une  des  boules  numérotée  2  sortira  à  son  rang  ;  et  comme 
cela  s'étend  à  deux  boules  quelconques  sortant  à  leur  rang,  on 
voit  qu'il  faut  retrancher  du  nombre  des  cas  précédents  le  nombre 
de  tous  les  cas  dans  lesquels  deux  boules  sortent  à  leur  rang. 

Le  nombre  des  combinaisons  de  deux  boules  de  numéros  diffé- 

l^nts  est  — -.  r*;  car  le  nombre  des  numéros  étant  n,  leurs 

^•^  (  -^  ) 

combinaisons  deux  à  deux  sont  au  nombre  — ;  et  dans  cha- 

1.2 

cune  de  ces  combinaisons,  on  peut  combiner  les  r  boules  mar- 
quées d'un  des  numéros,  avec  les  r  boules  marquées  de  l'autre 
numéro.  Le  nombre  des  combinaisons  des  m —  2  boules  restantes, 
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prises  n —  2  kn —  a,  en  ayant  égard  à  l'ordre  qu'elles  observât 
entre  elles,  est 

[m — 2). (m — 3) [m  —  n-hi); 

ainsi  le  nombre  des  cas  relatifs  à  la  supposition  que  deux  boules 
sortent  à  leur  rang  est 

^'^^"~^\/^.(m — 2). (m — 3) [m  —  w-l-i); 

en  le  retranchant  du  nombre  (a) ,  on  aura 

nr.[rn  —  i).(^w  —  2). .  .[rn  —  /i-t-i) 
—  M^Ilil.r*.(r7i  —  2). (m  —  3).  ..{rn  —  /i-+-i);  {a) 

pour  le  nombre  de  tous  les  cas  dans  lesquels  une  boule  au  moins 
sortira  à  son  rang,  pourvu  que  Ton  retranche  encore  de  cette 
fonction,  les  cas  répétés,  et  qu'on  lui  ajoute  ceux  qui  manquent. 
Ces  cas  sont  ceux  dans  lesquels  trois  boules  sortent  à  leur  rang. 
En  nommant  k  ce  nombre,  il  est  répété  trois  fois  dans  le  premier 
terme  de  la  fonction  (a) ;  car  il  peut  résulter  dans  ce  terme  des 
trois  suppositions  de  chacune  des  trois  boules  sortant  à  son  rang. 
Le  nombre  k  est  pareillement  compris  trois  fois  dans  le  second 
terme  de  la  fonction  ;  car  il  peut  résulter  de  chacune  des  suppo- 
sitions relatives  à  deux  quelconques  des  trois  boules  sortant  à  leur 
rang;  ainsi  ce  second  terme  étant  affecté  du  signe  — ,  le  nombre 
k  ne  se  trouve  point  dans  la  fonction  [a)  ;  il  faut  donc  le  lui  ajou- 
ter pour  qu  elle  contienne  tous  les  cas  dans  lesquels  une  boule  au 
moins  sort  à  son  rang.  Le  nombre  des  combinaisons  des  71  numé- 

ros  pris  trois  a  trois  est  — ^^ ^r ' ,  et  comme  on  peut  combi- 

1.2.0 

ner  les  r  boules  d'un  des  numéros  de  chaque  combinaison,  avec  les 
r boules  du  second  numéro,  et  avec  les  r  boules  du  troisième  nu- 
méro, on  aura  le  nombre  total  des  combinaisons  dans  lesquelles 
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trois  boules  sortent  à  leur  rang,  en  multipliant  -^ — ^  X"    '^> 

par  [m — 3).  (m — 4)..  (m  —  n-f-i),  nombre  qui  exprime  celui  des 
combinaisons  des  m  —  3  boules  restantes,  prises  n — 3  à  ti — 3, 
en  ayant  égard  à  l'ordre  qu  elles  observent  entre  elles.  Si  Ton 
ajoute  ce  produit  à  la  fonction  (a  ),  on  aura 

n.r.[m — i).(r7i  —  2)..  .{rn — n-f-i) 
—  n.^n  — 1)^^^^ — 2).(r7i  —  3). ..(m  —  /iH-i) 

1. 

cette  fonction  exprime  le  nombre  de  tous  les  cas  dans  lesquels  une 
boule  au  moins  sort  à  son  rang,  pourvu  que  Ton  en  retranche 
encore  les  cas  répétés.  Ces  cas  sont  ceux  dans  lesquels  quatre 
boules  sortent  à  leur  rang.  En  y  appliquant  les  raisonnements 
précédents,  on  verra  quil  faut  encore  retrancher  de  la  fonction 
[a)  le  terme 

En  continuant  ainsi,  on  aura  pour  lexpression  du  nombre  des  cas 
dans  lesquels  une  boule  au  moins  sort  à  son  rang 

n.r.[m — i).(ni — 2). .  .[m  —  nH-i) 

-f-  "Li^Lzll^^  (A) 

-h  etc. 
U  série  étant  continuée  aussi  loin  qu'elle  peut  Tétre.  Dans  cette 
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fonction,  chaque  combinaison  n  est  point  répétée;  ainsi  la  combi- 
naison de  s  boules  sortant  à  leur  rang  ne  s'y  trouve  qu'une  fois; 
car  cette  combinaison  est  comprise  s  fois  dans  le  premier  terme 
de  la  fonction,  puisqu'elle  peut  résulter  de  chacune  des  s  boules 

sortant  à  son  rang;  elle  est  retranchée  — ^-^ fois  dans  le  second 

terme,  puisqu'elle  peut  résulter  des  combinaisons  deux  à  deux  des 

s  boules  sortant  à  leur  rang;  elle  est  ajoutée  — ^-^ — -  fois  dans 

le  troisième  terme,  puisqu'elle  peut  résulter  des  combinaisons  de 
s  lettres  prises  trois  à  trois,  et  ainsi  de  suite;  elle  est  donc  dans 
la  fonction  (A),  comprise  un  nombre  de  fois  égal  à 

s.  {s  —  \)  5.(5  — 1).(5— 2) 


1.2  1.2.3 


—  etc. 


et  par  conséquent  égal  à  1 —  (1  —  1)',  ou  à  l'unité.  En  divisant  la 
fonction  (A)  par  le  nombre  rn.[rn  — 1).(/^ — 2). ...[m — 71 -hi)  de 
tous  les  cas  possibles,  on  aura  pour  l'expression  de  la  probabilité 
qu'une  boule  au  moins  sortira  à  son  rang, 

i_     (^-0-^     _^ (n-i).(n-2).r' 

i.2.(rn— 1)         i.2.3.(rn— i).(rn— 2) 

■     '"-''f-')-'"-^'-'-'     +  etc.  (B) 

i.2.o.a.(rw— i).(rn— 2).(rn— o)  ^    ' 

Cherchons  maintenant  la  probabilité  que  s  boules  au  moins 
sortiront  à  leur  rang.  Le  nombre  des  cas  dans  lesquels  s  boules 
sortent  à  leur  rang  est,  par  ce  qui  précède, 

n.(n— j).(w— 2).(n— 5+1)     ,/  v/  x     ,  .     \  /i\ 

_v 7X3777^ ^.r'.(m  — 5). (r/i  — 5 -M)...(m— 71 -f-i),        (6) 

pourvu  que  Ton  retranche  de  cette  fonction  les  cas  qui  sont  répé- 
tés. Ces  cas  sont  ceux  dans  lesquels  5-f-i  boules  sortent  à  leur 
rang,  car  ils  peuvent  résulter  dans  la  fonction,  de  5H-i  boules 
prises  ^  à  ^;  ces  cas  sont  donc  répétés  ^H-i  fois  dans  cette  fonc- 
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tion;  par  conséquent  il  faut  les  retrancher  s  fois.  Or  le  nombre 
des  cas  dans  lesquels  s-hi  boules  sortent  à  leur  rang  est 

1.2. 3. ...(54-1)  ^  '  ^  ^       ^  * 

En  le  multipliant  par  5,  et  le  retranchant  de  la  fonction  (6),  on 


aura 


— ^-^ 4 — ^' —-^.  r'Jm  —  s).(rn  —  s  —  i)....(m  —  th-i) 

1.2.3. ..5  V  /  \  /      V  / 

(  (5+1). (rn— 5))  ^     ' 

Dans  cette  fonction,  plusieurs  cas  sont  encore  répétés,  savoir, 
ceux  dans  lesquels  5 -h  2  boules  sortent  à  leur  rang;  car  ils  ré- 
sultent, dans  le  premier  terme,  des  5 -h  2  boules  sortant  à  leur 
rang,  et  prises  5  à  5;  ils  résultent,  dans  le  second  terme,  des  5 -h  2 
boules  sortant  à  leur  rang,  et  prises  5 -f-i  à  5-f-i ,  et  de  plus  mul- 
tipliés par  le  facteur  s,  par  lequel  on  a  multiplié  le  second  terme. 
Ils  sont  donc  compris  dans  cette  fonction  le  nombre  de  fois 

• ^-^ '  — 5.(5-1-2);  ainsi  il  faut  multiplier  par  Tunité  moins 

ce  nombre  de  fois,  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  5-1-2  boules 
sortent  à  leur  rang.  Ce  dernier  nombre  est 

n.(n— i).(n  — 2)...(n— 5— 1)  _,^,  ,  .  ,  ^x     ,  ,     x 

— i ^-^—5 — /— ^ '  .r^\[m — 5 — 2).(r/i — 5 — 3). ..(m — 7i-l-i); 

1.2. 3. ..(5+2)  ^  ^  ^  ^     ^  ^ 

le  produit  dont  il  s'agit  sera  donc 

1.2.3. ..(5+2)  ^  '        ^  ^1.2 

En  rajoutant  à  la  fonction  [b')  on  aura 

n.(n  — i)....(n— 5+1)   _,  /  v  ,  x       ,  v 

— ^ '—^ '-.r*.[rn — s].[rn  —  s — 1  ....(r/i — w-hi 

1.2.3... 5  \  I  \  J       \  I 


5+2  '  i.2.(rn— 5).(rn— 5— )i 

TOMB  fil.  31 
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c  est  le  nombre  de  tous  l^s  cas  possibles  dans  lesquels  s  boules 
sortent  à  leur  rang,  pourvu  que  Ion  en  retranche  encore  les  cas 
qui  sont  répétés.  En  continuant  de  raisonner  ainsi,  et  divisant  la 
fonction  finale  par  le  nombre  de  tous  les  cas  possibles,  on  aura 
pour  l'expression  de  la  prohabilité  que  s  boules  au  moins  sortiront 
à  leur  rang, 

(n—  1  ).(n  — 2)...(n  — 5+i).r*--* 
i.2.3,.,5.(rn— i).(r7i— 2)...(rn— 5+i) 

{n—s).r  s  [n  — s).{n  —  s—i).r* 


A 


1  5+1  '    m— S  5+2  '  i.2.(rn— 5).(rn— 5— i)  t      .pv 

^  ^  (n-~5).(n~5-~i).(yi-~5^2).r»  ^  ^^^  ^* 

5  +  3  '  1 .2.3.(r7i— 5).(rn— 5— i).(rn--5— 2) 

On  aura  la  probabilité  qu'aucune  des  boules  ne  sortira  à  son 
rang,  en  retranchant  la  formule  [B)  de  l'unité,  et  l'on  trouvera 
pour  son  expression, 

[i.2.3...rn]— n.r.[i.2.3...(rn— i)]h — i^I-!i.r».[i.2.3...(rn— 2)]  —  etc. 

i.2.3....r7i 

On  a,  parle  n**  33  du  premier  livre,  quel  que  soit  i, 

l'intégrale  étant  prise  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini.  L'expression 
précédente  peut  donc  être  mise  sous  cette  forme, 

faf^dx,c^^  '  ^  ^ 

Supposons  le  nombre  m  dé  boules  de  l'urne  très-grand,  alors 
en  appliquant  aux  intégrales  précédentes  la  méthode  du  n°  24 
du  premier  livre,  on  trouvera  à  très-peu  près,  pour  l'intégrale  du 
numérateur, 

\/n.X'+n.{r—\).{X—rY 
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X  étant  la  valeur  de  x  qui  rend  un  maximum,  la  fonction 
af^^.[x — r)*.  (T^.  L'équation  relative  à  ce  maximum  donne  pour  A 
les  deux  valeurs 

Y         rn+r        y/r*.(w— i)*+4rw 

2  2 

On  peut  ne  considérer  ici  que  la  plus  grande  de  ces  valeurs  qui 

est,  aux  quantités  près,  de  l'ordre  — ,  égale  à  mH *— ;  alors 

Imtégrale  du  numérateur  de  la  fonction  (o)  devient  à  peu  près 

LHntégrale  du  dénominateur  de  la  même  fonction  est,  par  le 
n*  33 ,  à  fort  peu  près , 


s     ^ — m  , 


\/2ir.(ni)       \c 
la  fonction  (o)  devient  ainsi 


0._,).(,-i)V, 

On  peut  la  mettre  sous  la  forme 

(-r 

y  y        nj       m     rn* 

m  étant  supposé  un  très-grand  nombre,  cette  fonction  se  réduit 
à  fort  peu  près  à  cette  forme  très-simple, 

m- 

31. 
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C'est  donc  l'expression  fort  approchée  de  la  probabilité  qu'aucune 
des  boules  de  l'urne  ne  sortira  à  son  rang  lorsqu'il  y  a  un  grand 
nombre  de  boules.  Le  logarithme  hyperbolique  de  cette  expres- 
sion étant 

— 1 ^—  —  etc. 

2/1        on* 

on  voit  qu'elle  va  toujours  en  croissant  à  mesure  que  n  augmente; 

quelle  est  nulle  lorsque  n=i,  et  qu'elle  devient  -,  lorsque  n  est 

infini,  c  étant  toujours  le  nombre  dont  le  logarithme  hyperbo- 
lique est  l'unité.     , 

Concevons  maintenant  un  nombre  i  d'urnes  renfermant  cha- 
cune le  nombre  n  de  boules,  toutes  de  couleurs  difiFérentes;  et 
que  l'on  tire  successivement  toutes  les  boules  de  chaque  urne. 
On  peut,  par  les  raisonnements  précédents,  déterminer  la  proba- 
bilité qu'une  ou  plusieurs  boules  de  la  même  couleur  sortiront  au 
même  rang  dans  les  i  tirages.  En  efiet,  supposons  que  les  rangs 
des  couleurs  soient  réglés  d'après  le  tirage  complet  de  la  première 
urne,  et  considérons  d'abord  la  première  couleur:  supposons  qu'elle 
sorte  la  première  dans  les  tirages  des  i —  i  autres  urnes.  Le  nombre 
total  des  combinaisons  des  n — i  autres  couleurs  dans  chaque  urne 
est,  en  ayant  égard  à  leur  situation  entre  elles,  1.2. 3...  (n — 1); 
ainsi  le  nombre  total  de  ces  combinaisons  relatives  aux  i —  1 
urnes,  est  [i.2.3...  (/i — 1  )]'"' •  c^st  le  nombre  des  cas  dans  les- 
quels la  première  couleur  est  tirée  la  première  à  la  fois  de  toutes 
ces  urnes;  et  comme  il  y  a  /i  couleurs,  on  aura 

n.[i.2.3....{n—\)y-' 

pour  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  une  couleur  au  moins  ar- 
rivera à  son  rang  dans  les  tirages  des  i — 1  urnes.  Mais  il  y  a, 
dans  ce  nombre,  des  cas  répétés;  ainsi  les  cas  où  deux  couleurs 
arrivent  à  leur  rang  dans  ces  tirages  sont  compris  deux  fois  dan» 
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ce  nombre;  il  faut  donc  les  en  retrancher.  Le  nombre  de  ces  cas 
est,  par  ce  qui  précède, 

en  le  retranchant  du  nombre  précédent,  on  aura  la  fonction 

w.[i.2.3....(n— i)]'-— "■^"~'^.[i.2.3....(n— a)]'-. 

Mais  cette  fonction  renferme  elle-même  des  cas  répétés  :  en  con- 
tinuant de  les  exclure,  comme  on  Ta  fait  ci-dessus  relativement  à 
une  seule  urne;  en  divisant  ensuite  la  fonction  finale,  par  le  nombre 
de  tous  les  cas  possibles,  et  qui  est  ici  [  i.2.3...7i  ]'-\  on  aura 
pour  la  probabilité  qu'une  des  n —  i  couleurs  au  moins  sortira 
à  son  rang  dans  les  i  —  i  tirages  qui  suivent  le  premier, 

11  1  ^ 

n«-         i.2.[ii.(n-i)]«-«^  i.2.3.[n.(n-.i).(/i-2)}'- 

expression  dans  laquelle  il  faut  prendre  autant  de  termes  qu'il  y 
a  d'unités  dans  n.  Cette  expression  est  donc  la  probabilité  qu'au 
moins  une  des  couleurs  sortira  au  même  rang  dans  les  tirages 
des  i  urnes. 

10.  Considérons  deux  joueurs  A  et  B,  dont  les  adresses  soient 
p  et  (j ,  et  dont  le  premier  ait  a  jetons,  et  le  second,  b  jetons. 
Supposons  qu'à  chaque  coup,  celui  qui  perd  donne  un  jeton  à 
son  adversaire,  et  que  la  partie  ne  finisse  que  lorsqu'un  des 
joueurs  aura  perdu  ses  jetons;  on  demande  la  probabilité  que 
l'un  des  joueurs,  A  par  exemple,  gagnera  la  partie,  avant  ou  au 
n*^  coup. 

Ce  problème  peut  être  résolu  avec  facilité  par  le  procédé  sui- 
vant, qui  est,  en  quelque  sorte,  mécanique.  Supposons  b  égal  ou 
moindre  que  a,  et  considérons  le  développement  du  binôme  (p+a^^ 
Le  premier  terme  p^  de  ce  développement  sera  la  probabilité  A 
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pour  gagner  la  partie  au  coup  b.  On  retranchera  ce  terme,  du  dé- 
veloppement, et  l'on  en  retranchera  pareillement  le  dernier  terme 
q^,  si  b=a,  parce  qu'alors  ce  terme  exprime  la  probabilité  de  B 
pour  gagner  la  partie  au  coup  b.  Ensuite  on  multipliera  le  reste 
parp-h^:  le  premier  terme  de  ce  produit  aura  pour  facteur  p*.^, 
et  comme  l'exposant  b  ne  surpasse  que  de  6 — i  l'exposant  de  q, 
il  en  résulte  que  la  partie  ne  peut  pas  être  gagnée  par  le  joueur  A, 
au  coup  6 H-  1 ,  ce  qui  est  visible  d'ailleurs;  car  si  il  a  perdu  un 
jeton  dans  les  b  premiers  coups,  il  doit,  pour  gagner  la  partie 
gagner  ce  jeton  plus  les  b  jetons  du  joueur  B,  ce  qui  exige  6 -h  a 
coups.  Mais  si  a=  6  -t- 1 ,  on  retranchera  du  produit  son  dernier 
terme,  qui  exprime  la  probabilité  du  joueur  fi  pour  gagner  la  partie 
au  coup  6  -h  1 . 

On  multipliera  de  nouveau  ce  second  reste,  par  p-h9.'  le  pre- 
mier terme  du  produit  aura  pour  facteur  p'^*.^,  et  comme  l'ex- 
posant de  p  y  surpasse  de  b  celui  de  ^ ,  ce  terme  exprimera  la 
probabilité  de  A  pour  gagner  la  partie  au  coup  6-4-2.  On  retran- 
chera pareillement  du  produit,  le  dernier  terme,  si  l'exposant  de 
q  y  surpasse  de  a  celui  de  p. 

On  multipliera  de  nouveau  ce  troisième  reste,  parp-H^,  et  l'on 
continuera  ces  multiplications  jusqu'au  nombre  de  fois  n — i,  en 
retranchant  à  chaque  multiplication  le  premier  terme,  si  l'expo- 
sant de  p  y  surpasse  de  6,  celui  de  q,  et  le  dernier  terme,  si  l'ex- 
posant de  9  y  surpasse  de  a,  celui  de  p.  Cela  posé,  la  somme  des 
premiers  termes  ainsi  retranchés  sera  la  probabilité  de  A  pour 
gagner  la  partie,  avant  ou  au  coup  n;  et  la  somme  des  derniers 
termes  retranchés  sera  la  probabilité  semblable  relative  au 
joueur  B. 

Pour  avoir  une  solution  analytique  du  problème ,  soit  y^^^,  la 
probabilité  du  joueur  A  pour  gagner  la  partie ,  lorsqu'il  a  a?  jetons, 
et  lorsqu'il  n'a  plus  que  x  coups  à  jouer  pour  atteindre  les  n  coups. 
Cette  probabilité  devient  au  coup  suivant,  ou  j^^,  ^,_„  ou  y^^^^^^,, 
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suivant  que  le  joueur  A  gagne  ou  perd  le  coup;  or  les  probabilités 
respectives  de  ces  deux  événements  sont  p  et  ^;  on  a  donc  Téquation 
aux  différences  partielles, 

Pour  intégrer  cette  équation,  nous  considérerons,  comme  précé- 
demment, une  fonction  a  de  t  et  de  ('  génératrice  de  j^:^,,  en  sorte 
que  j'ar,»/ soit  le  coefficient  de  t*f'*'  dans  le  développement  de  cette 
fonction.  En  repassant  des  coefficients  aux  fonctions  génératrices, 
f  équation  précédente  donnera 


d'où  Ton  tire 
par  conséquent 

ce  qui  donne 
donc 


.=  £^ 


T  H-9'f.- 


2pt                     2p 

-ipq 

1 

r{h\/-h- 

-  4p9)'; 

7rp  =  (ï^V^\/F--^''V  • 

Cette  équation  peut  être  mise  sous  la  forme  suivante: 


t'.  i''        a  .(2/))'.*'*' 


248      THÉORIE  ANALYTIQUE  DES  PROBABILITÉS. 
L'expression  précédente  de  -7  donne 


on  a  donc 


/*,*'*'       2.(2 


2.(3/»)— ».*'*'     • 


VF 


4p7 


sous  cette  forme,  Tambiguïté  du  signe  ±  disparaît. 

Maintenant  si  Ton  repasse  des  fonctions  génératrices  à  leurs 
coefficients,  et  si  l'on  observe  que  j,,^,  est  nul,  parce  que  le 
joueur  A  perd  nécessairement  la  partie  lorsqu'il  n'a  plus  de  je- 
tons, l'équation  précédente  donnera,  en  repassant  des  fonctions 
génératrices  aux  coefficients, 


yx.i — 


x[A'*-".j.._„_.-t-A'-".j..._,_,...-hA'*— ".7..^,,_.,_.  H-  etc.] 

la  série  du  second  membre  s'arrêtant  lorsque  x —  ar — 1  a  une 
valeur  négative.  X'*-'>,  X'*-'\  etc.  sont  les  coefficients  de  j^  » 

1 

j^^ ,  etc.  dans  le  développement  de  la  fonction 


.- •         I  (0 

Si  l'on  nomme  n  le  coefficient  de  f  dans  le  développement  de  u, 
n  sera  une  fonction  de  t' et  de  x,  génératrice  dey^^,.  Si  l'on  nomme 
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pareillement  T  le  coefficient  de  t  dans  le  développement  de  u,  le 

V 
produit  de    ^   ^,  par  la  fonction  (i)  sera  la  fonction  génératrice 

du  second  membre  de  Téquation  précédente  ;  cette  fonction  est 
donc  égale  à  u.  Supposons  x=a'+'b,  alors  j,^,  devient  ja^-è,*/*  et 
cette  quantité  est  égale  à  Tunité;  car  il  est  certain  que  A  a  gagné 
la  partie,  lorsqu'il  a  gagné  tous  les  jetons  de  B;  u  est  donc  alors 
la  fonction  génératrice  de  l'unité;  or  x  est  ici  zéro  ou  un  nombre 
pair,  car  le  nombre  des  coups  dans  lesquels  A  peut  gagner  la  partie 
est  égal  à  b  plus  un  nombre  pair;  en  effet,  A  doit,  pour  cela,  gagner 
tous  les  jetons  de  B,  et  de  plus  il  doit  regagner  chaque  jeton  qu'il 
a  perdu ,  ce  qui  exige  deux  coups.  Ensuite  n  exprimant  un  nombre 
de  coups  dans  lequel  A  peut  gagner  la  partie,  il  est  égal  à  b  plus 
un  nombre  pair;  x  étant  le  nombre  des  coups  qui  manquent  au 
joueur  A  pour  arriver  à  n,  est  donc  zéro  ou  un  nombre  pair.  De 

là  il  suit  que  dans  le  cas  de  x=a-\-b,u  devient  __  .  ;  .on  a 
donc 


ce  qui  donne  ia  valeur  de  T.  En  la  multipliant  par  la  fonction  (i) 
divisée  par  a'.p""',  et  dans  laquelle  on  fait  x==a,  on  aura  la  fonc- 
tion génératrice  de  j„^,  égale  à 


{i-<'*).[(i+V/i-4/)9.t'*)-**-(i-V»-4/>7-'''M 
Dans  le  cas  de  a=b,  elle  devient 

2°.  p".  t'' 

(i  -  t%[{i+yj  i-lipq  .t''Y+{i-\/i-hpg.t'*Y] 

TOMi  TH.  32 


(») 
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En  développant  la  fonction 


suivant  les  puissances  de  t'%  le  radical  disparaît,  et  le  plus  haut 
exposant  de  f'  dans  ce  développement  est  égal  ou  plus  petit  que  a. 
Mais  si  l'on  développe  (1  — y/i  — ^pq.i^y  suivant  les  puissances 
de  {\  le  plus  petit  exposant  de  t' sera  2a;  la  fonction  (^)  est  donc 
égale  au  développement  de  (  1  -+-^1  —  ^pq-  l*Y,  en  rejetant  les  puis- 
sances de  {  supérieures  à  a. 

Maintenant  on  a,  par  le  n**  3  du  premier  livre, 

2:"  =  i — a.  an ^ ^'.a* ^ ^ -\a*-hetc. 

1.2  1.2.0 

z  étant  celle  des  racines  de  l'équation 

a 

qui  se  réduit  à  l'unité ,  lorsque  a  est  nul  :  cette  racine  est 


en  supposant  donc  a=p<i.t'',  on  aura 

on  aura  ainsi, 

2".  p'.  t'" 


■. 


{l+\J  l-hpq.t''Y+{l-\J  i-lipq.&Y 
p'.t'" 

"  i-a.pgJ^+  li^I^.pY.*'*-  «•(«-^)-(°-J.p»y».f'.-t-  etc.' 

'^^  1.2  '^   ^  1.2.6  ^ 

la  série  du  dénominateur  étant  continuée  exclusivement  jusqu'aux 
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puissances  de  ('  supérieures  à  a.  Ce  second  membre  doit  être, 
par  ce  qui  précède,  divisé  par  i — 1%  pour  avoir  la  fonction  gé- 
nératrice de  ja,x/;  la  quantité  j^ ,,,  est  donc  la  somme  des  coefficients 
des  puissances  de  {,  en  ne  considérant  dans  le  développement  de 
ce  membre,  par  rapport  aux  puissances  de  t\  que  les  puissances 
égales  ou  inférieures  à  x.  Chacun  de  ces  coefficients  exprimera 
la  probabilité  que  A  gagnera  la  partie  au  coup  indiqué  par  l'expo- 
sant de  la  puissance  de  ï. 

Si  Ton  nomme  z,  le  coefficient  correspondant  à  f'""*"**,  on  aura 
généralement 

a. (a— 3)     ,  . 
o  =  Zi  —  a.  pq.Zi-,  -1 ^ 'P^  '  ^«-»  —  ^*^- 

d'où  il  est  facile  de  conclure  les  valeurs  de  z^z,,  etc.  en  observant 
que  z_i,  z_„  etc.  sont  nuls,  et  que  z^=p".  La  valeur  de  z,  étant 
égale  à  j«,«^,— ja,«^„_,,  on  aura  celle  de  j«,a,j«,„^,j«,a^„  etc.  L'é- 
quation aux  différences  partielles  à  laquelle  on  est  immédiatement 
conduit  se  trouve  ainsi  ramenée  à  une  équation  aux  dilïerences 
ordinaires  qui  détermine,  en  l'intégrant,  la  valeur  de  jo^,,.  Mais 
on  peut  obtenir  cette  valeur  par  le  procédé  suivant,  qui  s'applique 
au  cas  général  où  a  et  6  sont  égaux  ou  différents  entre  eux. 

Reprenons  la  fonction  génératrice  de  ja,x'  trouvée  ci-dessus; 
ya,xf  est  le  coefficient  de  f'"^  dans  le  développement  de  la  fonction 

en  supposant 


Sji-lxpcj.i' 


Q_  [\'\'\J \-kp(i.i')'^^'-[\-\j y-lKpq.t''f^^' 

yji^-kpq.t'^ 

3i. 
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Il  résulte  du  n**  5  du  premier  livre,  que  si  ron  considère  les  deux 


termes 


Il     tj.r      .-^ 

que  Ton  fasse  ensuite  successivement  ('=i  et  f= — i  dans  le 
premier  terme,  et  f'  égal  successivement  à  toutes  les  racines  de 
l'équation  Q=o ,  dans  le  second  terme  ;  la  somme  de  tous  les  termes 
que  l'on  obtient  de  cette  manière  sera  le  coefficient  de  ('",  dans 
le  développement  de  la  fraction 

P 

QTr=F)- 

Ce  que  le  premier  terme  produit  dans  cette  somme  est 


Pour  avoir  les  racines  de  l'équation  Q=o,  nous  ferons 

{=  î ; 

ce  qUÎ  donne 

^ (cos.«r+\/^i .  sin.«r)*-^— (cos.«r— \/—  i .  sin.«r)*^ 


ou 


\/^ .  sin.«r.(cos.«r)'*"^"* 


^ 2.sin.(a+6).'w 

sm.'W.(cos.'cr)''"*^""*  ' 


Les  racines  de  Téquation  Q=o  sont  donc  représentées  par 


a+b    ' 


r  étant  un  nombre  entier  positif  qui  peut  s'étendre  depuis  r=o 
jusqu'à  r=a-4-é — a.  Lorsque  a-hb  est  un  nombre  pair,  -5-  ir 
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est  une  des  valeurs  de  tir;  il  faut  l'exclure ,  parce  que  cos.  tar  de- 
venant nul  alors,  cette  valeur  de  «r  ne  rend  pas  Q  nul.  Dans  ce 
cas,  Téquation  Q=o  na  que  a-f-è — 2  racines;  mais  comme  le 
terme  dépendant  de  la  valeur  ©  =-5-  ir  est  multiplié,  dans  Texpres- 

j  .  .  .       j  (r  +  i).  w 

sion  de  y  o^„  par  une  pmssance  positive  de  cos.  ^ — --^ ,  on  peut 

conserver  la  valeur  de  r  qui  donne  ©=-i-ir ,  puisque  le  terme  qui 
lui  correspond  dans  Texpression  de  j^^,  disparaît. 
Maintenant  on  a 

dQ_(dQ\  dm 
dt'  ~\dm)'dt'' 

d*où  Ton  tire ,  en  vertu  de  l'équation  sin.  (aH-6).taf=o , 

dQ A-(fl+6).\/py.cos.(r+i).7r A*(fl+&).V/py.(— j)^' 

W  sm\t!r.(cos.«r)^*-*^»  8in*.t!r.(cos.«r)*^^'     ' 

le  terme 

—  P 


(i-f'-).^'"-.^ 


devient  ainsi,  en  observant  que 

1 .  sin.  atv 


P= 


sin.«r.(cos.«r)'^*  ' 

{— 1  j*^'.  2"-^.(poy-^'.  sm.i— !— 4— •  sm.  ^  , — .(  ces.  ^         ;      ) 

a  +  b a  +  b      \  a  +  b    )  ,^. 

la  somme  de  tous  les  termes  que  Ton  obtient,  en  donnant  à  r  toutes 
les  valeurs  entières  et  positives,  depuis  r=o  jusqu'à  r=a-4-6 — 2 , 
sera  ce  que  produit  la  fonction 

-P 
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nous  désignerons  cette  somme  par  la  caractéristique  S  placée  de- 
vant  la  fonction  [h). 

Si  l'on  fait  rH-i=a-+-i  —  (^-^i)>  ^^  ^^^* 

sm.  ^ T-  =  sin.^ — -V-. 

a+b  a+b 

COS.  ^^ 1—  = COS.  ^ 7—  , 

a+b  a+b 

2Ar'+\).7r  2.(r+i).7r 

COS.  — ^ r —  =  COS.  — ^ — -T- — , 

a  +  b  a  +  b 

.      lr'+i),an        ,        .  .      {r  +  \\ais 

sm.  -^^ S —  =( — 1       •  sm.^^ h—. 

a+b  ^       '  a+b 

De  là  il  est  facile  de  conclure  que  dans  la  fonction  (/i) ,  le  terme 
relatif  à  rn-i  est  le  même  que  le  terme  relatif  à  r-hi  ;  on  peut 
donc  doubler  ce  terme,  et  n'étendre  alors  la  caractéristique  S 

quaux  valeurs  de  r  comprises  depuis  r=o  jusqu'à  r= , 

si  a-h6  est  pair,  ou  r= ,  si  a-f-6  est  impair.  Cela  posé, 

on  aura  en  observant  que 

sm.  ^ -j —  =( — ir.  sm.^ ^ — , 

a+b  ^        ^  a+b     ' 


sin.  — ^ '- — .sin.^ '— — .(cos.  ^^ v— 1       I 

\  a+b    I      f 


2(r+0.7r     .     (r+i).67r 

— ^ ^ — .sin.^ ^— — 

a  +  b  a  +  b 


X S . } "^Jii .i:rz ^        ^^^  /    ' .      (H) 

En  changeant  a  en  6,  p  en  ^,  et  réciproquement,  on  aura  la  pro- 
babilité que  le  joueur  B  gagnera  la  partie  avant  le  coup  a -h  21, 
ou  à  ce  coup. 

Supposons  a=è;sin.i^ y-^   deviendra  sin.  ^.(r-hij.ir.  Ce 

sinus  est  nul ,  lorsque  r-f-i  est  pair;  il  suffit  donc  alors  de  considérer 
dans  l'expression  de  ya,a^ti^  les  valeurs  impaires  de  r-f-i.  En  les 
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exprimant  par  25-hi,  et  observant  que  sïn.- — ^-^  =(—  1)', 
on  aura 


p^+q""  a 

((— i)\si] 
X5 


(— iV.sin.^^ — .(ces.  ^ '- — 1 

^      ^  a  \  ia      ) 

(25+1). w    ,      . 
p*^2pq.cos.- i h  7 


2  5-+- 1  devant  comprendre  toutes  les  valeurs  impaires  contenues 
dans  a  —  1 . 

Si  l'on  change  dans  cette  expression,  p  en  7,  et  réciproquement, 
on  aura  la  probabilité  du  joueur  B  pour  gagner  la  partie  en  a -4- 21 
coups.  La  somme  de  ces  deux  probabilités  sera  la  probabilité  que 
la  partie  sera  finie  après  ce  nombre  de  coups;  cette  dernière  pro- 
babilité est  donc 

|(_0'.sin.iii±i):^.(cos.  (i^p 

(25  +  1).  ÎT      ,        ^ 

p*—2pq.cos.^ ^ [-7 


>a-i-ti-»-i 


■{p'+r)-{p9)'*'-s- 


Si  les  adresses  pet  q  sont  égales,  cette  expression  devient 

/  sm.  ^ ^ —  \ 

'  2a  ' 

Lorsque  a-i-21  est  un  grand  nombre,  on  peut  en  conclure,  d'une 
manière  fort  approchée ,  le  nombre  de  coups  nécessaire  pour  que 
la  probabilité  que  la  partie  finira  dans  ce  nombre  de  coups  soit 

égale  à  une  fraction  donnée  -j- .  On  aura  alors 

— ,  O.  ' .  > ; I 

a         i  .      25  +  0-w  l  k 

I  sm.^ ^ —  \ 

'  2a  ' 
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a-+-2i  étant  supposé  un  très-grand  nombre  fort  supérieur  au 
nombre  a,  il  suffit  de  considérer  le  terme  du  premier  membre 
qui  correspond  à  s  nul,  et  alors  on  a 

log.  (    '^   , — ^.sin.  —  I 

a-h2i-hi= ^^ -j r -, 

log.  ^cos.  JLj 

ces  logarithmes  pouvant  être  à  volonté  hyperboliques  ou  tabulaires. 
Si  dans  les  formules  précédentes  on  suppose  a  infini,  b  restant 
un  nombre  fini,  on  aura  le  cas  dans  lequel  le  joueur  A  joue  contre 
le  joueur  B  qui  a  primitivement  le  nombre  b  de  jetons,  jusqu  à 
ce  quil  ait  gagné  tous  les  jetons  de  B,  sans  que  jamais  celui-ci 
puisse  gagner  il,  quel  que  soit  le  nombre  des  jetons  qu'il  lui  gagne. 
Dans  ce  cas,  la  fonction  génératrice  (o)  deya,xf  se  réduit  à 

2KpKi'^ 


(i-/'").(i+V/i-4/>7.<'t 


car  alors  (i  — \/i — kpq.ll'Y  et  (i — \J\  — l^pq.t'')'^  dévelop- 
pés, ne  renferment  que  des  puissances  infinies  de  {,  puissances 
que  Ton  doit  négliger,  quand  on  ne  considère  qu  un  nombre  fini 
de  coups.  On  a,  par  ce  qui  précède, 

2^'j         ,   6.(6  +  t4-i).(6  +  i+2)....(6+2i— Q.jp'y'.f'"  (* 

I  •  •  •  1  ô        •  "T"  etc.i 

1  1.2.3 i  ) 

2*  p6  ^'6 

En  multipliant  ce  second  membre  par     '^' ^  ,  le  coefficient  de 
/'^^*'  sera 
fc  (    .  I  6.(6+3)     ,  ,         6.i6+i+i).(6+i+2)....(6+2î— i).pv 
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c  est  la  valeur  de  j'a,6H^i>  ou  la  probabilité  que  A.  gagnera  la  partie 
avant  ou  au  coup  6 -h  2/. 

Cette  valeur  serait  très-pénible  à  réduire  en  nombres ,  si  h  et  21 
étaient  de  grands  nombres;  il  serait  surtout  très-difficile  d'obtenir 
par  son  moyen ,  le  nombre  de  coups  dans  lesquels  A  peut  parier 
un  contre  un  de  gagner  la  partie  ;  mais  on  peut  y  parvenir  faci- 
lement de  cette  manière. 

Reprenons  la  forme  (H)  trouvée  ci-dessus.  Dans  le  cas  de  a 
infini,  et  ji  étant  supposé  égal  ou  plus  grand  que  9,  si  l'on  y  sup- 
pose — — î-^.7r=^,  et  -=rf(^,  elle  devient 

2^**-^'.p^(/>yy-^'    /V(p.sîn.2(p.sin,6(p.(cos.(p)^** 


/(df^.  sin 


l'intégrale  devant  être  prise  depuis  (^  =  0  jusqu'à  ^=-^ir.  Dans  le 
cas  de  p  moindre  que  q,  la  même  expression  a  lieu,  pourvu  que 

fon  change  le  premier  terme  1,  dans  ^. 

Si  p=<lf  cette  expression  devient 

V^.sin.6^.(cos.^)^ 


2    Te 


sm.^ 

l'intégrale  étant  prise  depuis  <p  nul  jusqu'à  (^=:^ir.  Supposons 
maintenant  que  b  et  i  soient  de  grands  nombres  :  le  maximum  de 
la  fonction 

(p.(cos.  (p)^*'-*-» 
sin.^ 

répond  à  9=0;  ce  qui  donne  1  pour  ce  maximum.  La  fonction 
décroît  ensuite  avec  une  extrême  rapidité,  et,  dans  l'intervalle  où 
elle  a  une  valeur  sensible,  on  peut  supposer 

log.  sin.  9  =  log.  (?-f-log.  {y—\<p')^^og.<p-\.<p\ 

l0g.(c0S.9)^"^^  =  (fc-h2/-f-l).l0g.(l  — 1.(^*-}-^.(?*) 
^  (6+21  +  j)  (6+2i+l) 

2  *  ^  12  *  ^  ' 

TOMB  TU.  33 
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ce  qui  donne ^  en  négligeant  les  sixièmes  puissances  de  (^,  et  ses 
quatrièmes  puissances  qui  ne  sont  pas  multipliées  par  è-t-ai-Hi, 

en  faisant  donc 

•2 

on  aura 


partant, 

p^.in.t^.(co..^)^->.  ^   r''^('~g-^'),,i„.ta.<r-.V. 

Cette  dernière  intégrale  peut  être  prise  depuis  <p  =  o  jusqu'à  <p 
infini;  car  elle  doit  être  prise  depuis  ^=o  jusqu'à  ^=-|.ir; 
or  a'  étant  un  nombre  considérable,  r^*^  devient  excessivement 
petit,  lorsqu'on  y  fait  ^  =  Yir,  en  sorte  qu'on  peut  le  supposer 
nul,  vu  l'extrême  rapidité  avec  laquelle  cette  exponentielle  dimi- 
nue, lorsque  (^  augmente.  Maintenant  on  a 

^.J  V  ^"  ^sin.69.c---'^:../^9.(i^|..9|cos.fc^.c-'y; 
on  a  d'ailleurs,  par  le  n"  25  du  premier  livre, 

r   -— 

i^ 

/(?Ve/^.cos.6^.c-«V=^.^::£^ 
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d'où  l'on  tire,  en  supposant 

Ainsi  la  probabilité  que  A  gagnera  la  partie  dans  le  nombre  6  -h  2 1 
de  coups  est 

Tintégrale  étant  prise  depuis  t  nul  jusqu à  t=T,  T*  étant  égal  à 

lia'' 

Si  Ton  cherche  le  nombre  des  coups  dans  lesquels  on  peut 
parier  un  contre  un  que  cela  aura  lieu,  on  fera  cette  probabilité 
égale  à  y,  ce  qui  donne 

/A.c-=V^  +  I:|^.(._ir-). 

Nommons  T  la  valeur  de  t,  qui  correspond  à 

et  supposons 

(f  étant  de  l'ordre  — .  L'intégrale  fdt.cr''  sera  augmentée  à  très- 
peu  près  de  ^.c"'"';  ce  qui  donne 


7"   r—T'' 
a     -T"— -    ^   -^  I. ±T'A. 


on  aura  donc 

T» — r'«_i 


^-'^"'H-£-(»-in- 


33. 
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Ayant  ainsi  T*  aux  quantités  près  de  l'ordre  —,  l'équation 

6* 


2a'=6-f-2i-i--|-  = 


aP 


donnera,  aux  quantités  près  de  l'ordre  —, 

6-4-21=  — 1  -4-  i.  T'* 

Pour  déterminer  la  valeur  de  T'',  nous  observerons  qu'ici  7"  est 
plus  petit  que  \;  ainsi  l'équation  transcendante  et  intégrale 

peut  être  transformée  dans  la  suivante, 

r—  1  T'H-  — i.  T" '-^.-.  r-h  etc.=  ^. 

3  1.2    5  1.2.0  7  4 

En  résolvant  cette  équation,  on  trouve 

r''  =  o,2  102497. 

En  supposant  è=cioo,  on  aura 

è-h2ii=:2378o,i4. 

Il  y  a  donc  alors  du  désavantage  à  parier  un  contre  un  que  A 
gagnera  la  partie  dans  28780  coups;  mais  il  y  a  de  l'avantage  à 
parier  qu'il  la  gagnera  dans  28781  coups. 

1 1.  Un  nombre  71+1  de  joueurs  jouent  ensemble  aux  conditions 
suivantes.  Deux  d'entre  eux  jouent  d'abord,  et  celui  qui  perd  se 
retire  après  avoir  mis  un  franc  au  jeu,  pour  n'y  rentrer  qu'après 
que  tous  les  autres  joueurs  ont  joué;  ce  qui  a  lieu  généralement 
pour  tous  les  joueurs  qui  perdent,  et  qui  par  là  deviennent  les  der- 
niers. Celui  des  deux  premiers  joueurs  qui  a  gagné  joue  avec  le 
troisième,  et,  s'il  le  gagne,  il  continue  déjouer  avec  le  quatrième,- 
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et  ainsi  de  suite  jusqu'à  ce  qu  il  perde,  ou  jusqu'à  ce  qu'il  ait  gagné 

successivement  tous  les  joueurs.  Dans  ce  dernier  cas,  la  partie  est 

finie.  Mais  si  le  joueur  gagnant  au  premier  coup  est  vaincu  par 

l'un  des  autres  joueurs,  le  vainqueur  joue  avec  le  joueur  suivant, 

et  continue  de  jouer  jusqu'à  ce  qu'il  soit  vaincu,  ou  jusqu'à  ce 

qu'il  ait  gagné  de  suite  tous  les  joueurs.  Le  jeu  continue  ainsi 

jusqu'à  ce  qu'il  y  ait  un  joueur  qui  gagne  de  suite  tous  les  autres, 

ce  qui  finit  la  partie,  et  alors  le  joueur  qui  la  gagne  emporte 

tout  ce  qui  a  été  mis  au  jeu.  Cela  posé. 

Déterminons  d'abord  la  probabilité  que  le  jeu  finira  précisément 

au  coup  x:  nommons  z,  cette  probabilité.  Pour  que  la  partie  finisse 

au  coup  X ,  il  faut  que  le  joueur  qui  entre  au  jeu  au  coup  x — zi-f- 1 , 

gagne  ce  coup  et  les  w  —  i  coups  suivants  ;  or  il  peut  entrer  contre 

un  joueur  qui  n'a  gagné  qu'un  seul  coup  :  en  nommant  P  la  pro- 

P 
habilité  de  cet  événement,  —  sera  la  probabilité  correspondante 

que  la  partie  finira  au  coup  x.  Mais  la  probabilité  z^,  que  la  partie 

finira  au  coup  x — i ,  est  évidemment  -;^^.  Car  il  est  nécessaire 

pour  cela  qu'il  y  ait  un  joueur  qui  ait  gagné  un  coup,  au  coup 

X — n-hi ,  et  qui  jouant  à  ce  coup,  le  gagne  et  les  ti  —  2  coups 

suivants;  et  la  probabilité  de  chacun  de  ces  événements  étant  Pet 

1  .  .  »  P 

-jjiij,  la  prohabilité  de  l'événement  composé  sera  -jj^^;  on  aura 

donc  2J^j=-;^,  et  par  conséquent, 


^n  S 


\.z^i  est  donc  la  probabilité  que  la  partie  finira  au  coup  x,  rela- 
tive à  ce  cas. 

Si  le  joueur  qui  entre  au  jeu  au  coup  a?  —  ii-f-  1  joue  à  ce  coup 
contre  un  joueur  qui  a  déjà  gagné  deux  coups;  en  nommant  Fia 
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probabilité  de  ce  cas,  — ;j^  sera  la  probabilité  relative  à  ce  cas,  que 
la  partie  finira  au  coup  x.  Mais  on  a 


2 


EL  — 


car  pour  que  la  partie  finisse  au  coup  x — 2 ,  il  faut  qu  au  coup 
X — 71-4-1,  l'un  des  joueurs  ait  déjà  gagné  deux  coups,  et  qu'il 
gagne  ce  coup  et  les  n  —  3  coups  suivants.  On  a  donc 

2"    ~  2»'^^*' 

—  .Zx-t  est  donc  la  probabilité  que  la  partie  finira  au  coup  x,  re- 
lative à  ce  cas ,  et  ainsi  de  suite. 

En  rassemblant  toutes  ces  probabilités  partielles ,  on  aura 

Il  i  1 

La  fonction  génératrice  de  z^  est,  par  le  premier  livre, 

m ' 

2  2*  2*^* 


OU 

2^» 

Pour  déterminer  "^  [t),  nous  observerons  que  la  partie  ne  peut 
finir  au  plus  tôt  quau  coup  n,  et  que  la  probabilité  pour  cela 

est  -;^^  ;  car  il  faut  que  le  vainqueur  au  premier  coup  gagne 
les  71 — 1  coups  suivants;  >//  (f  )  ne  doit  donc  renfermer  que  la  puis- 
sance 71  de  t,  et  -^^^  doit  être  le  coefficient  de  cette  puissance;  ce 
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qui  donne  >[/  (/)  =  -;;:3^  ;  ainsi  la  fonction  génératrice  de  z^  est 


h.'^'^''-') 


2" 


La  somme  des  coefficients  des  puissances  de  f  jusqu'à  Tinfini,  dans 
le  développement  de  cette  fonction,  est  la  probabilité  que  la  partie 
doit  finir  après  une  infinité  de  coups;  or  on  a  cette  somme  en 
faisant  f  =  i  dans  la  fonction ,  ce  qui  la  réduit  à  l'unité;  il  est  donc 
certain  que  la  partie  doit  finir. 

On  aura  la  probabilité  que  la  partie  sera  finie  au  coup  x  ou 
avant  ce  coup,  en  déterminant  le  coefficient  de  f  dans  le  dévelop- 
pement de  la  fonction  précédente,  divisée  par  i  —  i;  la  fonction 
génératrice  de  cette  probabilité  est  donc 


Donnons  à  la  fonction  génératrice  de  z^y  cette  forme 

le  coefficient  de  f*  dans      ',  ^,:,  est 

?^- i.2.3...(r-.i)  -^^      "^^^"^      ^^' 

on  a  donc 

-^(^-^"-^•)f-^"+^).(a;-4n  +  6)H-etc. 
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expression  qui  n  est  relative  qu'à  x  plus  grand  que  n,  et  dans  la- 
quelle il  ne  faut  prendre  qu'autant  de  termes  qu'il  y  a  d'unités 

entières  dans  le  quotient  -  :  lorsque  x=n,  on  a  Zg.=  —i^^. 

En  développant  de  la  même  manière  la  fonction  génératrice  de 
la  probabilité  que  la  partie  finira  avant  ou  au  coup  x,  on  trou- 
vera pour  l'expression  de  cette  probabilité, 

n ' zr^'i^  —  271-4-4) 

2"  K2.2*"        ^  ^ 

-f-^ ^-^ — \[x — 3fH-6) —  etc. 

1.2.3.2"*  ^  ' 

cette  expression  ayant  lieu  dans  le  cas  même  de  x=n. 

Déterminons  maintenant  les  probabilités  respectives  des  joueurs 
pour  gagner  la  partie  au  coup  x.  Soit  jo,x  celle  du  joueur  qui  a 

gagné  le  premier  coup;  soient  Ji^x^  Jt,*» Xn-i^x  celles  des  joueurs 

suivants,  et  j„ ,,  celle  du  joueur  qui  a  perdu  au  premier  coup,  et 
qui  par  là  est  devenu  le  dernier.  Désignons  les  joueurs  par  (o),  (i), 
(2), ....  (/i— i),(7i).  Cela  posé,  la  probabilité  j^,^  du  joueur  (r) 
devient  jp_,,^i,  si  au  second  coup  le  joueur  (o)  est  vaincu  par  le 
joueur  (1)  ;  car  il  est  visible  que  (r)  se  trouve  alors,  par  rapport 
au  vainqueur  (1) ,  dans  la  même  position  où  était  (r— 1)  par  rap- 
port au  vainqueur  (o)  ;  seulement,  il  y  a  un  coup  de  moins  à  jouer 
pour  arriver  au  coup  x,  ce  qui  change  x  dansa: — 1 .  Présentement 
la  probabilité  que  le  joueur  (o)  sera  vaincu  par  (1)  est  \;  ainsi 
y.  jr-i.x-i  est  la  probabilité  du  joueur  (r)  pour  gagner  la  partie  au 
coup  X,  relative  au  cas  où  (o)  est  vaincu  par  (1).  Si  (o)  n'est  vaincu 
que  par  (2) ,  y^^x  devient  j^^,^., ,  et  la  probabilité  de  cet  événe- 
ment étant  ~,  on  a  Y-  yr-i.x-t  pour  la  probabilité  du  joueur  (r) , 
de  gagner  la  partie  au  coup  x,  relative  à  ce  cas.  Si  le  joueur  (o) 
n'est  vaincu  que  par  le  joueur  (r) ,  y^^^  devient  j'.^aj-r,  et  la  proba- 
bilité de  cet  événement  est  —  ;  ainsi  —*y.,x-r  6st  la  probabilité  du 
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joueur  (r)  pour  gagner  la  partie  au  coup  x,  relative  à  ce  cas.  Si 
ie  joueur  (o)  n'est  vaincu  que  par  le  joueur  (r-hi) ,  j^^  se  change 
dans  j,._,^^p__, ;  car  alors  le  joueur  (r)  se  trouve,  par  rapport  au 
vainqueur,  dans  la  position  primitive  du  joueur  [n  —  i)  par  rap- 
port au  joueur  (o)  :  seulement  il  ne  reste  que  x — r — i  coups  à 
jouer  pour  arriver  au  coup  x.  Or  la  probabilité  que  (o)  ne  sera 

vaincu  que  par  le  joueur  (r-hi)  est  — ;^;  —^^.y^.^^r-i  est  donc 

la  probabilité  de  (r)  pour  gagner  la  partie  au  coup  x,  relative  à  ce 
cas.  En  continuant  ainsi ,  et  rassemblant  toutes  ces  probabilités 
partielles,  on  aura  la  probabilité  entière  j^^  du  joueur  (r)  pour 
gagner  la  partie  ;  ce  qui  donne  Téquation  suivante , 

I  1  1  1 

yr,x '^•yr—i.x—i'^  '^•yr~»,a:--i  •  •  •  •  H"  ■^•/•,«-r+  "^7^ '/n-i^x— r— i 

1  1 

■+~  ^7^7  •/«-«. «—r-f  •  •  •  "+-  ^^iZI'J^r^i.a;— «-Hi  • 

Cette  expression  a  lieu  depuis  r=i  jusqu'à  r=n —  2,  Elle  donne 

En  retranchant  cette  équation  de  la  précédente,  on  aura  celle-ci 
aux  différences  partielles , 

cette  équation  s'étend  depuis  r=2  jusqu'à  r=n — 2. 

On  a,  par  le  raisonnement  précédent,  l'équation  suivante. 

Mais  l'expression  précédente  de  y^^x  donne 

Il  II. 


TOME    Yll. 
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en  retranchant  cette  équation  de  la  précédente  «  on  aura 

I  

ainsi  Téquation  (i)  subsiste  dans  le  cas  de  r=7i — i. 

Le  raisonnement  précédent  conduit  encore  à  cette  équation 

j  1  i 

ce  qui  donne 

I  1  I 

en  retranchant  cette  équation  de  celle-ci,  que  donne  l'expression 
générale  de  j^„ 

I  I  I  ^ 

et  faisant  ^.(j.,,-4-j„,,)=jo,x,  on  aura 

I  

J»,*  Jo.x— iH"  — -J,,x— « O- 

/ 
/ 

L'éqUation  (i)  subsiste  donc  encore  dans  le  cas  même  de  r=  i, 
pourvu  que  l'on  y  change  j,,,  dans  jo.x-  On  doit  observer  que  jo.x 
est  la  probabilité  de  gagner  la  partie  au  coup  x,  de  chacun  des 
deux  premiers  joueurs,  au  moment  où  le  jeu  commence;  car  cette 
probabilité  devient,  après  le  premier  coup,  Vo^;  ou  j„  .^,  suivant 
que  le  joueur  gagne  ou  perd,  et  la  probabilité  de  chacun  de  ces 
événements  est  y. 

Maintenant  la  fonction  génératrice  de  Téquation  (i)  est,   par 
le  n*"  20  du  premier  livre, 

9(0 


2" 


(«) 


t  étant  relatif  à  la  variable  x,  et  f'  étant  relatif  à  la  variable  r, 


LIVRE  DEUXIEME.  267 

en  sorte  que  j^ .,  est  le  coefficient  de  t'^t"  dans  le  développement 
de  cette  fonction;  ^  (/)  est  une  fonction  de  t  qu'il  s'agit  de  dé- 
terminer. 

Pour  cela  nous  ferons 


2" 


la  fonction  génératrice  de  jr,x  sera  le  coefficient  de  t'^  dans  le  dé- 
veloppement de  la  fonction  (a);  elle  sera  donc 

La  probabilité  que  la  partie  finira  précisément  au  coup  x  est  évi- 
demment la  somme  des  probabilités  de  chaque  joueur  pour  la 
gagner  à  ce  coup;  elle  est  donc 

par  conséquent  la  fonction  génératrice  de  cette  probabilité  est 

7'.(p(f).('j^/7-f-fr....H-r-T"-'), 


ou 


■r-m'-^P- 


En  l'égalant  à  la  fonction  génératrice  de  cette  probabilité,  que  nous 
avons  trouvée  ci-dessus,  et  qui  est 

-.r.(2-/) 


2" 


on  aura 

^„.r(2-o.(.-ro 


<p{t)=  -      -        -- , 


.54. 


;♦  /\/i#*;i^\rt  3«i#»r5firf>  t**  '     ■»«   fnoi'. 


y^v.**i  <.  A'.*  t»»n^*  i\' .!#*:•  v»rr.*   ir\cji Situait  zir  ::*  it^vTaciiiMBmsBC. 


^^fÈOO  >  rUi^fty/:  y  ^J*o>,  /  //  ^.i^pnmHui  \^  pp'.-bàbiiile  de  sa«:iier 
1*  ^f'4fiu\  fU'^  '1/r'i/  j/frrii'rr»   jou^rur^  du  moment  oa  il*  entrent 

yikmU*u'4Ui ,  f.\$H^tit:  joM^rur  fi^îf^brit 'l^ffKisant  an  franc  aajeu, 
'l/rtirrrriinori^  I  ^v^^nt^;^';  /!#:•>  difK^r/?rit^  joueurs.  Il  est  clair qa*aprés 
/  'oiij;^  i\  f  i%,iù\  X y'Upii*i  HîÈ  jeu;  Tavant^ge  du  joueur  >•  relatif 
iî  M-n  A  jel/in-;  i*M  )#•  prorluit  de  ces  jetons  par  la  probabilité  v.^ 
de  K^^gnei   |;i  p;iftie  au  ry>up  a^^;c^;l  avantage  est  donc  x.  j,.,.  La 
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valeur  de  x.  yr^  est  le  coefficient  de  <•"*.  dt  dans  la  différentielle 
de  la  fonction  génératrice  de  j^,*/  en  divisant  donc  cette  différen- 
tielle par  dt,  et  en  y  supposant  ensuite  t=i ,  on  aura  la  somme 
de  toutes  les  valeurs  de  x.  j^^  jusqu'à  x  infini  :  c'est  l'avantage  du 
joueur  (r).  Mais  il  faut  en  retrancher  les  jetons  qu'il  met  au  jeu 
à  chaque  coup  qu'il  perd;  or  y^^  étant  sa  probabilité  de  gagner  la 
partie  au  coup  x,  2\  j^  .^-n^i.  sera  sa  probabilité  d'entrer  au  jeu, 
au  coup  X — Ji-f-i ,  puisque  celte  dernière  probabilité,  multipliée 

par  la  probabilité  —,  qu'il  gagnera  ce  coup  et  les  «  —  i  coups 

suivants,  est  sa  probabilité  de  gagner  la  partie  au  coup  x.  En  suppo- 
sant donc  qu'il  perde  autant  de  fois  qu'il  entre  au  jeu,  la  somme 
de  toutes  les  valeurs  de  2".  j^  ,^_„^i  juscpi'à  x  infini  serait  le  dé- 
savantage du  joueur  (  r)  ;  et  comme  la  somme  de  toutes  les  valeurs 
de  jr^,  _„^i  est  égale  à  la  somme  de  toutes  les  valeurs  de  j^  ,^,  ou  à 

yr,  on  aurait  2".jr,  ou     '^^^^;    pour  le  désavantage  du  joueur 

(r).  Mais  il  ne  perd  pas  chaque  fois  qu'il  entre  au  jeu,  parce  qu'il 
peut  entrer  au  jeu  et  gagner  la  partie;  il  faut  donc  ôter  de  2".  j^, 
la  somme  de  toutes  les  valeurs  de  j^  ou  yr,  et  alors  le  désavantage 

de  (r)  est  ^    ""  ^'^ — Y'    •  Pour  avoir  l'avantage  entier  de  (r) ,  il 

faut  retrancher  cette  dernière  quantité,  de  la  somme  des  valeurs 
àe  x.  yr^^;  en  désignant  donc  par  S  cette  somme,  l'avantage  du 
joueur  (r)  sera 

5  étant,  comme  on  l'a  vu ,  la  différentielle  de  la  fonction  généra- 
trice dej'r,*  divisée  par  dt ,  et  dans  laquelle  on  suppose  ensuite  t=  1 . 
Dans  cette  supposition ,  on  a 
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Désignons  par  1,  l'avantage  de  (r) ,  on  trouvera 

Cette  équation  servira  depuis  r=rzo  jusqu  à  r=n  —  i ,  pourvu  que 
Ton  y  change  l'o  dans  Y, ,  Y^  étant  l'avantage  des  deux  premiers 
joueurs,  au  moment  où  ils  entrent  au  jeu. 

Si,  au  commencement  de  la  partie,  chacun  des  joueurs  dépose 
au  jeu  une  somme  a,  Tavantage  du  joueur  (r)  en  sera  augmenté 
de  («H-i).a,  multiplié  par  la  probabilité  j^,  que  ce  joueur  gagnera 
la  partie;  mais  il  faut  en  ôter  la  mise  a  de  ce  joueur;  il  faut  donc, 
pour  avoir  alors  son  avantage,  augmenter  l'expression  précédente 
de  Yrf  de  la  quantité 

i—p—p'' 
Lorsque  lavantage  de  (r)  devient  négatif,  il  se  change  en  désavan* 
tage. 

1.2.  Soit  9  la  probabilité  d'un  événement  simple  à  chaque 
coup,  on  demande  la  probabilité  de  l'amener  i  fois  de  suite  dans 
le  nombre  x  de  coups. 

Nommons  z^  la  probabilité  que  cet  événement  composé  aura  lieu 
précisément  au  coup  x.  Pour  cela,  il  est  nécessaire  que  l'évé- 
nement simple  n'arrive  point  au  coup  x — i,  et  qu'il  arrive  dans 
Içs  i  coups  suivants,  l'événement  composé  n'étant  point  arrivé 
précédemment.  Soît  alors  P  la  probabilité  que  l'événement  simple 
n'arrivera  point  au  coup  x —  / — i .  La  probabilité  correspondante 
qu'il  n'arrivera  point  au  coup  x — i  sera  (i — q).  P;  et  la  probabi- 
lité correspondante  que  l'événement  composé  aura  lieu  précisé- 
ment au  coup  X  sera  (i  —  q).P.(]'  :  ce  sera  la  partie  de  z^  corres- 
pondante à  ce  cas.  Mais  la  probabilité  que  l'événement  composé 
arrivera  au  coup  x — i  est  évidemment  P.  q';  on  a  donc 

1^' 
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ainsi  la  valeur  partielle  de  z^y  relative  à  ce  cas,  est  (i — 9).:^,-,. 
Considérons  maintenant  les  cas  où  l'événement  simple  arrivera 
au  coup  X — i — 1 .  Nommons  F  la  probabilité  qu'il  n'arrivera  pas 
au  coup  X — / — *x\  la  probabilité  qu'il  arrivera  dans  ce  cas  au 
coup  X — i —  1  sera  9. F,  et  la  probabilité  qu'il  n'arrivera  pas  au 
coup  X — (  sera  (1  — ^)  -(f.P';  la  valeur  partielle  de  z^  relative  à 
ce  cas  sera  donc  (1 — (j).q.F.(j\  Mais  la  probabilité  que  l'évé- 
nement composé  arrivera  précisément  au  coup  x —  2  est  F.  q'  : 
c'est  la  valeur  de  z^^;  ce  qui  donne 


9" 

(1  —  7).9.2^x-i  est  donc  la  valeur  partielle  de  z.^,  relative  au  cas 
où  l'événement  simple  arrivera  au  coup  x — i — 1 ,  sans  arriver  au 
coup  X — i — 2. 

On  trouvera  de  la  même  manière  que  (1 — (f).(ji\z^_,  est  la  va- 
leur partielle  de  z^,  relative  au  cas  où  l'événement  simple  arrivera 
au  coup  X — I — 1  et  a: —  i — 2,  sans  arriver  au  coup  x — i — 3; 
et  ainsi  de  suite. 

En  réunissant  toutes  ces  valeurs  partielles  de  z,,  on  aura 

^.=  (1  — 7).(z.-.-t-</.  Z:.-,  -4-9^  z,_, . .  .  -¥-(f-\  z,.  ..). 
Il  est  facile  d*en  conclure  que  la  fonction  génératrice  de  z^  est 

7'-(i--70-^'         , 
i— f +(1  — 7).9^^"*■'' 

car  cette  fonction  génératrice  est 

»(0 


i-(i-<7).(ï+9f...  +  9'-'r  ' 
oa 

9(0-('-90 
i-f +(1-9).  </'./•*'■ 

La  fonction  <p  (t)  doit  être  déterminée  par  la  condition  qu'elle  ne 
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doit  renfermer  que  la  puissance  i  de  t,  puisque  Tévénement  com- 
posé ne  peut  commencer  à  être  possible  qu'au  coup  i;  de  plus, 
le  coefficient  de  cette  puissance  est  la  probabilité  9',  que  cet  évé- 
nement aura  lieu  précisément  à  ce  coup. 

En  divisant  la  fonction  génératrice  précédente  y  par  1 — t,on  aura 


(t-0^( 


pour  la  fonction  génératrice  de  la  probabilité  que  l'événement 
composé  aura  lieu  avant  ou  au  coup  x. 

En  développant  cette  fonction,  on  aura  pour  le  coefficient  de 
t"*'',  la  série 

-(i-?)'-r^ 1.2.3.4  ^.[{i^cj).{x-h-i)  +  h] 

-h  etc. 

la  série  étant  continuée  jusqu'à  ce  que  l'on  arrive  à  des  facteurs 
négatifs.  C'est  l'expression  de  la  probabilité  que  l'événement  com- 
posé aura  lieu  au  coup  x-^-i,  ou  avant  ce  coup. 

Supposons  encore  que  deux  joueurs  A  et  B,  dont  les  adresses 
respectives  pour  gagner  un  coup  sont  ^  et  1  —  q,  jouent  à  cette 
condition,  que  celui  des  deux  qui  aura  le  premier  vaincu  i  fois 
de  suite  son  adversaire  gagnera  la  partie;  on  demande  les  pro- 
babilités respectives  des  deux  joueurs  pour  gagner  la  partie  pré- 
cisément au  coup  X. 

Soitj;,  la  probabilité  de  A,  et  y,  celle  de  B.  Le  joueur  A  ne  peut 
gagner  la  partie  au  coup  x  qu'autant  qu'il  commence  ou  recom- 
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mence  à  gagner  B  au  coup  x — ï-+-i  ,  et  qu'il  continue  de  le  gagner 
les  i — 1  coups  suivants.  Or  avant  de  commencer  le  coupa: — i-f-i , 

B  aura  déjà  gagné  A,  ou  une  fois,  ou  deux  fois ou  i  — i  fois. 

Dans  le  premier  cas,  si  Ton  nomme  P  la  probabilité  de  ce  cas, 
P.(i — ^)'""'  sera  la  probabilité  y^_,  de  B  pour  gagner  la  partie 
au  coup  X — 1,  ce  qui  donne 

p J-g-t 

Mais  si  B  perd  au  coup  x  —  i  H-  i  et  aux  i  —  i  coups  suivants, 
A  gagnera  la  partie  au  coup  x,  et  la  probabilité  de  cela  esiP.q'; 

r  Jl  V-^i  ^^*  donc  la  partie  de  j^,  relative  au  premier  cas. 

Dans  le  second  cas,  si  l'on  nommeP'sa  probabilité,  P'.  (i — ^)'~" 
sera  la  probabilité  y^_,  de  B  pour  gagner  la  partie  au  coup  x — 2. 
La  probabilité  de  A  pour  gagner  la  partie  au  coup  x,  relative  à 

ce  cas,  est  F.cj';  on  a  donc  /  _  t-i  pour  cette  probabilité. 
En  continuant  ainsi,  on  aura 

J'=  (7:i^-l(i  — 7)-y^  .-4- (1  — (/)\jU . . . . -f- (1— 7)'"'-ya-.-]. 
Si  Ton  change  q  en  1 — cj^y^  en  j',^  et  réciproquement,  on  aura 

Maintenant,  a  étant  fonction  génératrice  de  j,,  celle  de  y,  sera, 
par  tout  ce  qui  précède , 

k  étant  égal  à  ii— ?i  .  Mais  l'expression  précédente  de  y^  ne  com- 
mençant à  avoir  lieu  que  lorsque  x  =  i-h  1 ,  parce  que  pour  des 
valeurs  plus  petites  de  x,  j^^., ,  ja_«7  etc.  sont  nuls;  il  faut,  pour 

TOME   VII.  35 
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compléter  i'expression  précédente  de  la  fonction  génératrice  dej',, 
lui  ajouter  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  t,  de  Tordre  i, 
et  dont  les  coefficients  des  puissances  de  t  soient  les  valeurs  dej',, 
lorsque  x  est  égal  ou  plus  petit  que  i.  Orj,  est  nul»  lorsque  x 
est  moindre  que  i;  et  lorsqu'il  est  égal  à  i,  y^  est  (i  — (j)\  parce 
qu  il  exprime  alors  la  probabilité  de  B  pour  gagner  la  partie  après  i 
coups;  la  fonction  à  ajouter  est  donc  (i — 9)'''/  ainsi  la  fonction 
génératrice  dey^  est 

kq.ut.li-i-qt -h  q'-'  V-']'-h{i  —  (jiy.V. 

Si  Ton  nomme  u  cette  fonction ,  l'expression  de  y^  en  y^_  »  ^y'x-t  »  etc. 
donnera  pour  la  fonction  génératrice  de  y^,,  en  changeant  dans 

celle  dej^,  k  dans   -r,  9  dans  1  —  9, 

p(i— 9).u7.[i-4-(i— 9)  f..  .-4-(i— 9y-*<'-]-f-9T. 

Cette  quantité  est  donc  égale  à  u;  d'où  l'on  tire,  en  y  substituant 
pour  u  sa  valeur  précédente , 

„  ^ (yT.(i~(y<).[i-(i-(y)Tl 

i  —  t  +  q.[i-^qyt^'  +  [i  —  q).qT^'—q',{i---q)V'' 

En  changeant  9  en  1  —  9,  on  aura  la  fonction  u  génératrice  dej,. 
Si  l'on  divise  ces  fonctions  par  1  —  f,  on  aura  les  fonctions  géné- 
ratrices des  probabilités  respectives  de  ^4  et  de  jB,  pour  gagner  la 
partie  avant  ou  au  coup  x. 

Si  l'on  suppose  t=\  dans  u,  on  aura  la  probabilité  que  A  ga- 
gnera la  partie;  car  il  est  clair  qu'en  développant  u  suivant  les 
puissances  de  t,  et  en  supposant  ensuite  /  =  i,  la  somme  de  tous 
les  termes  de  ce  développement  sera  celle  de  toutes  les  valeurs 
àe  y^.  On  trouve  ainsi  la  probabilité  de  A  pour  gagner  la  partie, 
égale  à 
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la  probabilité  de  B  est  donc 

Supposons  maintenant  que  les  joueurs,  à  chaque  coup  qu  ils 
perdent,  déposent  un  franc  au  jeu,  et  déterminons  leur  sort  res- 
pectif. Il  est  clair  que  le  gain  du  joueur  A  sera  x,  s'il  gagne  la 
partie  au  coup  x,  puisqu'il  y  aura  x  francs  déposés  au  jeu;  ainsi 
la  probabilité  de  cet  événement  étant  y^  par  ce  qui  précède,  S .  oy^ 
sera  l'expression  de  l'avantage  de  il,  le  signe  S  s'étendant  à  toutes 
les  valeurs  possibles  de  x.  La  fonction  génératrice  de  j^  étant  u 

ou  ijr,  T  étant  le  numérateur  de  l'expression  précédente  de  u 

et  T  étant  son  dénominateur;  il  est  facile  de  voir  que  l'on  aura 

T 
S.xy^^  en  di£Pérentiant  -7=^ ,  et  en  supposant  ensuite  t=\  dans  cette 

différentielle,  ce  qui  donne,  avec  cette  condition. 

Pour  avoir  le  désavantage  de  4,  on  observera  qu'à  chaque  coup 
qu'il  joue,  la  probabilité  qu'il  perdra,  et  par  conséquent  qu'il  dé- 
posera un  franc  au  jeu,  est  1 — 9;  sa  perte  est  donc  le  produit  de 
1 — q,  par  la  probabilité  que  le  coup  sera  joué;  or  la  probabilité 
que  le  coup  x  sera  joué  est  1 — 5  .y^_, — S  .y^_,  ;  la  fonction  gêné* 

ratrice  de  l'unité  est  ici  -,  et  celle  de  5.ja:-i-+-5.y,_o  est 

7"  t+T'  t  ^~ 

—jri — -pr-  ;  T'  étant  ce  que  devient  T  lorsqu'on  y  change  (j  en 

1 — (jy  et  réciproquement;  ainsi  la  fonction  génératrice  du  désa- 
vantage de  A  est 

{i^(,yt.(T--r-r) 

Le  numérateur  et  le  dénominateur  de  cette  fonction  sont  divisibles 

35. 
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par  1 — t;  de  plus,  on  aura  la  somme  de  tous  les  désavantages  de  A, 
ou  son  désavantage  total,  en  faisant  t=i  dans  cette  fonction  gé- 
nératrice; le  désavantage  total  est  donc,  par  les  méthodes  connues, 
et  en  observant  que  V-hT"=T,  lorsque  f=i, 

(i~(y).((fr~dr-(fr) 

T.dt 

t  étant  supposé  égal  à  l'unité,  après  les  dilTérentiations.  Si  Ton 
retranche  cette  expression  de  celle  de  l'avantage  total  de  il»  on  aura 
pour  l'expression  du  sort  de  ce  joueur, 

qdT+[x-q).[dT--dr)  T.dT 

T.  dt  T\  dt  • 

Le  sort  de  B  sera 

[l-q).dr+q\dT-dT)  T.dT 

T.  dt  T\  dt  ' 

t  étant  supposé  l'unité  après  les  différentiations  ;  ce  qui  donne 

r=9.(i-9).[9---+-(i-9)'--7'-'.(i-7)'-], 
^=(«H-i).9.(i— 9).[9'-'-4-(i-9)'-]— 2,Y.(i— 7)'— 1, 
r  =  (i-7).<y-.[i-{i-9)'l, 

AT' 

on  aura  T"  et  -tt-  ,  en  changeant  dans  ces  deux  dernières  expres- 
sions, q  dans  i — q. 

13.  Une  urne  étant  supposée  contenir  n-t-i  boules,  distinguées 
par  les  n*^  o,  1 ,  2,  3,.... 71  ;  on  en  tire  une  boule  que  l'on  remet  dans 
l'urne  après  le  tirage.  On  demande  la  probabilité  qu'après  i  tirages, 
la  somme  des  nombres  amenés  sera  égale  à  s. 

Soient  fi,  ^,  f,, . . .f,,  les  nombres  amenés  au  premier  tirage,  au 
second,  au  troisième,  etc.  on  doit  avoir 

ti-f-^-hf, -hf,=5.  (i) 
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/,»  /, ti  étant  supposés  ne  pas  varier,  cette  équation  n'est  sus- 
ceptible que  d'une  combinaison.  Mais  si  Ton  fait  varier  à  la  fois 
f,  et  f,,  et  si  l'on  suppose  que  ces  variables  puissent  s'étendre  in- 
définiment depuis  zéro,  alors  le  nombre  des  combinaisons,  qui 
donnent  l'équation  précédente  sera 

car  fj  peut  s'étendre  depuis  zéro,  ce  qui  donne 

I  j  —  s      fj      14 . . .      r,- , 

jusqu'à  s — fj — t^...  —  ti,  ce  qui  donne  f,=:  o  ;  les  valeurs  négatives 
des  variables  (j,  ^  devant  être  exclues. 

Maintenant,  le  nombre  5-f-i — t, — t^. . .  —  f,  est  susceptible  de 
plusieurs  valeurs,  en  vertu  des  variations  de  ^3,  f^,  etc.  Supposons 
d'abord  f;,  f„  etc.  invariables,  et  que  t,  puisse  s'étendre  indéfini- 
ment depuis  zéro  ;  alors  si  l'on  fait 

en  intégrant  cette  variable  dont  la  diff'érence  finie  est  l'unité,  on 

aura  — ^^ pour  son  intégrale;  mais,  pour  avoir  la  somme  de 

toutes  les  valeurs  de  a:,  il  faut,  comme  l'on  sait,  ajouter  x  à  cette 

intégrale  ;  cette  somme  est  donc  — .  Il  faut  y  faire  x  égal  à 

sa  plus  grande  valeur,  que  l'on  obtient  en  faisant  t,  nul  dans  la 
fonction  5 -f-i — U — U — Ui  ainsi  le  nombre  total  des  combi- 
naisons relatives  aux  variations  de  f,,  U  ^t  f,,  est 

1.2 
En  faisant  encore  dans  cette  fonction 

5-4-2  — t^  —  U —  ti=^x, 

die  devient  — ^;  en  l'intégrant  depuis  a;=o,  et  en  ajoutant 
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la  fonction  elle  «-même  à  cette  intégrale,  on  aura  — — ^)-x-(^—i)  . 

la  valeur  de  x  nulle  répond  à  ^^=5-1- 2 — t,.... — «,,  et  sa  plus 
grande  valeur  répond  à  t^  nul,  et  par  conséquent  elle  est  égale  à 
5-4-2 — t,... — if,;  en  substituant  donc  pour  x  cette  valeur  dans 
l'intégrale  précédente,  on  aura 

1.2.3 

pour  la  somme  de  toutes  les  combinaisons  relatives  aux  variations 
de  ti,  /,,  fa,  ^4.  En  continuant  ainsi,  on  trouvera  généralement  cjue 
le  nombre  total  des  combinaisons  qui  donnent  l'équation  (1) ,  dans 
la  supposition  où  les  variables/,,  /,,...  f,  peuvent  s'étendre  indéfi- 
niment depuis  zéro,  est 

(j4-I  — ll(5+g— 2).(5+t— 3) (5  4-0  •  /   . 

1   2.3....(l-«l)  '  ^    ■ 

Mais  dans  la  question  précédente,  ces  variables  ne  peuvent  pas 
s'étendre  au  delà  de  n.  Pour  exprimer  cette  condition,  nous  obser- 
verons que  l'urne  renfermant  n-hi  boules ,  la  probabilité  d'extraire 

l'une  quelconque  d'entre  elles  est ;  ainsi  la  probabilité  de 

chacune  des  valeurs  de  t,,  depuis  zéro  jusqu'à  n,  est  — — .  La 

probabilité  des  valeurs  de  t^  égales  ou  supérieures  à  /î-f-i  est  nulle; 

on  peut  donc  la  représenter  par   ,  pourvu  que  l'on  fasse 

/z=i  dans  le  résultat  du  calcul;  alors  la  probabilité  d'une  valeur 

quelconque  de  /,  peut  être  généralement  exprimée  par , 

pourvu  qu'on  ne  fasse  commencer  /,  que  lorsque  ^  aura  atteint 
/i-f-i ,  et  qu'on  le  suppose  à  k  fin,  égal  à  l'unité  :  il  en  est  de 
même  des  probabilités  des  autres  variables.  Maintenant  la  proba- 
bilité de  l'équation  (1)  est  le  produit  des  probabilités  des  valeurs  de 

— — —  I  ;  'le  nombre  des 
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combinaisons  qui  donnent  cette  équation ,  multipliées  par  leurs 
probabilités  respectives  «  est  ainsi  le  produit  de  la  fraction  (a)  par 


ou 

(5+l).(5+2^ 


1.2.3. 

mais  il  faut,  dans  le  développement  de  cette  fonction,  n  appliquer 
t-*-'  qu'aux  combinaisons  dans  lesquelles  une  des  variables  com- 
mence à  suq)asser7i;  il  faut  n'appliquer  f""*'  qu'aux  combinaisons 
dans  lesquelles  deux  des  variables  commencent  à  surpasser  n,  et 
ainsi  du  reste.  Si  dans  l'équation  (i)  on  suppose  qu'une  des  va- 
riables, f,,  par  exemple,  surpasse  n,  en  faisant  t,=n-^i'+'t\y 
cette  équation  devient 

s — n — i=«\-f-^~h<3-f-etc. 

la  variable  t\  pouvant  s'étendre  indéfiniment.  Si  deux  des  varia- 
bles, telles  que  t,  et  f,,  surpassent  n,  en  faisant 

l'équation  devient 

s — 211 — 2  ={,-]- t^-ht.-^- etc. 

et  ainsi  de  suite.  On  doit  donc,  dans  la  fonction  (a)  que  nous  avons 
dérivée  de  l'équation  (i) ,  diminuer  s  de  zi-hi ,  relativement  au 
système  des  variables  t\,Ujt,,  etc.  On  doit  le  diminuer  de  2n-t-îi , 
relativement  au  système  des  variables  f\,  (',,  ^3,  etc.  et  ainsi  du 
reste.  Il  faut  par  conséquent,  dans  le  développement  de  la  fonc- 
tion (6)  par  rapport  aux  puissances  de  /,  diminuer  dans  chaque 
terme ,  5  de  l'exposant  de  la  puissance  de  /;  en  faisant  ensuite  /=i, 
cette  fonction  devient 

(5+0.(54-2) (5  +  1  —  1)         1.(5 --/i). (5  —  71  +  1) (5+1— n  — 2) 

i.2.3...(i  — i).(n+i)*  1.2.3 (i  — i).(n  +  i)' 

I.(l-l)'(5-2/l-i:.(5 -27!).... (5 +1-271-3)  ,. 

"^  "TX"-         r:^.:.(,--i).(n+,)'  ^^^-    ^"^f 
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la  série  devant  être  continuée  jusqu'à  ce  que  l'un  des  facteurs  5 — n, 
s — 2n  —  1 ,  s — 3n — 2 ,  etc.  devienne  nul  ou  négatif. 

Cette  formule  donne  la  probabilité  d'amener  un  nombre  donné 
s,  en  projetant  i  dés  d'un  nombre  /iH-  1  de  faces  chacun,  le  plus 
petit  nombre  marqué  sur  ces  faces  étant  1  •  Il  est  visible  que  cela 
revient  à  supposer  dans  l'urne  précédente  tous  les  nombres  des 
boules,  augmentés  de  l'unité;  et  alors  la  probabilité  d'amener  le 
nombre  5-hi  dans  i  tirages  est  la  même  que  celle  d'amener  le 
nombre  s  dans  le  cas  que  nous  venons  de  considérer;  or  en  faisant 
s-\-i=s\  on  a  s=s — i;  la  formule  (c)  donnera  donc  pour  la 
probabilité  d'amener  le  nombre  s  en  projetant  les  i  dés, 

(s'—i).{s'—'2) (5  — ï  +  i)        1.(5 —71— 2). (5'— «—3) {s'—i  —  n) 

i.2.3....(i  — i).(/?  +  iy  ;       1.2.3. ...(i  —  i).(/i+iy 

^^  1.(1-1)  (5-2n-3).(5-2yi-A)....(5^-~t-2n-i)  _  ^^^ 
1.2      '  1.2.3 (i— i).(w+i)* 

La  formule  (c)  appliquée  au  cas  où  5  et  n  sont  des  nombres 
infinis ,  se  transforme  dans  la  suivante , 


1.2.3 


:^T3TI.•i(^^■-■•(^•^-^■^'•(^^^-H• 


Cette  expression  peut  servir  à  déterminer  la  probabilité  que  la 
somme  des  inclinaisons  à  l'éclip tique,  d'un  nombre  i  d'orbites,  sera 
comprise  dans  des  limites  données,  en  supposant  que,  pour  chaque 
orbite,  toutes  les  inclinaisons  depuis  zéro  jusqu'à  l'angle  droit 
soient  également  possibles.  En  effet,  si  l'on  conçoit  que  l'angle  droit 
~  %,  soit  divisé  en  un  nombre  infini  n  de  parties  égales,  et  que  s 
renferme  un  nombre  infini  de  ces  parties ,  en  nommant  (p  la 
somme  des  inclinaisons  des  orbites,  on  aura 


—  It 
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En  multipliant  donc  l'expression  précédente  par  ds  ou  par  -7-^, 
et  en  l'intégrant  depuis  (p — e  jusqu'à  (p-^-e,  on  aura 


i.a.3 


■••'■■(-C^)'--.(^'-.y-^'-(^'-'y-H 


c  est  l'expression  de  la  probabilité  que  la  somme  des  inclinaisons 
des  orbites  sera  comprise  dans  les  limites  ^ — e  et  ^-f-e. 

Appliquons  cette  formule  aux  orbites  des  planètes.  La  somme 
des  inclinaisons  des  orbites  des  planètes  à  celles  de  la  terre  était 
de  91^4 187  au  commencement  de  1801  :  il  y  a  dix  orbites,  sans 
y  comprendre  l'écliptîque;  on  a  donc  ici  1=10.  Nous  ferons 
ensuite 

(p  — e=o, 

9-t-e  =  9i\4i87. 

La  formule  précédente  devient  ainsi,  en  observant  que  y-nr,  ou  le 
quart  de  la  circonférence,  est  de  100°, 

.(0,914187)^ 


1.2.3..  .10 


C'est  l'expression  de  la  probabilité  que  la  somme  des  inclinaisons 
des  orbites  serait  comprise  dans  les  limites  zéro  et  9l^4l87,  si 
toutes  les  inclinaisons  étaient  également  possibles.  Cette  probabi- 
lité est  donc  0,0000001 1 2  35.  Elle  est  déjà  très-petite;  mais  il  faut 
encore  la  combiner  avec  la  probabilité  d'une  circonstance  très-re- 
marquable dans  le  système  du  monde,  et  qui  consiste  en  ce  que 
toutes  les  planètes  se  meuvent  dans  le  même  sens  que  la  terre.  Si 
les  mouvements  directs  et  rétrogrades  sont  supposés  également 

possibles,  cette  dernière  probabilité  est  (  -  )  ;  il  faut  donc  multi- 

plier  0,000000 112  35  par  (  -  )  »  pour  avoir  la  probabilité  que  tous 

TOME   VII.  36 
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les  mouvements  des  planètes  et  de  la  terre  seront  dirigés  dans  le 
même  sens,  et  que  la  somme  de  leurs  inclinaisons  à  l'orbite  de  la 
terre  sera  comprise  dans  les  limites  zéro  et  9 1%4 1 87  ;  on  aura  ainsi 

I  ^.;^    pour  cette  probabilité,  ce  qui  donne  1 *  ^>;;   pour  la 

probabilité  que  cela  n'a  pas  dû  avoir  lieu,  si  toutes  les  inclinai- 
sons, ainsi  que  les  mouvements  directs  et  rétrogrades,  ont  été  éga- 
lement faciles.  Cette  probabilité  approche  tellement  de  la  certitude, 
que  le  résultat  observé  devient  invraisemblable  dans  cette  hypo- 
thèse; ce  résultat  indique  donc,  avec  une  très-grande  probabilité, 
l'existence  d'une  cause  primitive  qui  a  déterminé  les  mouvements 
des  planètes  à  se  rapprocher  du  plan  de  l'écliptique,  ou  plus  na- 
turellement ,  du  plan  de  l'équateur  solaire,  et  à  se  mouvoir  dans 
le  sens  de  la  rotation  du  soleil.  Si  l'on  considère  ensuite  que  les 
dix-huit  satellites  observés  jusqu'ici  font  leur  révolution  dans  le 
même  sens,  et  que  les  rotations  observées  au  nombre  de  treize 
dans  les  planètes,  les  satellites  et  l'anneau  de  Saturne,  sont  encore 
dirigées  dans  le  même  sens  ;  enfin ,  si  l'on  considère  que  la  moyenne 
des  inclinaisons  des  orbes  de  ces  astres ,  et  de  leurs  équateurs  à 
l'équateur  solaire,  est  fort  éloignée  d'atteindre  un  demi-angle 
droit,  on  verra  que  l'existence  d'une  cause  commune  qui  a  dirigé 
tous  ces  mouvements  dans  le  sens  de  la  rotation  du  soleil,  et  sur 
des  plans  peu  inclinés  à  celui  de  son  équateur,  est  indiquée  avec 
une  probabilité  bien  supérieure  à  celle  du  plus  grand  nombre  des 
faits  historiques  sur  lesquels  on  ne  se  permet  aucun  doute. 

Voyons  maintenant  si  luette  cause  a  influé  sur  le  mouvement  des 
comètes.  Le  nombre  de  celles  qu'on  a  observées  jusqu'à  la  fin  de 
]  8 1 1 ,  en  comptant  pour  la  même  les  diverses  apparitions  de  celle 
de  1 769,  s'élève  à  cent,  dont  cinquante-trois  sont  directes ,  et  qua- 
rante-sept sont  rétrogrades.  La  somme  des  inclinaisons  des  orbites 
des  premières  est  de  îl657^993,  et  celle  des  inclinaisons  des 
autres  orbites  est  de  25l5^684;  l'inclinaison  moyenne  de  toutes 
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ces  orbites  est  donc  de  5i% 78677;  par  conséquent  la  somme  de 
toutes  les  inclinaisons  est  -y- -h/.  i%73677,  i  étant  ici  égal  à  100. 

On  voit  déjà  que  Finclinaison  moyenne  surpassant  le  demi-angle 
droit,  les  comètes,  loin  de  participer  à  la  tendance  des  corps  du 
système  planétaire,  pour  se  mouvoir  dans  les  plans  peu  inclinés  à 
Técliptique,  paraissent  avoir  une  tendance  contraire.  Mais  la  pro- 
babilité de  cette  tendance  est  très-petite.  En  efFet,  si  Ton  suppose 
dans  la  formule  (0) , 

9=^-^,  e=^i.i%73677, 

eiie  devient 

/.,   Ai.l^73677y_•/•^4^l^7^677_,y| 

^^^.^A..i'.73677_^y_,tc.  I 

_(i_  ^'••''^73677y  I  i(i     Ai-i',73677  _  X'ï' 

_MiI:i)Y/_4ill^73677_AV,t,. 

i.a      \  n  )  j 

n  étant  a 00°.  C'est  Texpression  de  la  probabilité  que  la  somme 
des  inclinaisons  des  orbites  des  i  comètes  doit  être  comprise  dans 
les  limites  =t:  1. 1%73667.  Le  nombre  des  termes  de  cette  formule, 
et  la  précision  avec  laquelle  il  faudrait  avoir  chacun  d'eux,  en 
rend  le  calcul  impraticable  ;  il  faut  donc  recourir  aux  méthodes 
d'approximation  développées  dans  la  seconde  partie  du  premier 
livre.  On  a  par  le  n°  42  du  même  livre, 

(«■+r\/7)'-i.(i+rV/T-2)'+  iniZ"Ji.(,+rVT-4)'—  etc. 

1.2.3 — i.2' 

'  A3"    rj      ---•'        3  IT      ,      ^.     -i»- 

=  -+\/ — .far.c    ■ :.v/ — .r.fi— n.c    '    , 

a       y  aw  •'  ao.i    y  aw     ^        ' 

36. 


1.3.3 


"7X7'' 


ip) 
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les  puissances  des  quantités  négatives  étant  ici  exclues,  comme 
elles  le  sont  dans  la  formule  précédente;  en  faisant  donc 

/-      4i.i%  73677 

^  200* 

la  formule  [p)  devient 


y  2n  ^  10.1     y   27r       ^  ^ 


—  —  r' 
C     * 


l'intégrale  étant  prise  depuis  r  nul.  On  trouve  ainsi  0/47  A  pour  la 
probabilité  que  Finclinaison  des  100  orbites  doit  tomber  dans  les 
limites  5o**±i%  17877;  la  probabilité  que  l'inclinaison  moyenne 
doit  être  inférieure  à  l'inclinaison  observée  est  donc  0,787.  Cette 
probabilité  n'est  pas  assez  grande  pour  que  le  résultat  observé 
fasse  rejeter  l'hypothèse  d'une  égale  facilité  des  inclinaisons  des 
orbites,  et  pour  indiquer  l'existence  d'une  cause  primitive  qui  a 
influé  sur  ces  inclinaisons ,  cause  que  l'on  ne  peut  s'empêcher  d'ad- 
mettre dans  les  inclinaisons  des  orbes  du  système  planétaire- 
La  même  chose  a  lieu  par  rapport  au  sens  du  mouvement.  La 
probabilité  que  sur  100  comètes,  quarante-sept  au  plus  seront 
rétrogrades,  est  la  somme  des  48  premiers  termes  du  binôme 
(p-t-^)"",  en  faisant  dans  le  résultat  du  calcul  p=iq=\.  Mais  la 
somme  des  5o  premiers  termes,  plus  la  moitié  du  Si'^'^  ou  du 
terme  moyen,  est  la  moitié  du  binôme  entier,  ou  de  (t"+~t)"*> 
c'est-à-dire  y;  la  probabilité  cherchée  est  donc 

1  100.99...51      A        5o        ôo.ilgX 

2  1.2.3 5o.2'«''*\2  "^  57  "^  5i.52/  ' 


ou 


1  1.2.3 loo.iôgA 

~  2  ~  (1.2.3 5o)V2^«\663' 


En  vertu  du  théorème 


2.3. ..5  =  5*     '.c   *-(n h  etc.  j.  y/ 211, 
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on  a,  à  très-peu  près, 

3f            .   100-+-4-      -^  ÏOO    /                     1       \    ^   / 
...ioo  =  (iooj         *.c        .liH |.y2'7r, 

loo  f  o  r     \.  lOo-M       —  loo    /  1     \ 

1     .(1.2.0.. .  5o)*=ioo  .c        .(n-« — j.  ir. 

La  probabilité  précédente  devient  ainsi , 


1 


''^Klt  =  o,3o46. 


Cette  probabilité  est  beaucoup  trop  grande  pour  indiquer  une 
cause  qui  ait  favorisé,  dans  l'origine,  les  mouvements  directs. 
Ainsi  la  cause  qui  a  déterminé  le  sens  des  mouvements  de  révo- 
lution et  de  rotation  des  planètes  et  des  satellites  ne  paraît  pas 
avoir  influé  sur  le  mouvement  des  comètes. 

14.  La  méthode  du  numéro  précédent  a  l'avantage  de  s'étendre 
au  cas  où  le  nombre  des  boules  de  l'urne  qui  portent  le  même 
numéro  n'est  pas  égal  à  l'unité,  mais  varie  suivant  une  loi  quel- 
conque. Concevons,  par  exemple,  qu'il  n'y  ait  qu'une  boule  por- 
tant le  n*"  o,  qu'une  boule  portant  le  n**  i ,  et  ainsi  de  suite  jusqu'au 
n*'  r  inclusivement.  Supposons  de  plus  qu'il  y  ait  deux  boules  por- 
tant le  n*"  r-f-i,  deux  boules  portant  le  n°  r-+-2,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'au  n*"  n  inclusivement.  Le  nombre  total  des  boules  de  l'urne 
sera  2n — rn-i ,  la  probabilité  d'en  extraire  un  des  numéros  infé- 
rieurs à  r-t- 1   sera  donc :  et  la  probabilité  d'en  extraire 

2n— rn-i  ^ 

le  n**  r-t-i  ou  l'un  des  numéros  supérieurs  sera :  nous 

la  représenterons  par :  mais  nous  ferons  /=i  dans  le 

r  r        2/1— r-i-i 

résultat  du  calcul.  Quoiqu'il  n'y  ait  pas  de  numéro  au  delà  du 
n*  n,  nous  pouvons  cependant  considérer  dans  l'urne  des  numé- 
ros supérieurs  à  n,  jusqu'à  l'infini,  pourvu  que  nous  donnions 
à  leur  extraction  une  probabilité  nulle;  nous  pourrons  donc 
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I    I    /r-+-i 2  /""*"* 

représenter  cette  probabilité  par — — ,  ea  faîsaat  l=zi 

dans  le  résultat  du  calcul.  Par  cet  artifice,  nous  pourrons  repré- 
senter généralement  la  probabilité  d'un  numéro  quelconque,  par 
l'expression  précédente,  pourvu  que  nous  ne  fassions  commencer 
^"^'  que  lorsqu'un  des  numéros  commencera  à  surpasser  r,  et  que 
nous  ne  fassions  commencer  l"^'  que  lorsqu'un  des  numéros  com- 
mencera à  surpasser  ti.  Cela  posé,  on  trouvera,  en  appliquant  ici 
les  raisonnements  du  numéro  précédent,  que  la  probabilité  d'a- 
mener le  nombre  s  dans  i  tirages  est  égale  à 

pourvu  que  dans  le  développement  de  cette  fonction,  suivant  les 
puissances  de  /,  on  diminue  dans  chaque  terme,  s  de  l'exposant  de 
la  puissance  /,  qu'on  suppose  ensuite  /=i,  et  qu'on  arrête  la  série 
lorsque  l'on  parvient  à  des  facteurs  négatif. 

15.  Appliquons  maintenant  cette  méthode  à  la  recherche  du 
résultat  moyen  que  doit  donner  un  nombre  quelconque  d'obser- 
vations dont  les  lois  de  facilité  des  erreurs  sont  connues.  Pour 
cela,  nous  allons  résoudre  le  problème  suivant. 

Soient  i  quantités  variables  et  positives  f,  f,,  f,,...f/_,  dont  la 
somme  soit  5,  et  dont  la  loi  de  possibilité  soit  connue;  on  propose 
de  trouver  la  somme  des  produits  de  chaque  valeur  que  peut  rece- 
voir une  fonction  donnée  >f^(/,  t,,  f,,  efc.)  de  ces  variables,  multi- 
pliée par  la  probabilité  correspondante  à  cette  valeur. 

Supposons,  pour  plus  de  généralité,  que  les  fonctions  qui  ex- 
priment les  possibilités  des  variables  t,  /,,  etc.  soient  discontinues , 
et  représentons  par  (p  [l)  la  possibilité  de  t,  depuis  (=o  jusqu'à 
t=(f;  par  (p'  (f)-i-^(f),  sa  possibilité  depuis  t=q  jusqu'à  f=^'; 
par^'  (/)  -f-^'(<)H^^(f),  sa  possibilité  depuis  t=q  jnsqytk  f=^9^ 
et  ainsi  die  suite  jusqu'à  l'infini.  Désignais. ensuite  les  mém^es  (quan- 
tités relatives  aux  variables  f»,  *, ,  etc.  par  les  mêmes  lettres,  en 
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écrivant  respectivement  au  bas,  les  nombres  1,2,3,  etc.  en  sorte 
que  91,7',,  etc.  9,  (fj),  9'i('0'  ^*^-  correspondent,  relativement  à 
fj,  à  ce  que  q,  ç[ ,  etc.  9  (0»  9  (')'  ^*^-  ^^^*  respectivement  à  (, 
et  ainsi  de  suite.  Dans  cette  manière  de  représenter  les  possibilités 
des  variables,  il  est  clair  que  la  fonction  ^  (f)  a  lieu  depuis  f=o 
jusqu'à  l  infini;  que  la  fonction  9'  (0  ^  ^^^^  depuis  ^=9  jusqu'à  t 
infini,  et  ainsi  de  suite.  Pour  reconnaître  les  valeurs  de  f,  f,,  f,,  etc. 
lorsque  ces  diverses  fonctions  commencent  à  avoir  lieu,  nous  mul- 
tiplierons, conformément  à  la  méthode  exposée  dans  les  numéros 
précédents,  9  [l]  par  /^  ou  l'unité,  9'  [l)  par  /^  (p'  [l]  par  h\  etc. 
nous  multiplierons  pareillement  ^^  (f,)  par  l'unité,  (^\  (f,)  par /^»,  et 
ainsi  de  suite  :  les  exposants  des  puissances  de  /  indiqueront  alors 
ces  valeurs.  Il  suffira  ensuite  de  faire  /=i  dans  le  dernier  résultat 
du  calcul.  Au  moyen  de  ces  artifices  très-simples,  on  peut  fa- 
cilement résoudre  le  problème  proposé. 

La  probabilité  de  la  fonction  >[/(f,  f»,  f,,  etc.)  est  évidemment 
égale  au  produit  des  probabilités  de  f ,  f.,  f ,,  «te.  en  sorte  que  si  Ton 
substitue  pour  t  sa  valeur  5— f^—t,—  etc.  que  donne  l'équation 

le  jMToduit  de  la  fonction  proposée  par  sa  probabilité  sera 

i|/{5— fj— f,— etc.,  tj,  f,,  etc.) 

X  \<p  (5-(,-t -etc.) + fr.  (p\s-ic-  U-  etc.)  4-  ff'.  (p'{s- 1,-  f -etc.)-4-  etc.] 

XI9.{A)-+-^^9W0  +  ^"- <?.('.) +etc.]  (A) 

xl9.(^)+'''-^'.(O+^'''-<?.('0+etc.] 

Xetc. 

on  aura  donc  la  somme  de  tous  ces  produits,  1**  en  multipliant 
la  quantité  précédente  par  c?fj,  et  en  l'intégrant  pour  toutes  les  va- 
leurs dont  t,  est  susceptible;  2°  en  multipliant  cette  intégrale  par 
rft,,  et  en  l'intégrant  pour  toutes  les  valeurs  dont  f,  est  susceptible, 
et  ainsi  de  suite  jusqu'à  la  dernière  variable  f,»,;  mais  ces  intégra- 
tions successives  exigent  quelques  attentions  particulières. 
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Considérons  un  terme  quelconque  de  la  quantité  (A),  tel  que 

/^""^'-*-^''^^^".^P(5~f -f,~etc.  f,,  /.,  etc.) 
X(p'{s-  1,-^1,^  etc.).(^\{t,).(p\{u).  etc. 

en  le  multipliant  par  dt,^  il  faut  intégrer  pour  toutes  les  valeurs 
possibles  de  t,;  or  la  fonction  ^' (5— fi—f,—  etc.)  n'a  lieu  que  lors^ 
quef,  dont  la  valeur  est  5— /,—/,— etc.  égale  ou  surpasse  q;  la 
plus  grande  valeur  que  f,  puisse  recevoir  est  donc  s—cj—t^—t,— etc. 
De  plus,  9  »('»)  ï^'^y^i^t  li^u  qu6  lorsque  t^  est  égal  ou  plus  grand 
que  (f,,  cette  quantité  est  la  plus  petite  valeur  que  /^  puisse  rece- 
voir; il  faut  donc  prendre  l'intégrale  dont  il  s'agit,  depuis  t,=iq^ 
jusqu'à 

t,=5— ^— /,  — /j— etc. 

ou,  ce  qui  revient  au  même,  depuis  f,— 9,  =  o jusqu'à 

/,—qf,=:5— 9—91— /,—f,  — etc. 

On  trouvera  de  la  même  manière  qu'en  multipliant  cette  nouvelle 
intégrale  par  rff,,  il  faudra  l'intégrer  depuis  t^—q\  =  o  jusqu'à 

U-ci\=s-q-(i-q\-t,- etc. 

En  continuant  d'opérer  ainsi,  on  arrivera  à  une  fonction  de 
s—(j  —  (j,—(j\—eic.  dans  laquelle  il  ne  restera  aucune  des  varia- 
bles /,  /»,  t„etc.  Cette  fonction  doit  être  rejetée  si  s—q—q—cj^—  etc. 
est  nul  ou  négatif;  car  il  est  visible  que,  dans  ce  cas,  le  système 
des  fonctions  (p\t),(p\[t,),(p\[t^),  etc.  ne  peut  pas  être  employé. 
En  effet,  les  plus  petites  valeurs  de  f,,  f,,  etc.  étant,  par  la  nature 
de  ces  fonctions,  égales  à  qf»,  q\,  etc.  la  plus  grande  valeur  que  ( 
puisse  recevoir  est  s—q,—q^—  etc.  Ainsi  la  plus  grande  valeur  de 
t—q  est 

s—q—q^  —  q\—  çtc. 

or  la  fonction  (p'(f)  ne  peut  être  employée  qu'autant  que  t—q 
est  positif. 
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Delà  résulte  une  solution  très-simple  du  problème  proposé.  Que 
Ton  substitue,  i"*  (y-+-f  au  lieu  de  t,  dans  <p\t);  (f'-ht  au  lieu  de  /, 
dans  (^"{1);  ^"-^t  au  lieu  de  t,  dans  (^"'{t),  et  ainsi  de  suite; 
a"*  9,-+-/i  au  lieu  de  t,,  dans  ^  »(^i)^7»~+~'i  ^^  ^^^^  ^^  '•»  dans 
^'.  (f,),  etc.  3'*(y,+  f,  au  lieu  de  f,,  dans  (p\{u);q\+t^  au  lieu  de  f,, 
dans  9'«('0»  ^tc-  ^*  ^î^si  de  suite;  4*"  enfin  AiH-f  au  lieu  de 
f,fc,-+-/,  au  lieu  de  t,,  et  ainsi  du  reste,  dans  '^{t,t^,t,,  etc.);  la 
fonction  (^1)  deviendra 

>p(A:+5  — /j— f,— (,— etc.  Ai+f,,/r,+/,,etc.) 

X  [(p{s-t-t,-t-  etc.)  +^.(p'(5+7  -f,-f,-etc.) 

+^'.(p'(5+9'-f,-/3-etc.)4-etc.]     {A') 

X  [<P^{t^)+l'^'<?\{c|^  +  U)  +  P'^.  <^\  {(l\  + 1  ^  ^)  +  eic] 

x[(p,(f.)4-K(?'.(7,4-^)+etc.] 
X  etc. 

en  multipliant  cette  fonction  par  dt, ,  on  l'intégrera  depuis  t,  nul 
jusquà  /j=s  — (,— /j— etc.  On  multipliera  ensuite  cette  pre- 
mière intégrale  par  dt^j  et  on  l'intégrera  depuis  U  nul  jusqu  à 
/,=5~-/j  — ft—  etc.  En  continuant  ainsi,  on  parviendra  à  une 
dernière  intégrale  qui  sera  fonction  de  5,  et  que  nous  désignerons 
par  n  (.s)  ;  et  cette  fonction  sera  la  somme  cherchée  de  toutes  les 
valeurs  de  >//  [t,  t,,  l^,  etc.)  multipliées  par  leurs  probabilités  res- 
pectives. Mais  pour  cela  il  faut  avoir  soin  de  changer  dans  un 
terme  quelconque,  multiplié  par  une  puissance  de  /,  telle  que 
/9-+-^i-»-9«+e*^-^  A:  dans  la  partie  de  l'exposant  de  la  puissance  relative 
à  la  variable  t,  et  qui  dans  ce  cas  est  q;  et  si  cette  partie  manque, 
il  feut  supposer  A;  égal  à  zéro.  Il  faut  pareillement  changer  Ar,  dans 
la  partie  de  l'exposant  relative  à  la  variable  t, ,  et  ainsi  de  suite  ; 
il  faut  diminuer  s  de  l'exposant  entier  de  la  puissance  de  /,  et 
écrire  ainsi  dans  le  cas  présent,  5— ^—(jf »—(/',— etc.  au  lieu  de  5, 
et  rejeter  le  terme,  si  s  ainsi  diminué  devient  négatif.  Enfin,  il 
faut  supposer  /=i . 

TOME  VII.  37 
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Si  -^  [t,  t,,  «„  etc.),  9  (0»9  {')  ^*^-  9>  M  ♦  ^*^-  ^^* ^^*  fonctions 
rationnelles  et  entières  des  variables  t,  /,,  /,,  etc.  de  leurs  expo- 
nentielles, et  de  sinus  et  cosinus;  toutes  les  intégrations  succes- 
sives seront  possibles,  parce  qu*il  est  de  la  nature  de  ces  fonctions 
de  se  reproduire  par  les  intégrations.  Dans  les  autres  cas,  les  in- 
tégrations pourront  n'être  pas  possibles  ;  mais  l'analyse  précédente 
réduit  alors  le  problème  aux  quadratures.  Le  cas  des  fonctions 
rationnelles  et  entières  oflFre  quelques  simplifications  que  nous 
allons  exposer. 

Supposons  que  l'on  ait 

9  {t)  +  l'^  .(p'  [q  +  t)+l'^'  .(p'  {q  +t) +  610.=-- A+B  .t+C  .f  +etc. 

9.  ('.)  +  /^  9'.(9i+  tf)+  ^^'••9'.  (7'.+  U)  +  eic.= A,+B,.  U+C,.e,+  etc. 

etc. 

et  désignons  par //.t". C-O-  ^tc.  un  terme  quelconque  de 
yp{k-^t,  A,-hfi,  ^-ht„  etc.),  il  est  facile  de  s'assurer  que  la  partie 
de  n{i)  correspondante  à  ce  terme  est 

1.2.3...W.  i.3.3...n,.  1.2.3... n..  etc. ff.s'^"^"»"^'^ "*"""' 

X[A  +  {n  +1).  B . s  +  {n  +i).{n  +  2).  C .  f+etc] 
x[A,+  {n,+i).B,.s+{n,+i).{n,+  2).Q.$*+etc.]  (B) 

x[i4,+  {n.+  i).B,.5+(/i,+i).(/i.+  2).C,.5*4-etc.] 
X  etc. 

pourvu  que  dans  le  développement  de  cette  quantité,  au  lieu  d'une 

ma 

puissance  quelconque  a  de  5,  on  écrive  5 .  On  aura  en- 

suite  la  partie  correspondante  de  la  somme  entière  des  valeurs  de 
'^  {tp  ti^Uj  etc.) ,  multipliées  par  leurs  probabilités  respectives,  en 
changeant  un  terme  quelconque  de  ce  développement,  tel  que 
i/X .  /**  .5"dans//X .  [s — (x)",  et  en  substituant  dans  H,  au  lieu  de  k, 
la  partie  de  l'exposant  (i,  qui  est  relative  à  la  variable  t,  au  lieu 
de  A:,,  la  partie  relative  à  f,,  et  ainsi  du  reste. 
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Si  dans  la  formule  (B)  on  suppose  iï=i,  et  n,  /i»,  /?,,  etc.  nuls, 
on  aura  la  somme  des  valeurs  de  l'unité,  multipliée  par  leurs  pro- 
babilités respectives  ;  or  il  est  visible  que  cette  somme  n'est  autre 
chose  que  la  somme  de  toutes  les  combinaisons  dans  lesquelles 
Téquation 

/-+-/i-Hf. -hti_,  =  s 

a  lieu,  multipliée  par  leurs  probabilités  ;  elle  exprime  conséquem- 
ment  la  probabilité  de  cette  équation.  Si,  dans  les  hypothèses 
précédentes,  on  suppose  de  plus  que  la  loi  de  probabilité  est  la 
même  pour  les  r  premières  variables  f,  /i,  f,,...f,^i,  et  que  pour 
les  I  —  r  dernières  elle  soit  encore  la  même,  mais  difiFérente  que 
pour  les  premières ,  on  aura 

-iM.  ■  il.j   ■  il.j    ...   ^^^  flj^ 

B  =  B^  =  JB, . . .  =  Br. 
etc. 


-i  1 
-11 


^r Af^ ^1—1  1 

Br=^Br^, =  Bi^,  , 

etc. 
et  la  formule  (B)  se  changera  dans  la  suivante, 

s'-*.(A-h5.sH-aC.5'-h  etc.)^(4,-+-B,.5-f-2C.5*-f-  etc.)*-^.     (C) 

Cette  formule  servira  à  déterminer  la  probabilité  que  la  somme 
des  erreurs  d'un  nombre  quelconque  d'observations  dont  la  loi  de 
facilité  des  erreurs  est  connue ,  sera  comprise  dans  des  limites 
données. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  ait  i—\  observations  dont 
les  erreurs  pour  chaque  observation  puissent  s'étendre  depuis — h 
jusqu  à-f-^ ,  et  qu'en  nommant  z  l'erreur  de  la  première  de  ces 
observations,  la  loi  de  facilité  de  cette  erreur  soit  exprimée  par 
aH-6z-+-cz'.  Supposons  ensuite  que  cette  loi  soit  la  même  pour 

37. 
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les  erreurs  z,,  2j,,...z/__,  des  autres  observations,  et  cherchons  la 
probabilité  que  la  somme  de  ces  erreurs  sera  comprise  dans  les 
limites  p  etp-he. 
Si  Ton  fait 

z  =  t — hy       ^i  =  ti  —  h,       ^i  =  U  —  ft>     etc. 

il  est  clair  que  t,  t^  f,,  etc.  seront  positifs  et  pourront  s'étendre 
depuis  zéro  jusqu'à  h-\-g;  de  plus,  on  aura 

donc  la  plus  grande  valeur  de  la  somme  2;-h2;,H-z,...-hz,_,  étant 
par  la  supposition  égale  à  p-he,  et  la  plus  petite  étant  égale  kp; 
la  plus  grande  valeur  de  fH-f,-hf,...-+-f,_,,  sera  [i — i).AH-pH-e, 
et  la  plus  petite  sera  [i — i).A-+-p;  en  faisant  ainsi 

(i — i).  A-hp-+-e=s 
et 

/,_i  sera  toujours  positif,  et  pourra  s'étendre  depuis  zéro  jusqu'à  e. 
Cela  posé,  si  Ton  applique  à  ce  cas  la  formule  (C) ,  on  aura  q=zh-hg. 
D'ailleurs  la  loi  de  facilité  des  erreurs  z  étant  a-hbz-hcz\  on 
en  conclura  la  loi  de  facilité  de  t,  en  y  changeant  z  en  t — h; 
soit 

a=a  —  bh-\-ch%       b'  =  b  —  2ch, 

on  aura  a-hb't-hcf  pour  cette  loi;  ce  sera  donc  la  fonction  ^  ((). 
Mais  comme  depuis  t=h'-{'g  jusqu'à  t  infini,  la  facilité  des  valeurs 
de  t  est  nulle  par  l'hypothèse ,  on  aura 

ce  qui  donne 

f(/)=-(a'-h6'«-hcf); 


LIVRE  DEUXIÈME.  293 

donc  si  Ton  fait 

a''  =  a'^b'{h'+'g)^c{h-hg)\ 

on  aura 

et  cette  équation  aura  encore  lieu,  en  y  changeant  f  en  /,,^,  etc. 
puisque  la  loi  de  facilité  des  erreurs  est  supposée  la  même  pour 
toutes  les  observations. 

Quant  à  la  variable  /,_i ,  on  observera  que  la  probabilité  de 
Téquation 

étant,  quel  que  soit  (x,  égale  au  produit  des  probabilités  dez,z,, 
2J,,  etc,  la  probabilité  de  l'équation 

sera  égale  au  produit  des  probabilités  de  f,  t^j  U^  etc.  la  loi  de 
probabilité  de  f,_i  est  donc  constante  et  égale  à  Tunité  ;  et  comme 
cette  variable  ne  doit  s'étendre  que  depuis  f,_,=  o  jusqu'à  f,_,=  e; 
on  aura 

et  par  conséquent 

ce  qui  donne 

(?,_.  («,■_,)  -4-  /^'-\  (?',-.  (9.---.-f-«i-0  =1-  /•  ; 
la  formule  (C)  deviendra  donc 

5^\[a4-65  +  2C5*  — ^^.(a"4-6'5-h2C5')]•-^(  (C) 

Soit 

(a -t- b' s -f-  2cs'y-'  =  a<'J-j-  b^'^s -f-  c^'h'-+-P^s' -f-  etc. 
(a-h b's -f-  ac5*)*-.(a''-h  b's -t-  2C5' )  —  a^'^-t-  6^5 -f- c^'^s'-f-  etc. 
(a'-h  b's  -h  ac^'j'-'.JaV  6^5  -+-  ac^y  =  a<»^-h  6<*J5  -h  c^V-h  etc. 

etc. 


294     THÉORIE  ANALYTIQUE  DES  PROBABILITÉS. 

La  formule  précédente  (C)  donnera ,  en  y  changeant  un  terme 

quelconque  tel  que  X.P.«°  en 

>-(^-f«)' 


1.2. 3. ...a  ' 

/     aW.[s'-'-(s-e)^'] 


-^.[5'-(5-e)'] 

.7ÎÎ^.[i'*'-(s-e)'*'] 

1.(1+1)  ^  V       ^     J 

+  etc. 

,.2.3...(.-.)-  i+  ^,^.[(5_/i_^^).v._(,_^_^_,).v.j 

1+  etc. 


+ 


/     a'",  [(s  -  2  ^  -  2^)*-'  -  («  -  2  /<  -  2^  -  e)'-'] 


1.2 


1+  etc. 


.—  etc. 


Il  faut  rejeter  de  cette  expression  les  termes  dans  lesquels  la  quan- 
tité élevée  sous  le  signe  des  puissances  est  négative. 

Supposons  maintenant  que  z,  z^^z^^  etc.  représentant  toujours 
les  erreurs  de  i — 1  observations,  la  loi  de  facilité,  tant  de  Terreur 
z  que  de  l'erreur  négative  —  z,  soit  ê  [h — 2),  et  que  h  et — h 
soient  les  limites  de  ces  erreurs.  Supposons  de  plus  que  cette  loi 
soit  la  même  pour  toutes  les  observations;  et  cherchons  la  proba- 
bilité que  la  somme  des  erreurs  sera  comprise  dans  les  limites 
p  et  p-f-e. 
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Si  ron  fait  2=f — h,z,=ti — h,  etc.  il  est  clair  que  /,  f,,  etc. 
seront  toujours  positifs,  et  pourront  s'étendre  depuis  zéro  jus- 
quk  2h;  mais  ici  la  loi  de  facilité  est  discontinue  en  deux  points; 
depuis  t=o  jusqu  à  t=h,  elle  est  exprimée  par  êf;  depuis  t=h 
jusqu'à  l=2h,  elle  est  exprimée  par  6  (2  A — ()  ;  enfin,  elle  est  nulle 
depuis  t=2h  jusqu'à  t  infini.  On  a  donc 

(l  =  h,        q=2h; 
on  a  ensuite 

<?'{t)-^(p{t)={2h-tyë, 

ce  qui  donne 

^'(/)  =  (2A-2f).ê,        ip''{t)  =  {t-2h).^; 
ainsi  Ton  a  dans  ce  cas , 

équation  qui  a  encore  lieu  en  y  changeant  f  en  t,,  f,,  etc.  Présen- 
tement on  a 

z-hz^-^z^ ■4-2;,-.,=:fH-fiH-f, -+-f|-,  —  (« — i).h; 

donc  la  somme  des  erreurs  ^,  Zi,  etc.  devant  être,  par  hypothèse, 
renfermée  dans  les  limites  p  et  />  h-  e,  la  somme  des  valeurs 

de  t,  i, f,_,  sera  comprise  dans  les  limites  (i — i).h-\-p  et 

(i — i).h-\-p-he;  en  sorte  que  si  l'on  fait 

I  étant  supposé  égal  à  (1 — i).Ah-/>-4-^;  f,-,  pourra  s'étendre  de- 
puis zéro  jusqu'à  e;  et  l'on  verra,  comme  dans  l'exemple  précédent, 
que  sa  facilité  doit  être  supposée  égale  à  l'unité  dans  cet  intervalle, 
et  qu  elle  doit  être  supposée  nulle  au  delà  de  cet  intervalle  ;  ainsi 
Ton  a  (y,_,=e,  et 
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Cela  posé,  si  Ton  observe  que  2èfdz.[h — z)  étant  la  probabilité 
que  Terreur  d'une  observation  est  comprise  dans  les  limites — h 

et  -h A,  ce  qui  est  certain,  on  a  ê=^;  la  formule  (C)  donnera 

pour  l'expression  de  la  probabilité  cherchée , 

\ —  etc. 

en  ayant  soin  de  rejeter  tous  les  termes  dans  lesquels  la  quantité 
élevée  à  la  puissance  21 — 2  est  négative. 

Nous  allons  encore  appliquer  cette  analyse  au  problème  sui- 
vant. Si  l'on  conçoit  un  nombre  /  de  points  rangés  en  ligne  droite, 
et  sur  ces  points,  des  ordonnées  dont  la  première  soit  au  moins 
égale  à  la  seconde,  celle-ci  au  moins  égale  à  la  troisième,  et  ainsi 
de  suite  ;  et  que  la  somme  de  ces  i  ordonnées  soit  constamment 
égale  à  5:  en  supposante  partagé  dans  une  infinité  de  parties,  on 
peut  satisfaire  aux  conditions  précédentes  d'une  infinité  de  ma- 
nières. On  propose  de  déterminer  la  valeur  de  chacune  des  or- 
données moyennes  entre  toutes  les  valeurs  qu'elle  peut  recevoir. 

Soit  z  la  plus  petite  ordonnée,  ou  l'ordonnée  i"^;  soit  z-f-^,, 
l'ordonnée  (i — 1)*^"^;  soit  2;H-Zi-+-z,,  l'ordonnée, (i — 2)"^"^,  et  ainsi 

de  suite  jusqu'à  la  première  ordonnée,  qui  sera  z-^z, -+-2:,-,. 

Les  quantités  2;,z,,  2,,  etc.  seront  ou  nulles  ou  positives,  et  leur 
sommei.z-h(i — i).2J,-h(i — 2  ).  2;,... -h  2,  __,  sera,  par  les  conditions 
du  problème,  égale  à  s.  Soit 

i.  z  =  t,        (  i  —  \).z,  =  t,,        {i—2).z,  =  t,,...  Zi_,  =  f,_,  ; 

on  aura 
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les  variables  t,  f,,  /,,  etc.  pourront  s^étendre  jusqu'à  s.  L'ordonnée 


sera 


I  —  l 


Il  faut  déterminer  la  somme  de  toutes  les  variations  que  cette 
quantité  peut  recevoir,  et  la  diviser  par  le  nombre  total  de  ces 
variations,  pour  avoir  l'ordonnée  moyenne.  La  formule  (B)  donne 
très-facilement  cette  somme,  en  observant  qu'ici 

^  {t,t,,U,  etc.)  =ri^J^ -^^; 

et  on  la  trouve  égale  à 

s'  (  \  1  1  l\ 

5 T.     -r-h-. h  -. -^-     • 

1.2.0...1     \I  /— I  1—2  r) 

En  divisant  cette  quantité  par  le  nombre  total  des  combinaisons, 
qui  ne  peut  être  qu'une  fonction  de  i  et  de  5 ,  et  que  nous  dési- 
gnerons par  Ny  on  aura  pour  la  valeur  moyenne  de  l'ordonnée 


s^ /j_        i_  A 

...i.A    \i  i  — 1  r) 

Pour  déterminer  iV,  nous  observons  que  toutes  les  valeurs  moyennes 
doivent  ensemble  égaler  s,  ce  qui  donne 

N— t . 

^~    l.2.3,...(l-l)' 

la  valeur  moyenne  de  l'ordonnée  r^™*  est  donc 

Supposons  qu'un  effet  observé  n'ait  pu  être  produit  que  par  l'une 
des  i  causes  A,  B,  C,  etc.  et  qu'une  personne,  après  avoir  apprécié 
leurs  probabilités  respectives,  écrive  sur  un  billet  les  lettres  qui 


TOME   TH. 
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indiquent  ces  cause»,  dans  l'ordre  des  probabilités  qu  elle  leur 
attribue,  en  écrivant  la  première,  la  lettre  indiquant  la  cause  qui 
lui  semble  la  plus  probable.  Il  est  clair  que  Ton  aura,  par  la  for- 
mule précédente,  la  valeur  moyenne  des  probabilités  qu'il  peut 
supposer  à  chacune  d'elles,  en  observant  qu'ici  la  quantité  s  que 
l'on  doit  répartir  sur  chacune  des  causes  est  la  certitude  ou  l'unité, 
puisque  la  personne  est  assurée  que  l'eflFet  doit  résulter  de  l'une 
d'elles.  La  valeur  moyenne  de  la  probabilité  qu'elle  attribue  à  la 
cause  qu'elle  a  placée  sur  son  billet  au  rang  r^"**  est  donc 


4.(4  +  ^ +  1). 

i    \i  i  —  1  r/ 


De  là  il  suit  que  si  un  tribunal  est  appelé  à  décider  sur  cet  objet, 
et  que  chaque  membre  exprime  son  opinion  par  un  billet  sem- 
blable au  précédent,  alors,  en  écrivant  sur  chaque  billet,  à  côté 
des  lettres  qui  indiquent  les  causes,  les  valeurs  moyennes  qui 
répondent  au  rang  qu'elles  ont  sur  le  billet  ;  en  faisant  ensuite 
une  somme  de  toutes  les  valeurs  qui  correspondent  à  chaque 
cause,  sur  les  divers  billets,  la  cause  à  laquelle  répondra  la 
plus  grande  somme  sera  celle  que  le  tribunal  jugera  la  plus 
probable. 

Cette  règle  n'est  point  applicable  au  choix  des  assemblées 
électorales,  parce  que  les  électeurs  ne  sont  point  astreints,  comme 
les  juges,  à  répartir  une  même  somme  prise  pour  unité,  sur  les 
divers  partis  entre  lesquels  ils  doivent  se  déterminer  :  ils  peuvent 
supposer  à  chaque  candidat  toutes  les  nuances  de  mérite  com- 
prises entre  le  mérite  nul  et  le  maximum  de  mérite,  que  nous 
désignerons  par  a  :  l'ordre  des  noms  sur  chaque  billet  ne  fait 
qu'indiquer  que  l'électeur  préfère  le  premier  au  second,  le  se- 
cond au  troisième,  etc.  On  déterminera  ainsi  les  nombres  qu'il 
faut  écrire  sur  le  billet  à  côté  des  noms  des  candidats. 

Soient  t,,  t,,  t,.,.t!  les  mérites  respectifs  des  i  candidats,  dans 
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Topinion  de  Télecteur,  (,  étant  le  mérite  qu'il  suppose  à  celui  des 
candidats  qu'il  a  mis  au  premier  rang,  U  étant  le  mérite  qu'il 
suppose  au  second,  et  ainsi  de  suite.  Vintégreîie  ft,.dt,.du,..dti 
exprimera  la  somme  des  mérites  que  l'électeur  peut  attribuer  au 
candidat  r,  pourvu  que  l'on  intègre  d'abord  par  rapport  à  <,,  de- 
puis /,=o  jusqu'à  <i=i/_»;  ensuite  par  rapporta  <,_,,  depuis  ti^,=o 
jusqu'à  //_,,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  l'intégrale  relative  à  /,,  que 
Ton  prendra  depuis  t^  nul  jusqu'à  l,  =  a.  Car  il  est  visible  qu'a- 
lors /,  ne  surpasse  jamais  ti_,;  </_ ,,  ne  surpasse  jamais  </_,,  etc. 
En  divisant  l'intégrale  précédente  par  celle-ci  fdt,  .dt^. . .  dti,  qui 
exprime  la  somme  totale  des  combinaisons  dans  lesquelles  la 
condition  précédente  est  remplie ,  on  aura  l'expression  moyenne 
du  mérite  que  l'électeur  peut  attribuer  au  candidat  r^"^.  En  exé- 
cutant les  intégrations ,  on  trouve  — : .  a  pour  cette  expres- 
sion. 

De  là  il  suit  que  l'on  peut  écrire  sur  le  billet  de  chaque  élec- 
teur, i  à  côté  du  premier  nom,  i — i  à  côté  du  second,  i — 2  à 
côté  du  troisième ,  etc.  En  réunissant  ensuite  tous  les  nombres 
relatifs  à  chaque  candidat ,  sur  les  divers  billets ,  celui  des  candi- 
dats qui  aura  la  plus  grande  somme  doit  être  présumé  le  candidat 
qui,  aux  yeux  de  l'assemblée  électorale,  a  le  plus  grand  mérite, 
et  doit  par  conséquent  être  choisi. 

Ce  mode  d'élection  serait  sans  doute  le  meilleur,  si  des  consi- 
dérations étrangères  au  mérite  n'influaient  point  souvent  sur  le 
choix  des  électeurs,  même  les  plus  honnêles,  et  ne  les  détermi- 
naient point  à  placer  aux  derniers  rangs  les  candidats  les  plus 
redoutables  à  celui  qu'ils  préfèrent,  ce  qui  donne  un  grand 
avantage  aux  candidats  d'un  mérite  médiocre.  Aussi  l'expérience 
l'a-t-elle  fait  abandonner  aux  établissements  qui  l'avaient  adopté. 

Supposons  que  les  erreurs  d'une  observation  puissent  s'étendre 
dans  les  limites -t- a  et  —  a,  mais  qu'ignorant  la  loi  de  probabi- 

38. 
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lité  de  ces  erreurs,  on  ne  Tassujettisse  qu'à  la  condition  de  leur 
donner  une  probabilité  d'autant  plus  petite  quelles  sont  plus 
grandes,  la  probabilité  des  erreurs  positives  étant  supposée  la 
même  que  celle  des  erreurs  négatives  correspondantes,  toutes 
choses  qu'il  est  naturel  d'admettre.  La  formule  (e)  donnera  encore 
la  loi  moyenne  des  erreurs.  Pour  cela  on  concevra  l'intervalle  a 
partagé  dans  un  nombre  infini  i  de  parties  représentées  par  dx, 

en  sorte  que  /=  -i-;  on  fera  ensuite  r=-7-;  la  formule  (e)  de- 
vient ainsi 


s 


.  dx     Çdx 


l'intégrale  étant  prise  depuis  a; =a:  jusqu'à  x  =  a.  Dans  la  ques- 
tion présente  5=:y;  car  l'erreur  devant  tomber  dans  les  limites 
—  a  et  -t- a,  la  probabilité  qu'elle  tombera  dans  les  limites  o  et  a 
est  Y  :  c'est  la  quantité  s  qu'il  faut  répartir  sur  tous  les  points  de 
l'intervalle  a;  la  formule  (e)  devient  donc  alors 

dx    1        a 

—  .log.  -. 

Ainsi  la  loi  moyenne  des  probabilités  des  erreurs  positives  x,  ou 
négatives — Xy  est 

—  .log.-. 
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CHAPITRE  ni. 

DES    LOIS    DE    LA    PROBABILITE   QUI    RESLLTENT   DE    LA  Ml  LTIM.ICATION 
INDÉFINIE   DES   EVENEMENTS. 


16.  A  mesure  que  les  événements  se  multiplient,  leurs  proba- 
bilités respectives  se  développent  de  plus  en  plus  :  leurs  résultats 
moyens  et  les  bénéfices  ou  les  pertes  qui  en  dépendent  conver- 
gent vers  des  limites  dont  ils  approchent  avec  des  probabilités 
toujours  croissantes.  La  détermination  de  ces  accroissements  et 
de  ces  limites  est  une  des  parties  les  plus  intéressantes  et  les  plus 
délicates  de  l'analyse  des  hasards. 

Considérons  d'abord  la  manière  dont  les  possibilités  de  deux 
événements  simples,  dont  un  seul  doit  arriver  à  chaque  coup,  se 
développent  lorsqu'on  multiplie  le  nombre  de  coups.  Il  est  visible 
que  l'événement  dont  la  facilité  est  la  plus  grande  doit  proba- 
blement arriver  plus  souvent  dans  un  nombre  donné  de  coups  ; 
et  Ton  est  porté  naturellement  à  penser  qu'en  répétant  les  coups 
un  très-grand  nombre  de  fois,  chacun  de  ces  événements  arrivera 
proportionnellement  à  sa  facilité ,  que  l'on  pourra  ainsi  découvrir 
par  l'expérience.  Nous  allons  démontrer  analytiquement  cet  im- 
portant théorème. 

On  a  vu  dans  le  n"*  6  que  si  p  et  i  —  p  sont  les  probabilités 
respectives  de  deux  événements  a  et  b,  la  probabilité  que  dans 
x-hx  coups,  l'événement  a  arrivera  a:  fois,  et  l'événement  b,  x  fois, 
est  égale  à 

1.2.3...X.1.2.3...x'    "     ^  "'    ^ 

cestle  [x'-\-\f^  terme  du  binôme  [jo-f-  (i — /?)]'"^*'-  Considérons 
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le  plus  grand  de  ces  termes  que  nous  désignerons  par  k  :  le  terme 

antérieur  sera  — ^. ,  et  le  terme  suivant  sera  k. — ^  .—r — . 

Pour  que  k  soit  le  plus  grand  terme,  il  faut  que  ion  ait  à  la  fois 

p        _  x  +  \  X 


I  —  />  X  x+\ 

il  est  facile  d'en  conclure  que  si  Ton  fait  x-^-x^^^n ,  on  aura 

a:  <  (/i -h-i  ) . /) >  (/i -h  1  ). /) -— 1  : 

ainsi  x  est  le  plus  grand  nombre  entier  compris  dans  [a-^\).p; 
en  faisant  donc 

x=[n'-^\).p  —  Sy 
ce  qui  donne 

X+S  x'+l  —  S  p        X-f-5 

'  w+i'  '  w-hi'       1—/)  r-f-i— .v' 

S  sera  moindre  que  Tunité.  Si  x  et  x!  sont  de  très-grands  nombres, 
on  aura,  à  très-peu  près, 

p      X 

\  —  p  X  ' 

c  est-à-dire  que  les  exposants  de  p  et  de  i  — />,  dans  le  plus  grand 
terme  du  binôme,  sont  à  fort  peu  près  dans  le  rapport  de  ces 
quantités;  en  sorte  que  de  toutes  les  combinaisons  qui  peuvent 
avoir  lieu  dans  un  très-grand  nombre  n  de  coups,  la  plus  pro- 
bable est  celle  dans  laquelle  chaque  événement  est  répété  propor- 
tionnellement à  sa  probabilité. 

Le  terme  /*^,  après  le  plus  grand,  est 

i.2.3...(jr-./).r.2.3....(x'+/)-''   •*•     f"^    • 

On  a,  par  le  n*"  32  du  premier  livre, 


n  -+•  —       —  n 


1.2.3. . .  n  =  n      \c     .\/27r. 


etc. 


12. n 
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ce  qui  donne 


i.2.3...(x'+/)  -^*+'^  •  ^— -p      ia.(x'+/)  ~  ®^^- 

/     -X  -  - 

Développons  le  terme  [x  —  /)  *  :  son  logarithme  hyperbo- 

lique est 

('  — ^— T)-[log.a:-^log.^i— ^jj; 

or  on  a 

lo    {i—!\^—L  —  JL t — —  etc 

*^  \  x)  X  2X*  Sx'  4^* 

nous  négligerons  les  quantités  de  Tordre  - ,  et  nous  supposerons 
que  /'  ne  surpasse  point  Tordre  n;  alors  on  pourra  né^iger  les 
termes  de  Tordre  — ,  parce  que  x  et  x  sont  de  Tordre  n.  On  aura 


X 

ainsi 


{l  —  x—  i-)|log.a:-hlog.(i—  ^)] 
=  ^l_a:-i)Aog.x^l-^^-^-±; 


ce  qui  donne,  en  repassant  des  logarithmes  aux  nombres, 
on  aura  pareillement 

''--'-7  ~'~^       ,-J-x'-l    /  /  /'    \ 


.r  4-  s 


On  a  ensuite  par  ce  qui  précède,  p=  '- — ^,  s  étant  moindre  que 
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l'unité;  en  faisant  donc  p= ,  z  sera  compris  dans  les  limites 

et ,  et  par  conséquent  il  sera,  abstraction  faite  du 

signe,  au-dessous  de  l'unité.  La  valeur  de  p  donne  i — p= ; 

on  aura  donc,  par  l'analyse  précédente, 

de  là  on  tire 

1  .3.0.  •  •  Ji j   /  \  _/  ■  i 


_    \Jn.c     ^^'  /         nzl         l(x'-x) f_  l'  \ 

~  \/^.\/^^''\~  ^  ^      ^^^'  6^*  "^  ^^  v' 

On  aura  le  terme  antérieur  au  plus  grand  terme,  et  qui  en  est' 
éloigné  à  la  distance  /,  en  faisant  /  négatif  dans  cette  équation; 
en  réunissant  ensuite  ces  deux  termes,  leur  somme  sera 


ï.yjn 


ni* 

2xx' 


v^.v 


2  XX 


L'intégrale  finie 


.\/n 


ni* 
ixx' 


s/^-V 


1XX 


prise  depuis  /=o  inclusivement,  exprimera  donc  la  somme  de 
tous  les  termes  du  binôme  [pH-  (i — p)]",  comprise  entre  les  deux 
termes,  dont  l'un  a  p^"^'  pour  facteur,  et  l'autre  a  /;*"'  pour  fac- 
teur, et  qui  sont  ainsi  équidistants  du  plus  grand  terme  ;  mais 
il  faut  retrancher  de  cette  somme  le  plus  grand  terme,  qui  y  est 
évidemment  compris  deux  fois. 
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Maintenant,  pour  avoir  cette  intégrale  finie,  nous  observerons 
que  l'on  a,  par  le  n**  10  du  premier  livre,  y  étant  fonction  de  /, 

d'où  Ion  tire,  par  le  même  numéro, 

^.y=fydl — T-y  +  Â*^  -+-  ^tc.  -h  constante. 


y  étant  ici  égal  à .c    ^""^  ,  les  différentielles  successives 

de  y  acquièrent  pour  facteur r  et  ses  puissances  ;  ainsi  l  étant 

supposé  ne  pouvoir  être  au  plus  que  de  l'ordre  s/n^  ce  facteur  est 
de  Tordre  -^r»  et  par  conséquent  ses  différentielles,  divisées  par 

les  puissances  respectives  de  dl,  décroissent  de  plus  en  plus;  en 
négligeant  donc,  comme  on  l'a  fait  précédemment,  les  termes 

de  Tordre  -,  on  aura,  en  faisant  commencer  avec  l  les  deux  inté- 

grales  finies  et  infiniment  petites,  et  désignant  par  Y  le  plus 
grand  terme  du  binôme, 

La  somme  de  tous  les  termes  du  binôme  [/>-f-(i — />)]"  compris 
entre  les  deux  termes  équidistants  du  plus  grand  terme,  du  nombre 
/,  étant  égale  à  S.j —  y.  7,  elle  sera 

fydl—\.y; 

et  si  Ton  y  ajoute  la  somme  de  ces  termes  extrêmes,  on  aura  pour 
la  somme  de  tous  ces  termes, 

TOME  TU.  39 
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Si  l'on  fait 

\2XX 

cette  somme  devient 

4:Jrf^C-^"  +  -^V^.C--^  (O) 

V^r    ^  \/7r.\/2Xx'  ^^ 

Les  termes  que  Ton  a  négligés  étant  de  l'ordre  -,  cette  expression 

est  d'autant  plus  exacte  que  n  est  plus  grand  :  elle  est  rigou- 
reuse lorsque  n  est  infini.  Il  serait  facile,  par  l'analyse  précé- 
dente, d'avoir  égard  aux  termes  de  l'ordre  -  et  des  ordres  supé- 
rieurs. 

On  a,  par  ce  qui  précède,  x  =  np-hz,  z  étant  un  nombre  plus 
petit  que  l'unité  ;  on  a  donc 


X+l  l+Z  t.\2XX  Z  ^ 

~''  ^~  "^  ~    n.\fn      ^  '^^ 

ainsi  la  formule  (o)  exprime  la  probabilité  que  la  différence  entre 
le  rapport  du  nombre  de  fois  que  l'événement  a  doit  arriver,  au 
nombre  total  des  coups,  et  la  facilité  p  de  cet  événement,  est 
comprise  dans  les  limites 

,     t,\/2Xx'            Z  ,  |. 

±  — - — m    H .  (cl 

n.\Jn  ^  ^  ' 


Sjixx  étant  égal  à 


on  voit  que  l'intervalle  compris  entre  les  limites  précédentes  est 
de  l'ordre  — . 

V» 
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Si  la  limite  de  t,  que  nous  désignerons  par  T,  est  supposée 
invariable,  la  probabilité  déterminée  par  la  fonction  (o)  reste  la 
même  à  très-peu  près;  mais  l'intervalle  compris  entre  les  limites  (/) 
diminue  sans  cesse  à  mesure  que  les  coups  se  répètent,  et  il  de- 
vient nul ,  lorsque  leur  nombre  est  infini. 

Cet  intervalle  étant  supposé  invariable,  lorsque  les  événements 
se  multiplient,  T  croît  sans  cesse,  et  à  fort  peu  près  comme  la 
racine  carrée  du  nombre  des  coups.  Mais  lorsque  T  est  considé- 
rable, la  formule  (o)  devient,  par  le  n°  27  du  premier  livre, 

-T* 
C  1 


3a 
iH ^ 


1  +  etc. 


c-T' 


(f  étant  égal  à  —7^-^.  Lorsqu'on  fait  croître  T,  c~^*  diminue  avec 

une  extrême  rapidité,  et  la  probabilité  précédente  s  approche 
rapidement  de  l'unité,  à  laquelle  elle  devient  égale  lorsque  le 
nombre  des  coups  est  infini. 

11  y  a  ici  deux  sortes  d'approximations  :  l'une  d'elles  est  relative 
aux  limites  prises  de  part  et  d'autre  de  la  facilité  de  l'événement 
a;  l'autre  approximation  se  rapporte  à  la  probabilité  que  le  rapport 
des  arrivées  de  cet  événement,  au  nombre  total  des  coups,  sera 
renfermé  dans  ces  limites.  La  répétition  indéfinie  des  coups  accroît 
de  plus  en  plus  cette  probabilité,  les  limites  restant  les  mêmes; 
elle  resserre  de  plus  en  plus  l'intervalle  de  ces  limites,  la  proba- 
bilité restant  la  même.  Dans  l'infini,  cet  intervalle  devient  nul,  et 
la  probabilité  se  change  en  certitude. 

L'analyse  précédente  réunit  à  l'avantage  de  démontrer  ce  théo- 


39. 
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rème,  celui  d'assigner  la  probabilité  que  dans  un  grand  nombre  n 
de  coups ,  le  rapport  des  arrivées  de  chaque  événement  sera  com- 
pris dans  des  limites  données.  Supposons,  par  exemple,  que  les 
facilités  des  naissances  des  garçons  et  des  filles  soient  dans  le  rap- 
port de  18  à  17,  et  quil  naisse  dans  une  année  i4ooo  enfants; 
on  demande  la  probabilité  que  le  nombre  des  garçons  ne  surpas- 
sera pas  7363,  et  ne  sera  pas  moindre  que  7037. 
Dans  ce  cas ,  on  a 

1 8 
p=-5^,      a;=720o,      rc'  =  68oo,      w  =  i4ooo, /=i63; 

la  formule  (0)  donne  à  fort  peu  près  0,994 3o3  pour  la  probabi- 
lité cherchée. 

Si  Ton  connaît  le  nombre  de  fois  que  sur  n  coups ,  Tévénement 
a  est  arrivé,  la  formule  (0)  donnera  la  probabilité  que  sa  facilité 
p  supposée  inconnue  sera  comprise  dans  des  limites  données.  En 
effet,  si  Ton  nomme  i  ce  nombre  de  fois,  on  aura,  par  ce  qui  pré- 
cède, la  probabilité  que  la  diflTérence /)  sera  comprise  dans  les 


f^    \./  13CX  Z 

limites  =t     '  ^    __ — 1 — ;  par  conséquent,  on  aura  la  probabilité 

n.\Jn  ^ 

que  p  sera  compris  dans  les  limites. 


~  n 


"^         n.\/n 


La  fonction    ' ^        étant  de  Tordre  — ,  on  peut,  en  négligeant 

n.sjn  \[n 

les  quantités  de  Tordre  -,  y  substituer  i  au  lieu  de  a;,  et  n — i  au 
lieu  de  x;  les  limites  précédentes  deviennent  ainsi,  en  négligeant 
les  termes  de  Tordre     , 


^  n.sjn 


LIVRE  DEUXIEME.  309 

et  la  probabilité  que  la  facilité  de  révénement  a  est  contenue  dans 
ces  limites  est  égale  à 

On  voit  ainsi  qu'à  mesure  que  les  événements  se  multiplient, 
Tintervalle  des  limites  se  resserre  de  plus  en  plus,  et  la  probabi- 
lité que  la  valeur  de  p  tombe  dans  ces  limites  approche  de  plus 
en  plus  de  l'unité  ou  de  la  certitude.  C'est  ainsi  que  les  événe- 
ments, en  se  développant,  font  connaître  leurs  probabilités  res- 
pectives. 

On  parvient  directement  à  ces  résultats,  en  considérant  je)  comme 
une  variable  qui  peut  s'étendre  depuis  zéro  jusqu'à  l'unité,  et  en 
déterminant,  d'après  les  événements  observés,  la  probabilité  de  ses 
diverses  valeurs,  comme  on  le  verra  lorsque  nous  traiterons  de 
la  probabilité  des  causes ,  déduite  des  événements  observés. 

Si  Ton  a  trois,  ou  un  plus  grand  nombre  d'événements  a,  6,  c,  etc. 
dont  un  seul  doive  arriver  à  chaque  coup,  on  aura,  par  ce  qui 
précède,  la  probabilité  que  dans  un  très-grand  nombre  n  de  coups, 
le  rapport  du  nombre  x  de  fois  qu'un  de  ses  événements,  a  par 
exemple,  arrivera,  au  nombre  n,  sera  compris  dans  les  limites 
pdba,  a  étant  une  très-petite  fraction;  et  l'on  voit  que  dans  le 
cas  extrême  du  nombre  n  infini,  l'intervalle  2  a  de  ces  limites  peut 
être  supposé  nul ,  et  la  probabilité  peut  être  supposée  égale  à  la 
certitude,  en  sorte  que  les  nombres  des  arrivées  de  chaque  évé- 
nement seront  proportionnels  à  leurs  facilités  respectives. 

Quelquefois  les  événements,  au  lieu  de  faire  connaître  directe- 
ment les  limites  de  la  valeur  de/),  donnent  celles  d'une  fonction 
de  cette  valeur;  alors  on  en  conclut  les  limites  de  p,  par  la  réso- 
lution des  équations.  Pour  en  donner  un  exemple  fort  simple, 
considérons  deux  joueurs  il  et  B,  dont  les  adresses  respectives 
soient  p  et  1 — p,  et  jouant  ensemble  à  cette  condition,  que  la 
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partie  soit  gagnée  par  celui  des  deux  joueurs  qui,  sur  trois  coups, 
aura  vaincu  deux  fois  son  adversaire,  le  troisième  coup  n'étant 
pas  joué,  comme  inutile,  lorsque  l'un  des  joueurs  a  vaincu  dans 
les  deux  premiers  coups. 

La  probabilité  de  A  pour  gagner  la  partie  est  la  somme  des 
deux  premiers  termes  du  binôme  [/>-+-(i  — />)]';  elle  est  par  con- 
séquent égale  à  />*H-3  jt)'.  (i — p).  Soit  P  cette  fonction  :  en  élevant 
le  binôme  P-l-(i — P)  à  la  puissance  /i,  on  aura,  par  l'analyse 
précédente,  la  probabilité  que  sur  le  nombre  n  de  parties,  le 
nombre  des  parties  gagnées  par  k  sera  compris  dans  des  limites 
données.  Il  suffit  pour  cela  de  changer  p  en  P  dans  la  formule  (o). 

Si  l'on  nomme  rie  nombre  des  parties  gagnées  par  il,  la  for- 
mule [p]  donnera  la  probabilité  que  P  sera  compris  dans  les 
limites 

I      r.\/2i.(/i-i) 

Soit  donc  p'  la  racine  réelle  et  positive  de  l'équation 

en  désignant  par  p'rp:  5p  les  limites  de  p,  les  limites  correspon- 
dantes de  P  seront  à  très-peu  près  3p'' — 2p''  =?=  6/)'.  (i — p).  5p; 
en  égalant  ces  limites  aux  précédentes,  on  aura 

6/.(i-p')./i.v/n 

ainsi  la  formule  (o')  donnera  la  probabilité  que  p  sera  compris 
dans  les  limites 


T.SJiiAn—i) 
p  q=   ^ i '—. 

6p'.{i-p').n.\/n 
Le  nombre  n  des  parties  ne  détermine  pas  le  nombre  des  coups, 
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puisqu  il  peut  y  avoir  des  parties  de  deux  coups,  et  d'autres  de 
trois  coups.  On  aura  la  probabilité  que  le  nombre  des  parties  de 
deux  coups  sera  compris  dans  des  limites  données,  en  observant 
que  la  probabilité  d'une  partie  à  deux  coups  est  />'-f-(i — />)*: 
désignons  cette  fonction  par  P'.  En  élevant  le  binôme  P'-f-  (i — F) 
à  la  puissance  ti,  la  formule  (o)  donnera  la  probabilité  que  le 
nombre  des  parties  de  deux  coups  sera  compris  dans  les  limites 
nFzhl;  or  le  nombre  des  parties  de  deux  coups  étant  nF±:l,\e 
nombre  des  parties  à  trois  coups  sera  /i(i — P')  =f  /;  le  nombre 
total  des  coups  sera  donc  3n  —  nFzpl;  la  formule  (o)  donnera 
donc  la  probabilité  que  le  nombre  des  coups  sera  compris  dans 
les  limites 

^n.{i^p—p')z^T.\/2nF.{i—F). 

1 7.  Considérons  une  urne  A  renfermant  un  très-grand  nombre 
n  de  boules  blanches  et  noires,  et  supposons  qu'à  chaque  tirage 
on  tire  une  boule  de  l'urne,  et  qu'on  la  remplace  par  une  boule 
noire.  On  demande  la  probabilité  qu'après  r  tirages,  le  nombre 
des  boules  blanches  sera  x. 

Nommons  ja:,r  cette  probabilité.  Après  un  nouveau  tirage,  elle 
devient  jar,»-Hi- Mais  pour  qu'il  y  ait  a;  boules  blanches  après  r-4-i 
tirages,  il  faut  qu'il  y  ait  ou  a: -h  i  boules  blanches  après  le  tirage 
r,  et  que  le  tirage  suivant  fasse  sortir  une  boule  blanche;  ou  x 
boules  blanches  après  le  tirage  r,  et  que  le  tirage  suivant  fasse 
sortir  une  boule  noire.  La  probabilité  qu'il  y  aura  x-h- 1  boules 
blanches  après  r  tirages  est  Jx-^-m*  et  la  probabilité  qu'alors  le 

tirage  suivant  fera  sortir  une  boule  blanche  est ;  la  probabi- 
lité de  Tévénement  composé  est  donc  - — .Jx-^^r/  c'est  la  première 
partie  de  j^^^..^,.  La  probabilité  qu'il  y  aura  x  boules  blanches  après 
le  tirage  r  est  j,^^;  et  la  probabilité  qu'alors  il  sortira  une  boule 

noire  est ,  parce  que  le  nombre  des  boules  noires  de  l'urne  est 
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n — x;  la  probabilité  de  l'événement  composé  est  donc 7«.r; 

c'est  la  seconde  partie  de  ja:,r-Ki.  Ainsi  l'on  a 

x+\  n—x 

Si  l'on  fait 

x=^  nx\     r—nr\     yx,r=yx\/. 
cette  équation  devient 

Y,    ,    1=  lx-\ — )./  ,    1    ,-h(i — oo').Y  '  ' 

n  \  /  n 

n  étant  supposé  un  très-grand  nombre,  on  peut  réduire  en  séries 
convergentes  y  ^.  ^,^  i^  ^^y^'^  i  r''  ^^  ^^^^  donc,  en  négligeant  les 

n  n* 

carrés  et  les  puissances  supérieures  de  -, 

n'\    dr'    )~  n'\    dx'  /^/iV"^' 
l'intégrale  de  cette  équation  aux  différences  partielles  est 

(p  [x.  d")  étant  une  fonction  arbitraire  de  x.(f\  qu'il  faut  détermi- 
ner par  la  valeur  de  jV  o- 

Supposons  que  l'urne  A  ait  été  remplie  de  cette  manière  :  on 
projette  un  prisme  droit  dont  la  base,  étant  un  polygone  régulier 
dep-f-^  côtés,  est  assez  étroite  pour  que  le  prisme  ne  retombe 
jamais  sur  elle.  Sur  les  pH-^  faces  latérales,  p  sont  blanches  et 
q  sont  noires,  et  l'on  met  dans  l'urne  i4,  à  chaque  projection,  une 
boule  de  la  couleur  de  la  face  sur  laquelle  le  prisme  retombe.  Après 
n  projections,  le  nombre  des  boules  blanches  sera,  à  fort  peu 
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près,  par  le  numéro  précédent,  — ^ ,  et  la  probabilité  qu'il  sera 

un  9       1 

— ^  -h  /,  est,  par  le  même  numéro, 

-      ^       ^  .C  "M        . 

Si  l'on  fait 

p+q  2pq 

cette  fonction  devient 

c'est  la  valeur  de  j,,^  ou  de  jV^,;  mais  la  valeur  précédente  dejV^r, 
donne 

on  a  donc 


K^)=; 


partant, 
d'où  l'on  tire 

l.C  n    \  p-^qj 

r 

La  valeur  de  x  la  plus  probable  est  celle  qui  rend  nul  ar.c" ^, 

et  par  conséquent  elle  est  égale  à 


TOMB  TH.  40 
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la  probabilité  que  la  valeur  de  x  sera  contenue  dans  les  limites 

7  ^  r       » 


est 


Jv/^  ' 


c-V, 


rintégrale  étant  prise  depuis  (x=o. 

Cherchons  maintenant  la  valeur  moyenne  du  nombre  des  boules 
blanches  contenues  dans  l'urne  A,  après  r  tirages.  Cette  valeur  est 
la  somme  de  tous  les  nombres  possibles  de  boules  blanches,  mul- 
tipliés par  leurs  probabilités  respectives  ;  elle  est  donc  égale  à 


\np         ridfi 


{p+q).c-   ^  V^ 

rintégrale  étant  prise  depuis  (x=o  jusqu'à  (x=oo.  Cette  valeur 
est  ainsi 


[p+qYc'^ 

par  conséquent ,  elle  est  la  même  que  la  valeur  de  x  la  plus  pro- 
bable. 

Considérons  maintenant  deux  urnes  AetB  renfermant  chacune 
le  nombre  n  de  boules,  et  supposons  que  dans  le  nombre  total 
2  n  des  boules,  il  y  en  ait  autant  de  blanches  que  de  noires.  Con- 
cevons que  l'on  tire  en  même  temps  une  boule  de  chaque  urne, 
et  qu'ensuite  on  mette  dans  une  urne  la  boule  extraite  de  l'autre. 
Supposons  que  l'on  répète  cette  opération  un  nombre  quelconque 
r  de  fois,  en  agitant  à  chaque  fois  les  urnes,  pour  en  bien  mêler 
les  boules  ;  et  cherchons  la  probabilité  qu'après  ce  nombre  r  d'opé- 
rations il  y  aura  x  boules  blanches  dans  l'urne  A. 
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Soitz,,;.  cette  probabilité.  Le  nombre  des  combinaisons  possibles 
dans  r  opérations  est  n"^;  car  à  chaque  opération,  les  n  boules  de 
l'urne  A  peuvent  se  combiner  avec  chacune  des  n  boules  de  l'urne 
B,  ce  qui  produit  /i*  combinaisons  ;  M*^  z^^  est  donc  le  nombre  des 
combinaisons  dans  lesquelles  il  peut  y  avoir  x  boules  blanches 
dans  Turne  A  après  ces  opérations.  Maintenant,  il  peut  arriver 
que  l'opération  [r+i  )"^'^  fasse  sortir  une  boule  blanche  de  l'urne 
il,  et  y  fasse  rentrer  une  boule  blanche;  le  nombre  de  cas  dans 
lesquels  cela  peut  arriver  est  le  produit  de  7^'^z^^^  par  le  nombre  x 
des  boules  blanches  de  l'urne  il,  et  par  le  nombre  n—x  des  boules 
blanches  qui  doivent  être  alors  dans  l'urne  B,  puisque  le  nombre 
total  des  boules  blanches  des  deux  urnes  est  n.  Dans  tous  ces  cas, 
il  reste  x  boules  blanches  dans  l'urne  A;  le  produit  x.  (ti— a?)./l'^z^,. 
est  donc  une  des  parties  de  /i"^^'.2:a;,r-Hi- 

Il  peut  arriver  encore  que  l'opération  (r+i)**^  fasse  sortir  et 
rentrer  dans  l'urne  A  une  boule  noire,  ce  qui  conserve  dans  cette 
urne  X  boules  blanches.  Ainsi  n--x  étant  après  l'opération  r^*^, 
le  nombre  des  boules  noires  de  l'urne  il,  et  a;  étant  celui  des 
boules  noires  de  l'urne  B,  [n—x).x.n*\Zj,^r  est  encore  une  partie 
de  n! 


,ir-i-i 


Z, 


x,r-¥-i* 


S'il  y  a  rc— 1  boules  blanches  dans  l'urne  il  après  l'opération  r*^, 
et  que  l'opération  suivante  en  fasse  sortir  une  boule  noire,  et  y 
fasse  rentrer  une  boule  blanche ,  il  y  aura  x  boules  blanches  dans 
l'urne  A  après  l'opération  [r+i)"^  ;  le  nombre  des  cas  dans  les- 
quels cela  peut  arriver  est  le  produit  de  7^*^z^, ,.  par  le  nombre 
n—x+i  des  boules  noires  de  l'urne  il  après  le  tirage  H^,  et  par 
le  nombre  n—x+i  des  boules  blanches  de  l'urne  B,  après  la 
même  opération;  (w— a;^-l)^n*^z^,,,  est  donc  encore  une  partie 

Enfin,  s'il  y  a  a; +1  boules  blanches  dans  l'urne  il  après  l'opé- 
ration r*^,  et  que  l'opération  suivante  en  fasse  sortir  une  boule 
blanche,  et  y  fasse  rentrer  une  boule  noire,  il  y  aura  encore, 

40. 
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après  cette  dernière  opération  y  x  boules  blanches  dans  Turne.  Le 
nombre  des  cas  dans  lesquels  cela  peut  arriver  est  le  produit  de 
^*'^-2^x-Hi,r  par  le  nombre  œ+i  des  boules  blanches  de  Turne  A,  et 
par  le  nombre  x+i  des  boules  noires  de  l'urne  B  après  Topé- 
ration  r*^;  (a; +))^n'^Za^^^^^  est  donc  encore  une  partie  de  7i"^.z,^,^. 
En  réunissant  toutes  ces  parties,  et  en  égalant  leur  somme  à 
/i''^*.z,  ,^,,  on  aura  l'équation  aux  diflférences  finies  partielles, 

Quoique  cette  équation  soit  aux  différences  du  second  ordre 
par  rapport  à  la  variable  x,  cependant  son  intégrale  ne  renferme 
qu'une  fonction  arbitraire  qui  dépend  de  la  probabilité  des  diverses 
valeurs  de  x,  dans  l'état  initial  de  l'urne  A.  En  effet,  il  est  visible 
que  si  l'on  connaît  les  valeurs  de  z^,,  correspondantes  à  toutes  les 
valeurs  de  x,  depuis  a;  =  o  jusqu'à  x=n,  l'équation  précédente 
donnera  toutes  les  valeurs  de  z,^,,  z^^^,  etc.  en  observant  que  les 
valeurs  négatives  de  x  étant  impossibles,  z,,.  est  nul  lorsque  x  est 
négatif. 

Si  n  est  un  très -grand  nombre,  cette  équation  se  transforme 
dans  une  équation  aux  différences  partielles  que  l'on  obtient  ainsi. 
On  a  alors,  à  très-peu  près, 

—-.-(%)-.(%)■ 

IF)' 


Soit 


n-\-n.\Jn  ,  j, 

X— ^,      r—nr,     2,,,=  t;; 
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f équation  précédente  aux  différences  finies  partielles  deviendra, 
en  nég^geant  les  termes  de  Tordre  — , 

Pour  intégrer  cette  équation  qui,  comme  on  peut  s'en  assurer 
par  la  méthode  que  j'ai  donnée  pour  cet  objet,  dans  les  Mémoires 
de  l'Académie  des  sciences  de  l'année  1778,  n'est  intégrable  en 
termes  finis  qu'au  moyen  d'intégrales  définies,  faisons 

<p  étant  fonction  de  t  et  de  r .  On  aura 

Téquation  aux  différentielles  partielles  en  U  devient  ainsi 

En  égalant  entre  eux  les  termes  affectés  du  signe  /,  on  aura  l'équa- 
tion aux  différentielles  partielles, 

Le  terme  hors  du  signe  /,  égalé  à  zéro,  donnera  pour  Téquation 
aux  limites  de  l'intégrale , 

L'intégrale  de  l'équation  précédente  aux  différentielles  partielles 
de  (^  est 
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étant  une  fonction  arbitraire  de  -^  ;  on  a  donc 


H^) 


Soit 

Texpression  de  U  prendra  cette  forme, 

u=c-'./d>.c-'.r{i^).  -    (A) 

Il  est  facile  de  voir  que  féquation  précédente,  aux  limites  de  Tin- 
tégrale,  exige  que  les  limites  de  l'intégrale  relative  à  s  soient 
prises  depuis  s  =  —  oo  jusqu'à  s  =  00.  En  prenant  le  radical 
y/^^i,  avec  le  signe  — ,  on  aurait  pour  U  une  expression  de  cette 
forme, 

£/=c-'-./i.r-.n(i±^-), 

la  fonction  arbitraire  11(5)  pouvant  être  différente  de  F  (5).  La 
somme  de  ces  deux  expressions  de  U  sera  sa  valeur  complète; 
mais  il  est  facile  de  s'assurer  que  les  intégrales  étant  prises  de- 
puis s^=  —  00  jusqu'à  5  =  00,  l'addition  de  cette  nouvelle  expres- 
sion de  U  n'ajoute  rien  à  la  généralité  de  la  première,  dans  laquelle 
elle  est  comprise. 

Développons  maintenant  le  second  membre  de  l'équation  (A), 

suivant  les  puissances  de  -^ ,  et  considérons  un  des  termes  de  ce 

développement,  tel  que 


çkir» 
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ce  terme  devient,  après  les  intégrations, 


i.3.5...(2i-i)   ./-  fftO.c-c* 
^ ■•V'.-^ï^ 

X  r ,  —  iM*  ^_  i-i'-')'M'  _  i.(i-i).(i-a).(2f.)'  _^  ^^^ 
I  i.a  i.a.3.4  1.3.3.4.5.6 


•]• 


Considérons  encore  un  terme  de  ce  développement,  relatif  aux 
puissances  impaires  de  —7 ,  tel  que 


AH-Kl 


^'"■y.~;r''-/fe-^--(»->'V=".r- 

Ce  terme  devient,  après  les  intégrations, 

1.3.5,. .(2Î+i).L«.V^.fi.c-f^'  Fi—  îli^f^  -4-  »'(»-0'(^f^)*  _  ^,^  1 
a'.c^---^'^  -[^       1.2.3  "^     1.2.3.4.5  ^^^J* 

On  aura  donc  ainsi  l'expression  générale  de  la  probabilité  U,  dé- 
vdoppée  dans  une  série  ordonnée  suivant  les  puissances  de  -^p , 

c 
série  qui  devient  très-convergente  lorsque  r  est  un  nombre  consi- 
dérable. Cette  expression  doit  être  telle,  qaefUdx  ou  \.fUd\L.\Jn 
soit  égale  à  l'unité,  les  intégrales  étant  étendues  à  toutes  les  va- 
leurs de  X  et  de  (x,  c'est-à-dire  depuis  x  nul  jusqu'à  x=n,  et 
depuis  (x= — y^  jusqu'à  (x=y/ÏÏ;  car  il  est  certain  que  l'une 
des  valeurs  de  x  devant  avoir  lieu,  la  somme  des  probabilités  de 
toutes  ces  valeurs  doit  être  égale  à  l'unité.  En  prenant  l'intégrale 
fcr^\dyL  dans  les  limites  de  |x^  on  a  le  même  résultat  à  très-peu 
près,  qu'en  la  prenant  depuis  (x=  —  00  jusqu'à  (x=oo  :  la  dîfFé- 

rence  n'est  que  de  l'ordre  —  ;  et  vu  l'extrême  rapidité  avec  la- 

quelle  c~"  diminue  à  mesure  que  n  augmente,  on  voit  que  cette 
différence  est  insensible  lorsque  n  est  un  grand  nombre.  Cela 
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posé,  considérons  dans  l'intégrale  \.fUd^.\/n,  le  terme 

i.3.5....(ai-i).|g"''.V/^ 
a'.c*"'' 

En  étendant  l'intégrale  depuis  (x=  —  oo  jusqu'à  (x=oo,  ce  terme 
devient 

,.3.5...i..-,)i.w.v/^r  _;iii:M)  _■■.(■•-,).(■-.)         1 

Le  facteur  i — i-f-  ^'^'""*^  —  etc.  est  égal  à  (i  —  i)';  il  est  donc 

nul,  excepté  dans  le  cas  de  i  =  o,  où  il  se  réduit  à  Tunité.  Il 
est  visible  que  les  termes  de  l'expression  de  U  qui  renferment 
des  puissances  impaires  de  \Lj  donnent  un  résultat  nul  dans  l'in- 
tégrale \.fUd^.\Jn,  étendue  depuis  (x  =  —  oo  jusqu'à  (x=oo; 
car  ces  termes  ont  pour  facteur  c~  ^\  et  l'on  a  généralement  dans 
ces  limites, 

Il  n'y  a  donc  que  le  premier  terme  de  l'expression  de  U,  terme 
que  nous  représenterons  par  H.  c"  ^\  qui  puisse  donner  un  ré- 
sultat dans  l'intégrale  \.fUd\L.\fn,  et  ce  résultat  est  \.H.\fnTÇy 
on  a  donc 

par  conséquent , 

y»* 
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L'expression  générale  de  f/  a  ainsi  la  forme  suivante, 

Q^'\  Q^*'j  etc.  L^*'^  L^*\  etc.  étant  des  constantes  indéterminées  qui 
dépendent  de  la  valeur  initiale  de  U. 

Supposons  que  U  devienne  X  lorsque  r  est  nul,  A'  étant  une 
fonction  donnée  de  |x.  On  a  généralement  ces  deux  théorèmes, 

lorsque  q  est  moindre  que  i,  f/,  et  f//  étant  les  fonctions  de  (x, 
par  lesquelles  et  ' sont  multipliés  dans  l'ex- 

pression  de  U.  Pour  démontrer  ces  théorèmes,  nous  observerons 

que,  par  ce  qui  précède,  — ^^ — nr. —  est  égal  a 

y/ /ITT 

il  faut  donc  faire  voir  que  Ton  a 

o^ff^û\  ds.  dfi.  c-^-'\(jx-|-5V/^)", 

les  intégrales  étant  prises  depuis  (i  et  s  égaux  à  — oo  jusqu'à  (x, 
et  s  égaux  à  n-oo.  En  intégrant  d'abord  par  rapport  à  (i,  ce 
terme  devient 

-+-  i.ff[Cf-\  d\JL.  ds.  c~^''"\{\i  -F5  V— i)"~  '• 

En  continuant  d'intégrer  ainsi  par  parties  relativement  à  |x,  on 
parvient  enfin  à  des  termes  de  la  forme 

k.ffd\L.  ds.  c"'**"*'.  {(X  -h5  \/^  )", 

TOME   VII.  41 
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e  n'étant  pas  zéro;  et  par  ce  qui  précède,  ces  termes  sont  nuls. 
On  prouvera  de  la  même  manière  que  l'on  a 

De  là  il  suit  que  l'on  a  généralement 

o  =fUi.  Uo.  dii. c-^\       o  =fU!.  U',.  dfi. c-^\ 

i  et  i  étant  des  nombres  dilFérents  :  car  si,  par  exemple,  i  est 
plus  grand  que  i,  toutes  les  puissances  de  (x  dans  Ui  sont  moindres 
que  iï;  chacun  des  termes  de  Ui  donnera  donc,  par  ce  qui  pré- 
cède, un  résultat  nul  dans  l'intégrale  /f/,.  Uit.d^.c'^ .  Le  même 

raisonnement  a  lieu  pour  l'intégrale  fU'i.U'i,.d\L.c~^ . 

Mais  ces  intégrales  ne  sont  pas  nulles,  lorsque  i=^i.  On  les 
obtiendra  dans  ce  cas,  de  cette  manière.  On  a,  par  ce  qui  précède, 

jj  _  2\{\/~i)\fds.c-'\{tJi+s\/^iY^ 
1.3. 5.  ..(21—1).  Y/tt 

Le  terme  qui  a  pour  facteur  (x"  dans  cette  expression  est, 

i.3.5...(2i-i)' 

or,  on  peut  ne  considérer  que  ce  terme  dans  le  premier  facteur  f/, 
de  l'intégrale  /f/,.  Ui.d^i.  c""'*  ;  car  les  puissances  inférieures  de  (x, 
dans  ce  facteur,  donnent  un  résultat  nul  dans  l'intégrale.  On  a 
donc 

[i.3.5...(2ï— ijj'.yw 

On  a,  en  intégrant  par  rapport  à  (x,  depuis  (x=  —  00  jusqu'à 

(i~oo. 
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2t 


^.//ff-.4t.(fc.c"-' .(ft-4-.v-i)" 


2 


Le  premier  terme  du  second  membre  de  cette  équation  est  nul 
par  ce  qui  précède;  ce  membre  se  réduit  donc  à  son  second 
terme.  On  trouve  de  la  même  manière,  que  Ton  a 

et  ainsi  de  suite;  on  a  donc 

par  conséquent 

rrr    tt    j      -"'        2.^.6. ..  ai-V/ir 
/^'•^'••^^•^     -|.3.5...(..-.)- 

On  trouvera  de  la  même  manière, 

rjT'  TTf    J       -**'         *     2.4.6. ..  2Î.V/w 

•^  ^^  2    1.3.5. .,(21+1) 

On  a  évidemment 

dans  le  cas  même  où  i  et  i  sont  égaux,  parce  que  le  produit 
Ui.  U\,  ne  contient  que  des  puissances  impaires  de  (x. 

Cela  posé,  l'expression  générale  de  U  donne  pour  sa  valeur 
initiale,  que  nous  avons  désignée  par  X, 

i-hQ^'K{i—2fi*)  -i-'etc. 
V'i^'l-t- L^"^  (x-f- Lt*^ (x.(i— I (jt*)  H-  etc. 


A=.^ 


41. 
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Si  Ton  multiplie  cette  équation  par  Ui.dji,  et  si  Ton  prend  les 
intégrales  depuis  (x=  —  oo  jusqu'à  (x=oo,  on  aura,  en  vertu  des 
théorèmes  précédents , 

d'où  Ton  tire 

on  trouvera  de  la  même  manière, 

U^^  =  '-3.5.      (2Î+i).V/^y;^t/;.  du. 
2.4.6. ...21  ^  ^ 

On  aura  donc  ainsi  les  valeurs  successives  de  Q^'\  Q^'\  etc.  L^\ 
IJ'\  etc.  au  moyen  d'intégrales  définies,  lorsque  X  ou  la  valeur 
initiale  de  U  sera  donnée. 

Dans  le  cas  où  X  est  égal  à  — =i'C~'*^\  l'expression  générale 
de  U  prend  une  forme  très-simple.  Alors  la  fonction  arbitraire 

r  (  — ^-Tp-^  I ,  de  la  formule  (  A  ) ,  est  de  la  forme  k.c     ^    """        . 

Pour  déterminer  les  constantes  &  et  k,  nous  observerons  qu'en 
supposant 

g'-  ^ 


on  aura 


En  faisant  ensuite 


VT^.(,_l:£^)=,, 
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et  observant  que  l'intégrale  relative  à  s  devant  être  prise  depuis 
*  =  — co  jusqu'à  5  =  00,  l'intégrale  relative  à  s  doit  être  prise 
dans  les  mêmes  limites,  on  aura 


En  comparant  cette  expression  à  la  valeur  initiale  de  U,  qui  est 

u=^    .c        , 

et  observant  que  6  est  la  valeur  initiale  de  6',  on  aura 
d'où  l'on  tire 


On  doit  avoir  ensuite 


k.\fir   _ 


21 


ce  qui  donne 

valeur  que  l'on  obtient  encore  parla  condition  c\{xe\.fU.d\L.\Jn=\ , 
l'intégrale  étant  prise  depuis  (x  =  — 00  jusqu'à  jx=oo,  on  aura 
donc  pour  l'expression  de  U,  quel  que  soit  r. 


\/w7r.{l-+-e') 


on  trouve,  en  efFet,  que   cette   valeur  de   V,  substituée  dans 
l'équation  aux  différentielles  partielles  en  U,  y  satisfait. 
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ê'  diminuait  sans^cesse  quand  r^  augmente,  ia  vateurdé  U 
varie  sans  cesse,  et  devient  à  sa  limite,  lorsque  r  est  infini, 

il  =  —:z:-'C 

Pour  donner  une  application  de  ces  formules,  imaginons  dans 
une  urne  C,  un  très-grand  nombre  m  de  boules  blanches,  et  un 
pareil  nombre  de  boules  noires.  Ces  boules  ayant  été  mêlées, 
supposons  que  Ton  tire  de  l'urne,  ciboules  que  Ion  met  dans 
Turne  A.  Supposons  ensuite  que  Ton  mette  dans  l'urne  B  autant 
de  boules  blanches  qu'il  y  a  de  boules  noires  dans  l'urne  A,  et 
autant  de  boules  noires  qu'il  y  a  de  boules  blanches  dans  la  même 
urne.  Il  est  clair  que  le  nombre  des  cas  dans  lesquels  il  y  aura 
X  bçules  blanches,  et  par  conséquent  n  —  x  boules  noires  dans 
l'urne  A,  est  égal  au  produit  du  nombre  des  combinaisons  des 
m  boules  blanches  de  l'urne  C,  prises  x  k  Xy  par  le  nombre  des 
combinaisons  des  m  boules  noires  de  la  même  urne,  prises  n — x  k 
n — X.  Ce  produit  est,  par  le  n"*  3,  égal  à 

m  .{m—  i).{m—2),,.{m— X +i)    7/i.(m— i).(m— 2). .  .(m— /i+jj+i) 
1.2.3...J:  '  i.2.3...(/i— x)  ' 

OU  à 

(1.2.3.  ..my 
1 .2.3..  .^.1 .2.3. .  .(/i  — a:).  1.2.3. .  .{m—x).}  .2.3..  ,{m—n  +  x) 

Le  nombre  de  tous  les  cas  possibles  est  le  nombre  des  combinai- 
sons des  2m  boules  de  l'urne  C,  prises  n  k  n:  ce  nombre  est 

1  .2.3.  .  .2/W 

1 .2.3.  ..n. 1.2. 3..  .(2m— /i)  ' 

en  divisant  la  fraction  précédente  par  celle-ci,  on  aura,  pour  la 
probabilité  de  a;,  ou  pour  la  valeur  initiale  de  U, 

(1.2.3  ..m)*.  1.2. 3.. .71.1.2. 3. ..(2 m— 7^) 
i.2.3...a:. i.2.3...(m— j:).i.2.3...(fi  — j:).i.2.3...(w— /i+a:).i.2.3...  2  77r 
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Maintenant,  si  Ton  observe  que  Ton  a>  à  très-peu  près,  lorsque 
s  est  un  grand  nombre, 


1,2.3.. .5  =  5     '.c     .y/2ir; 
on  trouvera  facilement  après  toutes  les  réductions,  en  faisant 


X' 

2 


et  en  négligeant  les  quantités  de  Tordre  - ,  qui  ne  sont  pas  mul- 
tipliées par  |x', 

en  faisant  donc 


l*: 

2m— /i' 

on  aura 

U- 

2Î       -iy 

:  .C 

\/nir 

Si  le  nombre  m 

est  infini, 

alors  i*      ^^ 

et  la  valeur  initiale  de 

Uesi 

U— 

\/2       ^-L« 

Sa  valeur, 

après 

un  nombre 

quelconque 

de  tirages, 

est 

kr 


U= .C 


Le  cas  de  m  infini  revient  à  celui  dans  lequel  les  urnes  A  ei  B 
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seraient  remplies,  en  projetant  n  fois  une  pièce  qui  amènerait 
indifleremment  croix  on  pile ,  et  mettant  dans  l'urne  A,  une  boule 
blanche,  chaque  fois  que  croix  arriverait,  et  une  boule  noire, 
chaque  fois  que  pile  arriverait,  et  faisant  l'inverse  pour  l'urne  B. 
Car  il  est  visible  que  la  probabilité  de  tirer  une  boule  blanche 
de  l'urne  C  est  alors  y,  comme  celle  d'amener  croix  ou  pile. 

En  prenant  l'intégrale  fUdx,  ou  \fUd^.\/n,  depuis  (x=  —a 
jusqu'à  (x=fl,  on  aura  la  probabilité  que  le  nombre  des  boules 
blanches  de  l'urne  A  sera  compris  dans  les  limites  ±  a .  \Jn. 

On  peut  généraliser  le  résultat  précédent,  en  supposant  l'urne  A 
remplie,  comme  au  commencement  de  ce  numéro,  par  la  projec- 
tion d'un  prisme  àe  p-\-q  faces  latérales,  dont  p  sont  blanches  et 
9  sont  noires.  On  a  vu  qu'alors  si  l'on  fait 

ipq 

on  a  à  l'origine ,  ou  lorsque  r  est  nul , 

Supposons  p  et  9  très-peu  différents,  en  sorte  que  l'on  ait 

on  aura 


a' 

1 

n 


ou  à  très-peu  près  i*=:=2  ;  donc 


U-^-'c 
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En  faisant  donc 


on  aura 


2 


f;__2_.,-i(^-«)\ 


Supposons  maintenant  qu'après  un  nombre  quelconque  de  tirages 
on  ait 

6  et  a  étant  des  fonctions  de  r.  Si  Ton  substitue  cette  valeur  dans 
Téquation  aux  différences  partielles  en  U,  on  aura 

-(^)['-^"]-KI^)-(-.-«) 

=.-4.(6-i).[i-^-^^]-8a.(fx-a); 
d'où  Ton  tire  les  deux  équations  suivantes , 


Vr'j  ,  /da\ 


En  les  intégrant,  et  observant  qu'à  l'origine  de  r,  a=--a  et  6=:=  i, 
on  aura 

ce  qui  donne 

\/fl7r.(l'+C-*^ 

Cherchons  maintenant  la  valeur  moyenne  du  nombre  des 
boules  blanches  contenues  dans  l'urne  A,  après  r  tirages.  Cette 
valeur  est  la  somme  des  produits  des  divers  nombres  des  boules 

TOME  TH.  42 
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blanches,  multipliées  par  leurs  probabilités  respectives  ;  eXLe  test 
donc  égale  à  l'intégrale 

^n  +  (jL.\n    jj  dfji.\n 


P 


prise  depuis  (x=  —  oo  jusqu'à  (x  =  oo.  En  substituant  pour  U  sa 
valeur  donnée  par  la  formule  (A:) ,  on  aura,  en  vertu  des  théorèmes 
précédents,  pour  cette  intégrale, 

r        -— 

A  l'origine  où  r  est  nul,  cette  valeur  est  -j-n-l-  ^^.L^'^;  ainsi  Ton 

aura  U"^  au  moyen  du  nombre  des  boules  blanches  que  l'urne  A 
contient  à  cette  origine. 

On  peut  obtenir  fort  simplement,  de  la  manière  suivante,  la 
valeur  moyenne  du  nombre  des  bo^iles  blanches,  après  r  tirages. 
Imaginons  que  chaque  boule  blanche  ait  une  valeur  que  nous 
représenterons  par  l'unité,  les  boules  noires  étant  supposées  n'a- 
voir aucune  valeur.  Il  est  clair  que  le  prix  de  l'urne  A  sera  la 
somme  des  produits  de  tous  les  nombres  possibles  de.  boules 
blanches  qui  peuvent  exister  dans  l'urne ,  multipliés  par  leurs 
probabilités  respectives  ;  ce  prix  est  donc  ce  que  nous  avons 
nommé  valeur  moyenne  du  nombre  des  boules  blanches.  Nommons-le  z, 
après  le  tirage  r^"^.  Au  tirage  suivant,  s'il  sort  une  boule  blanche, 
ce  prix  diminue  d'une  unité;  or  si  l'on  suppose  que  x  est  le  nombre 
des  boules  blanches  contenues  dans  l'urne  après  le  tirage  r^^,  la 

probabilité  d'en  extraire  une  boule  blanche  sera  -;  en  nomn^&t 

donc  U  la  probabilité  de  cette  supposition,  l'intégrale   i — ^-^, 

étendue  depuis  x=o  jusqu'à  x=n,  sera  la  diminution  de  z,  ré- 
sultante de  la  probabilité  d'extraire  une  boule  blanche  de  l'unie. 

Si  l'on  fait,  comme  ci-dessus,  -=r,  et  si  l'oa  désigiie  la  fraction 

très-petite  -  par  dr,  cette  diwÎBUtion  sera  égale  à  zir',  car  z  eH 
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égal  à  fifxdx,  9cnf»me  des  produits  des  nombres  des  boules 
Manches,  par  leurs  probabilités  respectives.  Le  prix  de  Tume  A 
s*aûcroît,  si  Ton  extrait  une  boule  blanche  de  Tume  B  pour  la 
mettre  dans  l'urne  A;  or,  x  étant  supposé  le  nombre  des  boules 
blanches  de  Turne  A,  n — x  sera  celui  des  boules  blanches  de 
l'urne  B,  et  la  probabilité  d'extraire  une  boule  blanche  de  cette 

dernière  urne  sera ;  en  multipliant  cette  probabilité  par  la 

probabilité  U  de  x,  l'intégrale   lU.  —  .dx,  prise  depuis  x  nul 

jusqu'à  x=ny  sera  l'accroissement  dez.  fU.[n — x).dx  est  le 
prix  de  l'urne  B;  en  nommant  donc  z  ce  prix,  zdr  sera  l'accrois- 
sement de  z:  on  aura  donc 

dz  =  zdr  —  zdr. 
La  somme  des  prix  des  deux  urnes  est  évidemment  égale  à  n, 
nombre  des  boules  blanches  qu'elles  contiennent,  ce  qui  donne 
z=n — z;  substituant  cette  valeur  de  z  dans  l'équation  précé- 
dente, elle  devient 

dz=  [tt  —  2z).dr, 

d  où  l'on  tire  en  intégrant , 


L^*'  étant  une  constante  arbitraire,  ce  qui  est  conforme  à  ce  qui 
précède. 

On  peut  étendre  toute  cette  analyse  au  cas  d'un  nombre  quel- 
conque d'urnes  :  nous  nous  bornerons  ici  à  chercher  la  valeur 
moyenne  du  nombre  des  boules  blanches  que  chaque  urne  con- 
tient après  r  tirages. 

ConsidéroQS  un  nombre  e  d'urnes,  disposées  circulairement, 
et  renfermant  chacune  le  nombre  n  de  boules,  les  unes  blanches, 
et  les  autres  noires ,  n  étant  supposé  un  très-grand  nombre.  Sup- 
posons qu après  r  tirages,  z^^z,^  z,,.  ..z^_,  soient  les  prix  respec- 
tifs des  diverses  urnes.  Chaque  tirage  consiste  à  extraire  en  même 


42. 
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temps  une  boule  de  chaque  urne,  et  à  la  mettre  dans  la  sui- 
vante, en  partant  de  Tune  d'elles  dans  un  sens  déterminé.  Si  Ton 

fait  -=r  et  -  =rfr,  on  aura,  par  le  raisonnement  que  nous 

venons  de  faire  relativement  à  deux  urnes, 

clzi={zi_,  —  Zi).dr; 

cette  équation  a  lieu  depuis  î  =  i  jusquà  i=€ — i.  Dans  le  cas 
de  i=e,  on  a 

dz,---[z^,  — Zo).dr. 

En  intégrant  ces  équations,  et  supposant  qu  à  l'origine  les  prix 
respectifs  de  chaque  urne,  ou  les  nombres  des  boules  blanches 
qu'elles  contiennent,  soient 

on  parvient  à  ce  résultat,  qui  a  lieu  depuis  i:=o  jusquà  i=e — i. 


,  —II  — COS. l.r 

Zi=-:s.c  ^       '^ 


e 


^  {2  s. ITT  ,\ 

Ao.cos.l ar  \ 

Ai.cos.l — ^^ ar  \ 

•/   .     ^  /2  5.(ï— 2).7r  A 

j-4-A,.  cos.l — ^^ ar  1 


-h  A,_,.  cos.l  — ^^ ^ ar  ] . 

le  signe  S  s  étendant  à  toutes  les  valeurs  de  s,  depuis  s  =  i  jus- 
qu'à $  =  e,  et  a  étant  égal  à  sin .  Le  terme  de  cette  exprès- 

sion,  correspondant  à  $=€,  est  indépendant  de  r,  et  égal  à 
-.  (Xo-1-X,  —  -i-Xe_,),  c'est-à-dire  à  la  somme  entière  des  boules 

blanches  des  urnes,  divisée  par  leur  nombre.  Ce  terme  est  la 
limite  de  l'expression  de  z,;  d'où  il  suit  qu'après  un  nombre  infini 
de  tirages  les  prix  de  chaque  urne  sont  égaux  entre  eux. 
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CHAPITRE  IV. 

DE  LA  PROBABILITÉ  DES  ERREURS  DES  RESULTATS  MOYENS  D'UN  GRAND  NOMBRE 
D'OBSERVATIONS,  ET  DES  RÉSULTATS  MOYENS  LES  PLUS  AVANTAGEUX. 


18.  Considérons  maintenant  les  résultats  moyens  d'un  grand 
nombre  d'observations  dont  on  connaît  la  loi  de  facilité  des  er- 
reurs. Supposons  d'abord  que,  pour  chaque  observation,  les  er- 
reurs puissent  être  également 

—  71,    •— 71  +  1,    — 71+2  ,.  .  .  — 1,0,  1,     2,... 71—2,    71  — I,7i; 

la  probabilité  de  chaque  erreur  sera .  Si  l'on  nomme  s  le 

nombre  des  observations ,  le  coefficient  de  c'W^»  dans  le  dévelop- 
pement du  polynôme 

I(r-'**'V/-^-f-  c^î^-OW^»  -4-  ç-(ii-a)iHV~» j' 

sera  le  nombre  des  combinaisons  dans  lesquelles  la  somme  des 
erreurs  est  /.  Ce  coefficient  est  le  terme  indépendant  de  cW-> 
et  de  ses  puissances,  dans  le  développement  du  même  poly- 
nôme multiplié  par  c-'*V^~*,  et  il  est  visiblement  égal  au  terme 
indépendant  de  ^cr  dans  le  même  développement  multiplié  par 

ou  par  cos./'BT;  on  aura  donc  pour  1  expression 

de  ce  coefficient, 

-.fdrs.  cos./'nT.(n-2cos.'nT-i-2  cos.  i^ts — -+-2  cos.n^)% 

rintégrale  étant  prise  depuis  ^-r:=2  0  jusqu'à  t5=7r. 


334     THÉORIE  ANALYTIQUE  DES  PROBABILITÉS. 

On  a  vu,  dans  le  n°  36  du  premier  livre,  que  cette  intégrale  est 


i/' 


(2ft  +  l)'.\/3  -  n(n+t).s  . 

y7l.(/l  +  l).2  5W 

le  nombre  total  des  combinaisons  des  erreurs  est  (sn+i)';  en 
divisant  la  quantité  précédente  par  celle-ci,  on  aura 

V^ ^""  n(in-i)5 


\//ï.(n  +  l).2  57r 

pour  la  probabilité  que  la  somme  des  erreurs  des  5  observations 
sera  /. 

Si  Ton  fait 


la  probabilité  que  la  somme  des  erreurs  sera  comprise  dans  les 
limites  -H  2  T.  i  /  '^  ^    ^'  et  —  2  7'.  V /—    g— ^  sera  égale  à 

y  TT 

rintégrale  étant  prise  depuis  f=:o  jusqu'à  t=T.  Cette  expression 
a  lieu  encore  dans  le  cas  de  n  infini.  Alors,  en  nommant  2a  Hnter- 
valle  compris  entre  les  limites  des  erreurs  de  chaque  observation, 

on  aura  n= a,  et  les  limites  précédentes  deviendront  ±  — ijYf  • 

ainsi  la  probabilité  que  la  somme  des  erreurs  sera  comprise  dans 
les  limites  ±  a  r.  y/ 5  est 

C'est  aussi  la  probabilité  que  Terreur  moyenne  sera  comprise  dans 


LIVRE  DEUXIEME.  aas 

les  iioûtes.dt;:  — n;  car  on  a  Teireur  moyenne  en  divisant  par  s 

y/s 

la  somme  des  erreurs. 

La  probabilité  que  la  somme  des  inclinaisons  des  orbites  de 
s  comètes  sera  comprise  dans  des  limites  données,  en  supposant 
toutes  les  inclinaisons  également  possibles,  depuis  zéro  jusqu'à 
langle  droit,  est  évidemment  la  même  que  la  probabilité  précé- 
dente; l'intervalle  2  a  des  limites  des  erreurs  de  chaque  obser- 
vation est,  dans  ce  cas,  Tintervalle  -  des  limites  des  inclinaisons 
possibles;  alors  la  probabilité  que  la  jsomme  des  incdioAÎsons  doit 
être  comprise  dans  les  limites  zh  ^'  .^    est  a.i  / — .fdr.c'^'^  ;  ce 

qui  s'accorde  avec  ce  que  Ton  a  trouvé  dans  le  n**  15. 

Supposons  généralement  que  la  probabilité  de  chaque  erreur 

positive  ou  négative  soit  exprimée  par  (pi-^xein  étant  des 

nombres  infinis.  Alors,  dans  la  fonction 

i-t-  a  cos.izr-t-  2  cos.2iiT-t-  2  cos.  3iiT.  . .  -f-  2  cos.  /iist, 

chaque  terme,  tel  que  2cos.a;tiT,  doit  être  multiplié  par  9  (  -  )» 
or  on  a 

En  faisant  donc 
la  fonction 

9(-)-+-2^(-|.  C0S.1iT-t-  2  ^f  -  ).  COS.  21iT....H-  2^1  -  J.  COS.  flliT, 

devient 

^u.fdx\f{x)—fe^\fx^dx.f(x)  -t-  etc. 
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les  intégrales  devant  être  étendues  depuis  a:'  =  o  jusquà  x=i. 
Soit  alors 

k  =  2fdx\(p{x),      1i=^fx'dx.<p[x),  etc. 

La  série  précédente  devient 

nk.i  1 —  T-.n*iiT*-h  etc.). 

Maintenant  la  probabilité  que  la  somme  des  erreurs  des  s  obser- 
vations sera  comprise  dans  les  limites  ±  l,  est,  comme  il  est  facile 
de  s'en  assurer  par  les  raisonnements  précédents , 

I^l  -  I -h  2  ^(  -  J. COS.IiTH- 2  ^(  -  |.  COS.  2tST. .  .i 
-t-2^1  -  j.COS.  niiT 

Tintégrade  étant  prise  depuis  ist  nul  jusquà  iiT==7r,  cette  proba- 
bilité est  donc 


1 —  T-.  /i*iiT* —  etc.  ) .  (u) 

Supposons 

(  1 —  T-.w*iiT' —  etc.|=c""^'; 

en  prenant  les  logarithmes  hyperboliques,  on  aura  à  très-pe 
près,  lorsque  s  est  un  grand  nombre, 

k" 
ce  qui  donne 

Si  Ion  observe  ensuite  que  nk  ou  2.fdx.^l-\  exprimai 
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probabilité  que  l'erreur  d'une  observation  est  comprise  dans  les 
limites  ±  n,  cette  quantité  doit  être  égale  à  l'unité;  la  fonction  (u) 
deviendra 

l'intégrale  relative  à  t  devant  être  prise  depuis  t  nul  jusqu'à 
f  =  TT. n.  \/-jr- ,  OU  jusqu'à  (=00,  n  étant  supposé  infini;  or  on  a, 
par  le  n"*  25  du  premier  livre, 


2 


en  faisant  donc 


^  —  2C.W     ^    , 


la  fonction  (a)  devient 

M- 

Ainsi  en  nommant,  comme  ci-dessus,  2a  l'intervalle  compris  entre 
les  limites  des  erreurs  de  chaque  observation,  la  probabilité  que 
la  somme  des  erreurs  des  5  observations  sera  comprise  dans  les 
limites  àz  ar.yjs,  est 

Si  ^(  -  I  est  constant,  alors  -p  =6,  et  cette  probabilité  devient 
ce  qui  est  conforme  à  ce  que  l'on  a  trouvé  ci-dessus. 

TOME  TH.  43 
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Si  ^  (  ~  I  ou  9  [x)  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  a:^ 
on  aura,  par  la  méthode  du  n""  15^  la  probabilité  que  la  somme 
des  erreurs  sera  comprise  dans  les  limites  dtar.^s,  exprimée  par 
une  suite  de  puissances  s,  is,  etc.  de  quantités  de  la  forme 
5  —  (X  ±  r .  y/7,  dans  lesquelles  /x  augmente  en  progression  arith- 
métique, ces  quantités  étant  continuées  jusqu'à  ce  qu'elles  de- 
viennent négatives.  En  comparant  cette  suite  à  l'expression  pré- 
cédente de  la  même  probabilité,  on  obtiendra,  d*une  manière  fort 
approchée,  la  valeur  de  la  suite;  et  l'on  parviendra  ainsi  sur  ce 
genre  de  suites,  à  des  théorèmes  analogues  à  ceux  que  nous  avons 
donnés  dans  le  n*"  42  du  premier  livre,  sur  les  différences  finies 
des  puissances  d'une  variable. 

Si  la  loi  de  facilité  des  erreurs  est  exprimée  par  une  exponen- 
tielle négative  qui  puisse  s'étendre  jusqu'à  l'infini,  et  générale- 
ment si  les  erreurs  peuvent  s'étendre  à  l'infini ,  alors  a  devient 
infini,  et  l'application  de  la  méthode  précédente  peut  offrir  quel- 
ques difficultés.  Dans  tous  ces  cas,  on  fera 


,  —  X ,      -r  —  dx, 


X 


h  étant  une  quantité  quelconque  finie,  et,  en  suivant  exactement 
l'analyse  précédente,  on  trouvera  pour  la  probabilité  que  la  somme 
des  erreurs  des  s  observations  est  comprise  dans  les  limites 
±:hr.\Js, 


expression  dans  laquelle  on  doit  observer  que  ^  (  t  )  ou  <p{x) 
exprime  la  probabilité  de  l'erreur  àzx,  et  que  l'on  a 

k  =  2fdx\(^{x'),  l{=fx^dx.(^{x), 

les  intégrales  étant  prises  depuis  x=:^o  jusqu'à  a;'=:c». 
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19.  Déterminons  présentement  la  probabilité  que  la  somme 
des  erreurs  d*un  très-grand  nombre  d'observations  sera  comprise 
dans  des  limites  données,  abstraction  faite  du  signe  de  ces  erreurs, 
c est-à-dire,  en  les  prenant  toutes  positivement.  Pour  cda,  con- 
sidérons la  suite 

■■■+'?[-ir)-'  +P(ï) 


nm\/  —i 

c 


^  (  -  J  étant  l'ordonnée  de  la  courbe  de  probabilité  des  erreurs, 

correspondante  à  Terreur  dtx,  et  x  étant,  ainsi  que  n,  considéré 
ecHnme  formé  d*un  nombre  infini  d'unités.  Si  l'on  élève  cette  suite 
à  la  puissance  s,  après  avoir  changé  le  signe  des  exponentielles 
négatives,  le  coefficient  d'une  exponentielle  quelconque,  telle  que 

c  **'  *  \  sera  la  probabilité  que  la  somme  des  erreurs,  prises 
alistrafition  £aite  du  signe,  est  l-h^is;  c«tte  probabilité  est  donc 

/  +  a< 


■K^)-""i' 


l'intégrde  relative  à  ist  étant  prise  depuis  ^=  —  tt  jusqu'à  "0=^  tt  ; 
car  dans  cet  intervalle,  l'intégrale  fd^.c  ^^      ',  ou 

fd^.  (cos.  ns  —  \/— ~i  •  sin.  risT) 

disparait,  quel  que  soit  r,  pourvu  qu'il  ne  soit  pas  nul. 
On  a,  en  développant  par  rapport  aux  puissances  de  tsr, 

43. 
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i^M^M^ H^ 


sAogr-"^'^-' 


:Ki)-K^) M^ 


-•■[Ki)-'K^) ""'K^I 


-jX51iT\/^.   (l) 


■etc. 


En  faisant  donc 

X  /  1  j     f 

—  =  X ,        —  =  ax  y 
n  n 

ifdx<^.[x)=k,       fx'dx.(?{x')  =  k\       fx'dx.(^[x)  =  k\ 

fx^dx'(^.{xj=k\      fx'dx\<^[x)  =  V\      etc. 

les  intégrales  étant  prises  depuis  x  nul  jusqu'à  x=i\  le  second 
membre  de  l'équation  (i)  devient 

6'.log.  n/t4-5.1og.[i+  — jp-niiTY/— 1—  T-.n*'CT*— etc.)— jX5'BT\/^. 

L'erreur  de  chaque  observation  devant  tomber  nécessairement 
dans  les  limites  dhn,  on  a  n/c=i;  la  quantité  précédente  devient 
ainsi 


En  faisant  donc 

n 


—       [kk"^2k'%s.n'^ 


k  ' 


—  etc. 


et  négligeant  les  puissances  de  *ts  supérieures  au  carré,  cette 
quantité  se  réduit  à  son  second  terme,  et  la  probabilité  précé- 
dente devient 

—  .fd^.c 
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Soit 

\/kk'-2k'*  n.yfs        «  ^ 

l'intégrale  précédente  devient 

^'   n.\/s  ^ 

cette  intégrale  doit  être  prise  depuis  (= — oo  jusqu'à  (=00,  et 
alors  la  quantité  précédente  devient 

'         .0--. 


En  la  multipliant  par  dl  ou  par  ndr.  y^,  l'intégrale 


2  yw 


r.c      ^ 


sera  la  probabilité  que  la  valeur  de  /,  et,  par  conséquent,  la 
somme  des  erreurs  des  observations,  est  comprise  dans  les  limites 

ai'  r- 

-7-.a5±ar.y5,  ±a  étant  les  limites  des  erreurs  de  chaque  obser- 
vation, limites  que  nous  désignons  par  ±/i,  quand  nous  les  con- 
cevons partagées  dans  une  infinité  de  parties. 

On  voit  ainsi  que  la  somme  des  erreurs  la  plus  probable,  abs- 
traction faite  du  signe,  est  celle  qui  répond  à  r=o.  Cette  somme 

est  -y-o^-  Dans  le  cas  où  ^[x)  est  constant,  -r-  =  -;  la  somme 

des  erreurs  la  plus  probable  est  donc  alors  la  moitié  de  la  plus 
grande  somme  possible,  somme  qui  est  égale  à  sa.  Mais,  si  ^  [x] 
nest  pas  constant  et  diminue  à  mesure  que  Terreur  x  augmente, 

alors  -r-  est  moindre  que  y,  et  la  somme  des  erreurs,  abstraction 
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faite  du  signe,  est  âu-dessous  de  la  moitié  de  la  plus  grande  somme 
possible. 

On  peut,  par  la  même  analyse,  déterminer  la  probabilité  que 
la  somme  des  carrés  des  erreurs  sera  /-f-  jX5;  il  est  facile  de  voir 
que  cette  probabilité  a  pour  expression,  l'intégrale 

„      ,     ,-   {<p(°)+,<?(l).-'^~+^<p(l).c'-^-l 

-!-./a„.c-"*"'-^-.P^"''    ^"f  ^)i      ,_, 

■'  I  •••■+^K^)-'    1 

prise  depuis  -©=  —  ir,  jusqu'à  t5  =  ir.  En  suivant  exactement 
l'analyse  précédente,  on  aura 

et  en  faisant 


la  probabilité  que  la  demi-somme  des  carrés  des  erreurs  des  s 
observations  sera  comprise  dans  les  limites  --r-.a*5±tfr.\/5,  sera 

La  somme  la  plus  probable  est  celle  qui  répond  à  r  nul  ;  elle  est 

2  A" 
donc  -r-.a\s.  Si  s  est  un  très-grand  nombre,  le  résultat  des  ob- 
servations s'écartera  très-peu  de  cette  valeur,  et,  par  conséquent, 

a*  k" 
il  fera  connaître  à  très-peu  près  le  facteur  — 'r— . 

20.  Lorsque  Ton  veut  corriger  un  élément  déjà  connu  à  fort 
peu  près,  par  l'ensemble  d'un  grand  nombre  d'observations,  on 
forme  des  équations  de  condition  de  la  manière  suivante.  Soit  z 
la  correction  de  l'élément,  et  6  l'observation;  Texpression  analy- 
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tiqne  de  celle-ci  sera  une  fonction  de  Félément  En  y  substituant  « 
au  lieu  de  Télément,  sa  valeur  approchée,  plus  la  correction  z, 
en  réduisant  en  série  par  rapport  à  z,  et  négligeant  le  carré  de  z 
cette  fonction  prendra  la  forme  h-\-pz;  en  l'égalant  à  la  cpiantité 
observée  ê,  on  aura 

è=h-hpz. 

z  serait  donc  déterminé,  si  Tobservation  était  rigoureuse;  mais, 
comme  elle  est  susceptible  d'erreur,  en  nommant  e  cette  erreur, 
on  a  exactement,  aux  quantités  près  de  Tordre  z\ 

et  en  faisant  ê —  h=a,  on  a 

e==pz — a. 

Chaque  observation  fournit  une  équation  semblable,  que  Ton  peut 
représenter  pour  l'observation  (î-t-i)"^,  par  celle-ci 

En  réunissant  toutes  ces  équations,  on  a 

S.e^^=z.S.p^^  —  S.a^\  (i) 

le  signe  5  se  rapportant  à  toutes  les  valeurs  de  i,  depuis  i  =  o 
jusqu'à  1  =  5 — 1,  s  étant  le  nombre  total  des  observations*  En 
supposant  nulle  la  somme  des  erreurs,  cette  équation  donne 

c'est  ce  que  l'on  nomme  ordinairement  résultat  moyen  des  obser- 
vations. 

On  a  vu,  dans  le  n°  18,  que  la  probabilité  que  la  somme 
des  erreurs  des  s  observations  sera  comprise  dans  les  limites 
doar.^,  est 


v/ 


j^./rfr.,-» 
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Nommons  =h  u  Terreur  du  résultat  z;  en  substituant  dans  Téqua- 

tion  (i),  ±ar.\/7  au  lieu  de  S.e^\  et  ^  '  (,•)  ±  «  au  lieu  de  z, 
elle  donne 

r= ^; 

a.sjs 

la  probabilité  que  Terreur  du  résultat  z  sera  comprise  dans  les 
limites  ±  u  est  donc , 

Au  lieu  de  supposer  nulle  la  somme  des  erreurs,  on  peut  sup- 
poser nulle  une  fonction  quelconque  linéaire  de  ces  erreurs,  que 
nous  représenterons  ainsi, 

m,  m}^\m}^\  etc.  étant  des  nombres  entiers  positifs  ou  négatifs.  En 
substituant  dans  cette  fonction  (m),  au  lieu  de  e,  e^"\  etc.  leurs, 
valeurs  données  par  les  équations  de  condition ,  elle  devient 

en  égalant  donc  à  zéro  la  fonction  (m),  on  a 

_   5.m(0«« 

Soit  u  Terreur  de  ce  résultat,  en  sorte  que  Ton  ait 

la  fonction  (m)  devient 

Déterminons  la  probabilité  de  Terreur  a,  lorsque  les  observations 
sont  en  grand  nombre. 
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■  Pour  cela,  considérons  le  produit 

le  signe  /  s  étendant  à  toutes  les  valeurs  x,  depuis  la  valeur 
négative   extrême   de    x,   jusqu'à  sa  valeur  positive  extrême: 

(^  I  -  I  est,  comme  dans  les  numéros  précédents,  la  probabilité 

d'une  erreur  Xy  dans  chaque  observation,  x  étant  supposé,  ainsi 
que  a,  formé  d'une  infinité  de  parties  prises  pour  unité.  Il  est  clair 
que  le  coefficient  d'une  exponentielle  qpielconque  c'*V->^  dans  le 
développement  de  ce  produit,  sera  la  probabilité  que  la  somme 
des  erreurs  des  observations,  multipliées  respectivement  par  m, 
n&\  etc.  c  est-à-dire  la  fonction  (m) ,  sera  égale  à  /.  En  multipliant 
donc  le  produit  précédent  par  cr-'W^>^  le  terme  indépendant  de 
^V^*  et  de  ses  puissances,  dans  ce  nouveau  produit,  expri- 
mera cette  probabilité.  Si  l'on  suppose,  comme  nous  le  ferons  ici, 
la  probabilité  des  erreurs  positives,  la  même  que  celle  des  erreurs 

négatives,  on  pourra,  dans  la  somme  /^(  -  j.c'"'^""',  réunir 

les  termes  multipliés,  l'un  par  c"*^''''^^\  et  l'autre  par  c-"*^^-»; 

alors  cette  somme  prend  la  forme  2/^(  -  j.cos.mxtsT  :  il  en  est 

de  même  de  toutes  les  sommes  semblables.  De  là  il  suit  que  la 
probabilité  que  la  fonction  (m)  sera  égale  à  /  est  égale  à 

X  2/^1  -  j.CQs.m^'^'^x^y 

l'intégrale  étant  prise  depuis  «=  —  n  jusqu'à  ^  =  Tr.  On  a,  en 
réduisant  les  cosinus  en  séries , 

/(p(f).cos.mx-o=/^(^)-i.m'a'.^'.J^.(p(f)-t-etc, 

TOME  VII.  à^ 
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Si  Ton  fait  -  =  x^  et  si  l'on  observe  que  la  variation  de  x  étant 

l'unité,  on  a  dx=^-,  on  aura 


/<?(f)=«-/^'9(^')- 


Nommons,  comme  dans  les  numéros  précédents,  k  l'intégrale 
ifdx  .  ^  {x)  y  prise  depuis  x  nul  jusqu'à  sa  valeur  positive  extrême; 
nommons  pareillement  k"  l'intégrale  fx'^dx<^[x)y  prise  dans  les 
mêmes  limites,  et  ainsi  de  suite;  nous  aurons 

2/(p(  -  \. COS. mx^=^ak.{  i—  ^-^^^^'^^'^ T-  ^*û*'0^ —  etc.). 

Le  logarithme  du  second  membre  de  cette  équation  est 

k'                   kk"—&V^ 
—  T- .  m*a*^^  H T^ — .  m^a'^  —  etc.  -+-  log.  ak  : 

akonaa.  fdx  .  (p  [x)  exprime  la  probabilité  que  Terreur  de  chaque 
observation  sera  comprise  dans  ses  limites,  ce  qui  est  certain;  on 
a  donc  a/r=i,  ce  qui  réduit  le  logarithme  précédent  à 

—  -j-.  m*a*iiT*H n —  •  m*a*ter* —  etc. 

k         '  12  A* 

De  là  il  est  aisé  de  conclure  que  le  produit 

2f(pl-y  COS.  mx^Xif(p  (  -  J .  cos.  m^tsr  ...X2/(^  |  -  J .  cos.  m^'-'^x'cs, 


est 


k" 


/i+  *.*!!^J.^^  etc.Vc 

l'intégrale  précédente  (i)  se  réduit  donc  à 


kk''^6k'^     .    .    ^     ,,.         .    )    -'«v/— î^.«V.5.in(0« 


— . /i/iiT.} iH T- — . a*iiT*.  5. m^'^*-h etc.f.c 
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En  faisant  sa*^*:=Cy  cette  intégrale  devient 

./ifo.  1-+^ 7-—. — r--'H-  etc.  .c     ^^^ 


^a^r 


V/7 


S.m^'^\S.m^'^\  etc.  sont  évidemment  des  quantités  de  Tordre  5; 
ainsi  -^— ^ —  est  de  l'ordre  -  ;  en  négligeant  donc  les  termes  de  ce 
dernier  ordre,  vis-à-vis  de  Tunité,  la  dernière  intégrale  se  réduit  à 

.fdt.  C        a\J7      ^ 


L'intégrale  relative  à  ist  devant  être  prise  depuis  tsT=  — ir  jusqu  à 
tsT=  ir,  l'intégrale  relative  à  (  doit  être  prise  depuis  f=  —  a'n.sj  s 
jusqu'à  t=:^a'K.\s;  et,  dans  ce  cas,  Texponentielle  sous  le  signe  / 
est  insensible  à  ces  deux  limites ,  soit  parce  que  s  est  un  grand 
nombre,  soit  parce  que  a  est  ici  supposé  divisé  dans  une  infinité 
de  parties  prises  pour  unité;  on  peut  donc  prendre  l'intégrale 
depuis  f=  —  00  jusqu'à  t=oo.  Faisons 

la  fonction  intégrale  précédente  devient 

—  .jat .  c 


tan. il 


k 


L'intégrade  relative  à  f'  doit  être  prise,  comme  Tintégrade  relative 
à  t,  depuis  t'= — 00  jusqu'à  f'=oo,  ce  qui  réduit  la  quantité 
précédente  à  celle-ci , 


AP 


C 


'«•v»yf 


44. 
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Si  Ton  fait  l=:ar.^s,  et  si  Ton  observe  que  la  variation  de  l  étant 
l'unité ,  on  a  adr=i,  on  aura 


■V- 


^^i .fdr.c    '**"-^-™''* 


k 


pour  la  probabilité  que  la  fonction  (m)  sera  comprise  dans  les 

limites  zéro  et  ar.^s,  l'intégrale  étant  prise  depuis  r  nul. 

Nous  avons  besoin  ici  de  connaître  la  probabilité  de  Terreur  u, 
de  l'élément  déterminé  en  faisant  nulle  la  fonction  (m).  Cette  fonc- 
tion étant  supposée  égale  à  /  ou  à  ar.^s,  on  aura,  par  ce  qui 
précède , 

u.  S.  m^^  p^'^  -^  ar.  \/7; 

en  substituant  cette  valeur  dans  la  fonction  intégrale  précédente, 
elle  devient 

^•'""^" .fdu.c 


,a.i/*^.S.m(0' 


c'est  l'expression  de  la  probabilité  que  la  valeur  de  u  sera  com- 
prise dans  les  limites  zéro  et  u;  c'est  aussi  l'expression  de  la 
probabilité  que  u  sera  compris  dans  les  limites  zéro  et  —  a.  Si 
l'on  fait 


la  probabilité  précédente  devient 

Maintenant  la  probabilité  restant  la  même,  t  reste  le  même,  et 
l'intervalle  des  deux  limites  de  w  se  resserre  d'autant  plus  que 
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a,i /-T-.  y   '^^   ^-j  est  plus  petit.  Cet  intervalle  restant  le  même, 

la  valeur  de  t,  et,  par  conséquent,  la  probabilité  que  Terreur  de 
l'élément  tombe  dans  cet  intervalle,  est  d'autant  plus  grande,  que 

la  même  quantité  û- V / 7" •  ^^ô~lT  ^^*  P^^^  petite;  il  faut  donc 

choisir  le  système  de  facteurs  m^'\  qui  rend  celte  quantité  un 
minimum;  et  comme  a,  k,  k"  sont  les  mêmes  dans  tous  ces  sys- 
tèmes, il  faut  choisir  le  système  qui  rend  ^'  '^-^  ^^  un  minimum. 

On  peut  parvenir  au  même  résultat,  de  cette  manière.  Repre- 
nons l'expression  de  la  probabilité  que  u  sera  compris  dans  les 
limites  zéro  etii.  Le  coefficient  de  du  dans  la  différentielle  de 
cette  expression  est  l'ordonnée  de  la  courbe  des  probabilités  des 
erreurs  u  de  l'élément,  erreurs  représentées  par  l'abscisse  u  de 
cette  courbe,  que  l'on  peut  étendre  à  l'infini,  de  chaque  côté  de 
Tordonnée  qui  répond  à  u  nul.  Cela  posé,  toute  erreur,  soit  posi- 
tive, soit  négative,  doit  être  considérée  comme  un  désavantage  ou 
une  perte  réelle ,  à  un  jeu  quelconque;  or,  par  les  principes  de  la 
théorie  des  probabilités,  exposés  au  commencement  de  ce  livre, 
on  évalue  ce  désavantage  en  prenant  la  somme  de  tous  les  pro- 
duits de  chaque  désavantage  par  sa  probabilité;  la  valeur  moyenne 
de  l'erreur  à  craindre  en  plus  est  donc  la  somme  des  produits 
de  chaque  erreur  par  sa  probabilité  ;  elle  est,  par  conséquent , 
égale  à  l'intégrale 

fada.  5.m('V(0.c       ^'^"'''''  ""  '"' 
prise  depuis  u  nul  jusqu'à  u  infini;  ainsi  cette  erreur  est 
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Cette  quantité  prise  avec  le  signe  —  donne  Terreur  moyenne  à 
craindre  en  moins.  Il  est  visible  que  le  système  des  facteurs  m^'^ 
qu'il  faut  choisir  doit  être  tel  que  ces  erreurs  soient  des  minima,  et 

par  conséquent  tel  que  ^ — ^^—^)  soit  un  minimum. 

Si  Ton  diflerentie  cette  fonction  par  rapport  à  m^'\  on  aura, 
en  égalant  sa  différentielle  à  zéro,  par  la  condition  du  minimum; 


m" 


_      P 


(0 


Cette  équation  a  lieu  quel  que  soit  i;  et,  comme  la  variation  de  i 
ne  fait  point  changer  la  fraction  -t-^-^-^T)  '  ^^  nommant  jx  cette 
fraction,  on  aura 

m=-fi.p,     m^'^^fi.p^'K  . . . .  m^'-'^^(i.f-'^ ; 

et  Ton  peut,  quels  que  soient  p,  p-'\  etc.  prendre  (x  tel  que  les 
nombres  m,  m^'\  etc.  soient  des  nombres  entiers,  comme  l'analyse 
précédente  le  suppose.  Alors  on  a 

^—    S.p^^*   • 
et  Terreur  moyenne  à  craindre  devient 


c  est  dans  toutes  les  hypothèses  que  Ton  peut  faire  sur  les  facteurs 
m,  m^'\  etc.  la  plus  petite  erreur  moyenne  possible. 

Si  Ton  fait  les  valeurs  de  m,  m^'\  etc.  égales  à  i  i ,  Terreur 
moyenne  à  craindre  sera  plus  petite  lorsque  le  signe  ±  sera 
déterminé  de  manière  que  m^^  p^'^  soit  positif;  ce  qui  revient  à 
supposer  iinrm=:=m^*^  =  etc.  et  à  préparer  les  équations  de  con- 
dition, de  sorte  que  le  coefficient  de  z  dans  chacune  d'elles  soit 
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positif;  cest  ce  que  Ton  fait  dans  la  méthode  ordinaire.  Alors 
le  résultat  moyen  des  observations  est 

et  Terreur  moyenne  à  craindre,  en  plus  ou  en  moins,  est 


± 


mais  cette  erreur  surpasse  la  précédente  qui,  comme  on  Ta  vu, 
est  la  plus  petite  possible.  On  peut  s'en  convaincre  d'ailleurs  de 
cette  manière.  Il  suiBt  de  faire  voir  que  l'on  a  l'inégalité 

\/7  1 


OU 

En  efiFet,  2/)/)^'^  est  moindre  que  p^-+-p^'^\  puisque  [p^'^ — pY  est 
une  quantité  positive;  on  peut  donc,  dans  le  second  membre  de 
Hnégalité  précédente,  substituer  pour  2pp^'\  p^-hp^'^* — f\  f  étant 
une  quantité  positive.  En  faisant  des  substitutions  semblables 
pour  tous  les  produits  semblables,  ce  second  membre  sera  égal 
au  premier,  moins  une  quantité  positive. 
Le  résultat 

auquel  correspond  le  minimum  d'erreur  moyenne  à  craindre,  est 
celui  qui  donne  la  méthode  des  moindres  carrés  des  erreurs  des 
observations;  car  la  somme  de  ces  carrés  étant 

{p.z—aY^{p^'Kz—a^'')\.,^[p^'-'Kz  —  a^^'^Y; 

la  coadition  du  minimum  de  cette  fonction ,  en  faisant  varier  z, 
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donne,  pour  celte  variable,  l'expression  précédente. Cette  méthode 
doit  donc  être  employée  de  préférence,  quelle  que  soit  la  loi 

de  facilité  des  erreurs,  loi  dont  dépend  le  rapport  t-. 

Ce  rapport  est  \y  si  (p  [x]  est  une  constante;  il  est  moindre 
que  -g-,  sr^  [x)  est  variable,  et  tel  qu'il  diminue  à  mesure  que  x 
augmente ,  comme  il  est  naturel  de  le  supposer.  En  adoptant  la 

loi  moyenne  des  erreurs  que  nous  avons  donnée  dans  le  n**  1 5,  et 

\  a  k"         \ 

suivant  laquelle  (p[x)  est  égal  à  — .  log.-,  on  a  j-  =  -ô-  Quant 

aux  limites ± a,  on  peut  prendre,  pour  ces  limites,  les  écarts  du 
résultat  moyen,  qui  feraient  rejeter  une  observation. 

Mais  on  peut,  par  les  observations  mêmes,  déterminer  le  facteur 

fk"        .  . 

a.Kf-ràe  l'expression  de  l'erreur  moyenne.  En  effet,  on  a  vu 

dans  le  numéro  précédent,  que  la  somme  des  carrés  des  erreurs 

a^k" 
des  observations  est  à  très-peu  près  2s.—r-,  et  que,  si  elles  sont 

en  grand  nombre,  il  devient  extrêmement  probable  que  la  somme 
observée  ne  s'écartera  pas  de  cette  valeur,  d'une  quantité  sensible; 
on  peut  donc  les  égaler;  or  la  somme  observée  est  égale  à  5.  e^'^*, 

OU  à  5.(^^'\z — a^'^)*,  en  substituant  pour  z  sa  valeur  ':  ^^^^  ;  on 
trouve  ainsi , 

^^-     k     ~~  S.p^^^' 

L'expression  précédente  de  l'erreur  moyenne  à  craindre  sur  le 
résultat  z  devient  alors 


s.p^^'.yjVsi 

expression  dans  laquelle  il  n'y  a  rien  qui  ne  soit  donné  par  les 
observations  et  par  les  coefficients  des  équations  de  condition. 
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2 1 .  Supposons  maintenant  que  Ton  ait  deux  éléments  à  cor- 
riger par  Tensemble  d'un  grand  nombre  d'observations.  En  nom- 
mant z  et  z  les  corrections  respectives  de  ces  éléments,  on  formera , 
comme  dans  le  numéro  précédent,  des  équations  de  condition, 
qui  seront  comprises  dans  cette  forme  générale 

é^^f\z-\-(f.z  —  é\ 

e^'^  étant,  comme  dans  ce  numéro.  Terreur  de  l'observation  (i-hi)'""^. 
Si  l'on  multiplie  respectivement  par  m,  m^*\ . .  .m^'~'^  ces  équations, 
et  que  l'on  ajoute  ensemble  ces  produits,  on  aura  une  première 
équation  finale 

5.  m^^&^^=z. S. m^'^f'*^ -f- z. S.  m^^  f  —  S.  m^'V^; 

en  multipliant  encore  les  mêmes  équations  respectivement  par 
71,  n^'\...n^'~'\  et  ajoutant  ces  produits,  on  aura  une  seconde 
équation  fmale 

le  signe  S  s'étendant  ici,  comme  dans  le  numéro  précédent,  à 
toutes  les  valeurs  de  i,  depuis  i  =  o  jusqu'à  1=5 — 1. 

Si  l'on  suppose  nulles  les  deux  fonctions  5. /ii^'^e^'\  5. /i^'^e^*\  fonc- 
tions que  nous  désignerons  respectivement  par  (m)  et  [n]  ;  les 
deux  équations  finales  précédentes  donneront  les  corrections  z  et 
z  des  deux  éléments.  Mais  ces  corrections  sont  susceptibles 
d'erreurs  relatives  à  celle  dont  la  supposition  que  nous  venons 
de  faire  est  elle-même  susceptible.  Concevons  donc  que  les  fonc- 
tions (m)  et  (n),  au  lieu  d'être  nulles,  soient  respectivement  /  et 
/',  et  nommons  u  et  u  les  erreurs  correspondantes  des  correc- 
tions z  et  z,  déterminées  par  ce  qui  précède;  les  deux  équations 
finales  deviendront 

Il  faut  maintenant  déterminer  les  facteurs  m,  m^'\  etc.  n,  n^'\  etc.  de 
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manière  que  Terreur  moyenne  à  craindre  sur  chaque  élément 
soit  un  minimum.  Pour  cela,  considérons  le  produit 

le  signe  /se  rapportant  à  toutes  les  valeurs  de  x,  depuis  x==—a 

jusquàa;=a,  ^(-)  étant,  comme  dans  le  numéro  précédent, 

la  probabilité  de  Terreur  x,  ainsi  que  de  Terreur —  a;.  La  fonction 
précédente  devient,  en  réunissant  les  deux  exponentielles  rela- 
tives à  a:  et  k—x, 

'j/(^(  -  j.  œs.[mx^+noo^')  x  2/(^(  -  \.cos.[m^'^x^-hn^'^x^').,. 
...  X  2/(^(  -  \.cos.{m^'-'^x^  +n^'-'^x^') , 

le  signe  /  s'étendant  ici  à  toutes  les  valeurs  de  x,  depuis  x  =  o 
jusqu'à  x=a,  x  étant  supposé,  ainsi  que  a,  divisé  dans  une  infi- 
nité de  parties  prises  pour  unité.  Présentement  il  est  clair  que  le 
terme  indépendant  des  exponentielles,  dans  le  produit  de  la  fonc- 
tion précédente,  par  ç-'«v-'-'«  v->  ^  ^g^  j^  probabilité  que  la 
somme  des  erreurs  de  chaque  observation,  multipliées  respecti- 
vement par  m,  m^'\  etc.  ou  la  fonction  (m),  sera  égale  à  /,  en  même 
temps  que  la  fonction  (/i),  somme  des  erreurs  de  chaque  obser- 
vation, multipliées  respectivement  par  n,  n^'\  etc.  sera  égale  à  /'; 
cette  probabilité  est  donc 

__  _-   i         i  fô(  —  ).cos.(m«r-|- nty')a: j 

|...x2/^(  -  ycos.(m('-)«r+ni'-'W')«' 


ies  intégrales  étant  prises  depuis  -oy  et  ta'  égaux  à  — ir,  jusqu  a  xs 
et  -ct'  égaux  à  ir. 
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Cela  posé,  en  suivant  exactement  l'analyse  du  numéro  précé- 
dent, on  trouve  que  la  fonction  précédente  se  réduit  à  très-peu 
près  à 


/—       k" 


k  et  V  ayant  ici  la  même  signification  que  dans  le  numéro  cité. 
On  voit  encore,  par  le  même  numéro,  que  les  intégrales  peuvent 
s'étendre  depuis  a^  z=  —  oo,  a^'=  —  oo,  jusqu'à  atïT^oo  et 
a'ts'=:oo.  Si  l'on  fait 

,_       , A_   (/.5.m(0yi(')-/\5.m^'>).v/^ 

'^        2k'a  •     5.m('>  5.n««_(i'.,;ï(0r,{0).    ' 

si  l'on  fait  ensuite 

E=S.m^^\  S.  7iï'>  -  -  [S.  m^^  7i«)'  ; 

la  double  intégrale  précédente  devient 


ik'a.E    '  '  l    l  ai'  dt  k    '^'  k.S.miO' 


rçdtdt' 


En  prenant  les  intégrales  dans  les  limites  infinies  positives  et 
négatives,  comme  celles  relatives  à  a^  et  a^\  on  aura 


k         ^5.n(•^•-2/r..S.m(•)n(0^/'^5.m(•")« 


ik'a*   '  E 


wz -'^    ^~  .  [o] 


i^.aV^ 


Il  faut  maintenant,  pour  avoir  la  probabilité  que  les  valeurs  de 
/  et  de  /'  seront  comprises  dans  les  limites  données ,  multiplier 
celte  quantité  par  dl.dl\  et  l'intégrer  ensuite  dans  ces  limites.  En 
nommant  X  cette  quantité ,  la  probabilité  dont  il  s'agit  sera  donc 
ffXdl.dL  Mais,  pour  avoir  la  probabilité  que  les  erreurs  u  et  a' 


45. 
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des  corrections  des  éléments  seront  comprises  dans  les  limites 
données,  il  faut  substituer  dans  cette  intégrale,  au  lieu  de  /et  de  f, 
leurs  valeurs  en  u  et  u.  Or  si  l'on  dilFérentie  les  expressions  de  / 
et  de  l',  en  supposant  l'  constant,  on  a 

dl  =  du.  S.m^  p"'  -h  du'.  5.m")  f , 
o  =  du.S.  n">"' -^du'.S. n^^c^ , 

ce  qui  donne 

j;_  da.  [5.iit">"''.5.  nW(/">-5.n''V'").J>.m'0  y"'] 

Si  Ton  difFérentie  ensuite  l'expression  de  /',  en  supposant  «  cons- 
tant, on  a 

dl'  =  du'.S.n^Y'^ 
on  aura  donc 

.dl  dl'=  [S.  m">"'.  5.  n^Y  —^-  ^Y^-  ^-  mY^].du.  du. 
En  faisant  ensuite 

F=S.  /i")'.(5.  m">«)'-  25.  m<')/icl.  5.  m<'><'l  S.  n">«+5.  to">.{5.  «V')'' 
-  G= 5.  n">.  5.  mYK  S.  m«  9«  +  5.  m">.  5.  /i"V"''-  5-  n^Y 

—  5.  mW/iCi.  [5.  ra<'>"l  5.  wiC''^""'  +  5.  «">«.  5.  n''")^»] , 
//=  5.  n''-'.  (5.  m^^c'^j'-a .  5.  m^^nf^K  S.  m*''^"'.  5.  n«9"''+5.  m">.  (5.  «"''«y"' )*, 
/  =  5.  m"")/)«.  5.  n«9"''  -  5.  n"><'\  5.  m^^^, 

la  fonction  (o)  devient 


JJ^^"-*v/^ 


fc.(FH'-+-aGoB'-+-i/u'*) 
/         du  du'  ik".a\E 


Intégrons  d'abord  cette  fonction  depuis  u'  =  —  oo  jusqu'à  u=oo. 
Si  l'on  fait 


a.\jE 
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et  si  l'on  prend  l'intégrale  depuis  t=—oo  jusqu'à  f=oo,  on  aura, 
en  ne  considérant  que  la  variation  de  u, 

tu'     FH-G- 


r  I  k    du  j_ 


àWa*  '     EH 

^  c 

va 

Or  on  a 

FH-G' 


E 
l'intégrale  précédente  devient  donc 


=  P; 


C  l      du       l_k_ 


k        Pu* 

^k''  '  a\  H 

ff      ,  C 


On  aura,  par  le  numéro  précédent,  Terreur  moyenne  à  craindre 
en  plus  ou  en  moins,  sur  la  correction  du  premier  élément,  en 
multipliant  la  quantité  sous  le  signe  /  par  ±  u,  et  prenant  l'in- 
tégrale depuis  M  =  o  jusqu'à  ui=oo,  ce  qui  donne  pour  cette 
erreur. 


^T 


le  signe  -h  indiquant  Terreur  moyenne  à  craindre  en  plus,  et  le 
signe — ,  Terreur  moyenne  à  craindre  en  moins. 

Déterminons  présentement  les  facteurs  m^^  et  n^'\  de  manière 
que  cette  erreur  soit  un  minimum.  En  faisant  varier  m^'^  seul,  on  a 

rfmW  i- 9"^- S.  w"^n"''.  S.  n(0(y"^+m'0.(S'.  n'OyW)' 

H 
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Il  est  Jacile  de  voir  que  cette  diflérentieiie  disparaît,  si  Ton  sup- 
pose dans  les  coefficients  de  c/m^'s 

(i  étant  un  coefficient  arbitraire  indépendant  de  /,  et  au  moyen 
duquel  on  peut  rendre  m^'^  et  n^'^  des  nombres  entiers:  la  supposi- 

tion  piécédente  rend  donc  nulle  la  différentielle  de  ^~- ,  prise  par 

rapport  à  m^'K  On  verra,  de  la  même  manière,  que  cette  suppo- 
sition rend  nulle  la  diff*érentielle  de  la  même  quantité,  prise  par 
rapport  à  n^'K  Ainsi  cette  supposition  rend  un  minimum,  Terreur 
moyenne  à  craindre  sur  la  correction  du  premier  élément;  et  Ion 
verra  de  la  même  manière,  qu'elle  rend  encore  un  minimum, 
Terreur  moyenne  à  craindre  sur  la  correction  du  second  élément, 
erreur  que  Ton  obtient  en  changeant  dans  Texpression  de  la  pré- 
cédente, H  en  F.  Dans  cette  supposition,  les  corrections  des  deux 
éléments  sont 

,_  S,p^^\S.q^tx^^-S.p^^q^\S.p'^^a^^ 
^~  S.p^'^\S.q^''^'-{S.p^'^q^''Y 

il  est  facile  de  voir  que  ces  corrections  sont  celles  que  donne  la 
méthode  des  moindres  carrés  des  erreurs  des  observations,  ou 
du  minimum  de  la  fonction 

S.{p'''^z^-q^"z—OL^'^y; 

d'où  il  suit  que  cette  méthode  a  généralement  lieu,  quel  que  soit 
le  nombre  des  éléments  à  déterminer;  car  il  est  visible  que  Ta- 
nalyse  précédente  peut  s  étendre  à  un  nombre  quelconque  d'élé- 
ments. 


En  substituant  pour  a.  \  /  j-,  la  quantité  \/  -7^ — ,  à  laquelle  on 


LIVRE  DEUXIEME.  359 

peut,  par  le  n°  20,  le  supposer  égal,  e,  e^'\  etc.  étant  ce  qui  reste 
dans  les  équations  de  condition,  après  y  avoir  substitué  les  cor- 
rections données  par  la  méthode  des  moindres  carrés  des  erreurs; 
Terreur  moyenne  à  craindre  sur  le  premier  élément  est 


L'erreur  moyenne  à  craindre  en  plus  ou  en  moins  sur  le  second 
élément  est 


\/ 


^•«""  vs:?^ 


2  sir 


d'où  Ton  voit  que  le  premier  élément  est  plus  ou  moins  bien  dé- 
terminé que  le  second,  suivant  que  S.q^'^*  est  plus  petit  ou  plus 
grand  que  S.p^'^\ 

Si  les  r  premières  équations  de  condition  ne  renferment  point  ^, 
et  si  les  5 — r  dernières  ne  renferment  point  p,  alors  »5./)^'^<y^'^=o, 
et  les  formules  précédentes  coïncident  avec  celle  du  numéro 
précédent. 

On  peut  obtenir  ainsi  Terreur  moyenne  à  craindre  sur  chaque 
élément  déterminé  par  la  méthode  des  moindres  carrés  des  er- 
reurs, quel  que  soit  le  nombre  des  éléments,  pourvu  que  Ton 
considère  un  grand. nombre  d'observations.  Soientz,^, z",  2",  etc. 
les  corrections  de  chaque  élément,  et  représentons  généralement 
les  équations  de  condition,  par  la  suivante, 

e^^^=:p^^.z  ■h-cj^^z-^r^'Kz  -ht^Kz' -h  etc.  — a^'\ 

Dans  le  cas  d'un  seul  élément.  Terreur  moyenne  à  craindre  est, 
comme  on  Ta  vu , 

,-./IEÎ,_!_.  M 
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Lorsqu'il  y  a  deux  éléments,  on  aura  Terreur  moyenne  à  craindre 
sur  le  premier  élément,  en  changeant  dans  la  fonction  (a),  S.p^^* 

dans  S.p^^* —  ^  '^  ](^J  ;  ce  qui  donne  pour  cette  erreur, 


y     2Sir 


Lorsqu'il  y  a  trois  éléments,  on  aura  l'erreur  à  craindre  sur  le  pre- 
mier élément,  en  changeant  dans  cette  expression  (a'),5./)^'^'  dans 

5  „«.  ..  (-S-P"^^"^)'     s  p'-'o"-'  dans  S  z,"-)o«  -  ■S-P"^^"^-^-?"^''''^    et 
5.9'''*  dans  5.9'''* —  ^  '  ;   (,.,  '  ;  ce  qui  donne  pour  cette  erreur, 


/5^ 
y    2S1T 


V^.7''''*.5.r('"-(5.7"')rW)' 


v/ 


S.;)('>.5. 7«'.5.r('>-S.p<'>.(5. 7('VW)«-5. 7<'>  (5.p<'VW)' 
-5.r('>  (5./)''l7f))'+a.S./)<'1(y«.5.^«r(0.S.7<'V« 


(«') 


Dans  le  cas  de  quatre  éléments,  on  aura  l'erreur  moyenne  à  craindre 
sur  le  premier  élément,  en  changeant,  dans  cette  expression  (a"). 

En  continuant  ainsi,  on  aura  l'erreur  moyenne  à  craindre  sur 
le  premier  élément,  quel  que  soit  le  nombre  des  éléments.  En 
changeant  dans  l'expression  de  cette  erreur,  ce  qui  est  relatif  au 
premier  élément,  dans  ce  qui  est  relatif  au  second,  et  réciproque- 
ment, on  aura  l'erreur  moyenne  à  craindre  sur  le  second  élément, 
et  ainsi  des  autres. 

De  là  résulte  un  moyen  simple  de  comparer  entre  elles  diverses 
tables  astronomiques  du  côté  de  la  précision.  Ces  tables  peuvent 
toujours  être  supposées  réduites  à  la  même  forme,  et  alors  elles 
ne  diffèrent  que  par  les  époques,  les  moyens  mouvements  et  les 
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coefficients  de  leurs  arguments;  car,  si  Tune  d'elles,  par  exemple, 
contient  un  argument  qui  ne  se  trouve  point  dans  les  autres, 
il  est  clair  que  cela  revient  à  supposer  dans  celles-ci  ce  coeffi- 
cient nul.  Maintenant,  si  l'on  comparait  ces  tables  à  la  totalité 
des  bonnes  observations,  en  les  rectifiant  par  cette  comparaison, 
ces  tables,  ainsi  rectifiées,  satisferaient,  par  ce  qui  précède,  à  la 
condition  que  la  somme  des  carrés  des  erreurs  qu  elles  laisseraient 
subsister  encore  soit  un  minimum.  Les  tables  qui  approcheraient 
le  plus  de  remplir  cette  condition  mériteraient  donc  la  préférence; 
d'où  ii  suit  qu'en  comparant  ces  diverses  tables  à  un  nombre  cour 
sidérable  d'observations ,  la  présomption  d'exactitude  doit  être  en 
faveur  de  celle  dans  laquelle  la  somme  des  carrés  des  erreurs  est 
plus  petite  que  dans  les  autres. 

22.  Jusqu'ici  nous  avons  supposé  les  facilités  des  erreurs  po- 
sitives, les  mêmes  que  celles  des  erreurs  négatives.  Consir'érons 
maintenant  le  cas  général  dans  lequel  ces  facilités  peuvent  être 
diflFérentes.  Nommons  a  l'intervalle  dans  lequel  les  erreurs  de 
chaque  observation  peuvent  s'étendre,  et  supposons -le  partagé 
dans  un  nombre  infini  n-i-n  de  parties  égales  et  prises  pour 
l'unité,  n  étant  le  nombre  des  parties  qui  répondent  aux  erreurs 
négatives,  et  n  étant  le  nombre  des  parties  qui  répondent  aux 
erreurs  positives.  Sur  chaque  poiqt  de  l'intervalle  a,  élevons  une 
ordonnée  qui  exprime  la  probabilité  de  l'erreur  correspondante, 

et  désignons  par  (pi A  ,  l'ordonnée  correspondante  à  l'erreur 

X.  Cela  posé ,  considérons  la  suite 
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représentons  cette  suite  par  /^  (--^^,).c^**^\  le  signe  /aé- 

tendant  à  toutes  les  valeurs  de  x,  depuis  x= — n  jusquà  œ=n. 

Le  terme  indépendant  de  c"*^"^'  et  de  ses  puissances,  dans  le 
développement  de  la  fonction 

sera,  par  le  n""  21,  la  probabilité  que  la  fonction 

sera  égale  à  /  +  (x;  cette  probabilité  est  donc 

^./i„.c-'•^^■.c-"^^•  x/p(^).c"-*^'  X  ete.     (i) 

Tintégrale  étant  prise  depuis  ©=  —  ir  jusqu  à  t!T=  tt.  Le  loga- 
rithme de  la  fonction 


c 
est 


"^'  x/K^)-  ''"'"■  ^^^(ï^)-  ''"'^'  ^  •""■  w 


-P«tV->-h  1<'8{/'?(h^.)<^'"^']  -  etc. 
n  et  7i'  étant  supposés  des  nombres  infinis,  si  Ton  fait 


X  I  1  I    / 

:  X ,        t;^ — r-f  zziz  ax  ; 


n+n  n+n 

si  de  plus  on  suppose 

k=fdx\(p{x'),    h!=fx'dx.<p[x'),    k'.=  fx'dx.<p[x'),  etc. 

les  intégrales  étant  prises  depuis  x=—  —7—?  jusquà  x-=- :; 

on  aura 
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*^^\n  +  n/  ]        k'  i 

L'erreur  de  chaque  observation  devant  tomber  dans  les  limites — n 

et-+-n,  et  la  probabilité  que  cela  aura  lieu  étant  f^  l 7) ,  ou 

(ii-+-ii')./c,  cette  quantité  doit  être  égale  à  Tunité.  De  là  il  est 
facile  de  conclure  que  le  logarithme  de  la  fonction  (a)  est,  en 

faisant  (i=r~  — ^ , 

/*1.5.,(0_pt'y  {n-hn).^\/~i^  ^*^Y.^\>S.9^'>  (n+7i')\«'+  etc. 

le  signe  S  embrassant  toutes  les  valeurs  de  i,  depuis  /  nul  jus- 
quà  i=s — 1.  On  fera  disparaître  la  première  puissance  de  tar, 
en  faisant 

et  si  Ton  ne  considère  que  sa  seconde  puissance,  ce  que  Ton  peut 
faire  par  ce  qui  précède,  lorsque  5  est  un  très-grand  nombre,  on 
aura,  pour  le  logarithme  de  la  fonction  (a). 

En  repassant  des  logarithmes  aux  nombres,  la  fonction  (2)  se 
transforme  dans  la  suivante 


C  »^ 


Fintégrale  (1)  devient  ainsi 
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Supposons 


l={n+n).r.\/S.f\ 
La  variation  de  l  étant  l'unité,  on  aura 


rintégrale  précédente  devient  ainsi,  après  l'avoir  intégrée  depuis 
f=:  — oo  jusqu'à  t  =00, 

k*r* 


\/2.{kk"^  A'*). 


Ainsi  la  probabilité  que  la  fonction  (m)  sera  comprise  dans  les 
limites 


ak' 


^.S.q^^^±ar.\/S7f\ 


est  égale  à 


-f 


kdr 


\fir   J  \j2{kk"^k'*) 


c    '(fc^-^n, 


l'intégrale  étant  prise  depuis  r  nul. 

-y-  est  l'abscisse  de  l'ordonnée  qui  passe  par  le  centre  de  gra- 
vité de  l'aire  de  la  courbe  des  probabilités  des  erreurs  de  chaque 
observation;  le  produit  de  cette  abscisse  par  5.^^*^  est  donc  le  ré- 
sultat moyen  vers  lequel  la  fonction  (m)  converge  sans  cesse.  Si 
l'on  suppose  i=(j=(j^'^=zeic.  la  fonction  (m)  devient  la  somme 
des  erreurs,  et  alors  S.q^'^  devient  s;  en  divisant  donc  par  s  la 
somme  des  erreurs,  pour  avoir  l'erreur  moyenne,  cette  erreur 
converge  sans  cesse  vers  l'abscisse  du  centre  de  gravité,  de  manière 
qu'en  prenant  de  part  et  d'autre  un  intervalle  quelconque  aussi 
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petit  que  Ton  voudra ,  la  probabilité  que  Terreur  moyenne  tom- 
bera dans  cet  intervalle  finira,  en  multipliant  indéfiniment  les 
observations,  par  ne  difiFérer  de  la  certitude  que  d'une  quantité 
moindre  que  toute  grandeur  donnée. 

23.  Nous  venons  de  rechercher  le  résultat  moyen  que  des 
observations  nombreuses  et  non  faites  encore  doivent  indiquer 
avec  le  plus  davantage,  et  la  loi  de  probabilité  des  erreurs  de  ce 
résultat.  Considérons  présentement  le  résultat  moyen  des  obser- 
vations déjà  faites,  et  dont  on  connaît  les  écarts  respectifs.  Pour 
cela,  concevons  un  nombre  s  d'observations  du  même  genre,  c  est- 
à-dire,  telles  que  la  loi  des  erreurs  soit  la  même  pour  toutes. 
Nommons  A  le  résultat  de  la  première;  A  -4-9,  celui  de  la  seconde; 
A'+'q^'\  celui  de  la  troisième,  et  ainsi  de  suite;  9,  (j^'\  (j^*\  etc. 
étant  des  quantités  positives  et  croissantes,  ce  que  Ton  peut  tou- 
jours obtenir  par  une  disposition  convenable  des  observations. 
Désignons  encore  par  (p{z),  la  probabilité  de  Terreur  z  pour 
chaque  observation,  et  supposons  que  A-i-x  soit  le  vrai  résultat. 
L'erreur  de  la  première  observation  est  alors — x;  (j — x,  (j^'^ — x,  etc. 
sont  les  erreurs  de  la  seconde,  de  la  troisième,  etc.  La  probabi- 
lité de  Texistence  simultanée  de  toutes  ces  erreurs  est  le  produit 
de  leurs  probabilités  respectives;  elle  est  donc 

(p  {—x)  .(p{q'-x)  .(p  {q^'^—x).  etc. 

Maintenant,  x  étant  susceptible  d'une  infinité  de  valeurs,  en  les 
considérant  comme  autant  de  causes  de  Tévénement  observé ,  la 
probabilité  de  chacune  d'elles  sera,  par  le  n*"  1, 

dx.^('-x).^{q'-'x).^{q^^^—x).  etc. 
fdx.^{—x).^{q—x).^[q^'^—x).  etc.  ' 

Tintégrale  du  dénominateur  étant  prise  pour  toutes  les  valeurs  dont 
X  est  susceptible.  Nommons  jf  ce  dénominateur:  cela  posé,  ima- 
ginons une  courbe  dont  x  soit  Tabscisse,  et  dont  Tordonnée  j  soit 
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celte  courbe  sera  celle  des  probabilités  des  valeurs  de  x.  La  valeur 
qu'il  faut  choisir  pour  résultat  moyen  est  celle  qui  rend  Terreur 
moyenne  à  craindre,  un  minimum.  Toute  erreur,  soit  positive,  soit 
négative,  devant  être  considérée  comme  un  désavantage,  ou  une 
perte  réelle  au  jeu,  on  a  le  désavantage  moyen,  en  prenant  la 
somme  des  produits  de  chaque  désavantage,  par  sa  probabilité; 
la  valeur  moyenne  de  l'erreur  à  craindre  est  donc  la  somme  des 
produits  de  chaque  erreur,  abstraction  faite  du  signe,  par  sa  pro- 
babilité. Déterminons  l'abscisse  qu  il  faut  choisir  pour  que  cette 
somme  soit  un  minimum.  Pour  cela,  donnons  aux  abscisses,  pour 
origine,  la  première  extrémité  de  la  courbe  précédente,  et  nom- 
mons X  et  y  les  coordonnées  de  la  courbe,  à  partir  de  cette  ori- 
gine. Soit  /  la  valeur  qu'il  faut  choisir.  Il  est  clair  que  si  le  vrai 
résultat  était  x,  l'erreur  du  résultat  /  serait,  abstraction  faite  du 
signe,  l — X,  tant  que  x  serait  moindre  que  l;  or  y  est  la  proba- 
bilité que  X  est  le  résultat  vrai;  la  somme  des  erreurs  à  craindre, 
abstraction  faite  du  signe,  multipliées  par  leur  probabilité,  est 
donc,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  moindres  que  /,  f(t — x)  .y  dx\ 
l'intégrale  étant  prise  depuis  x=o  jusqu'à  x=l.  On  verra  delà 
même  manière  que,  pour  les  valeurs  de  x  supérieures  à  /,  la 
somme  des  erreurs  à  craindre,  multipliées  par  leur  probabilité, 
est  f[x — l)  .y  dx'y  l'intégrale  étant  prise  depuis  a;'=/ jusqu'à 
l'abscisse  x  correspondante  à  la  dernière  extrémité  de  la  courbe; 
la  somme  entière  des  erreurs  à  craindre,  abstraction  faite  du  signe, 
et  multipliées  par  leurs  probabilités  respectives,  est  donc 

/(/ — X)  ydx-hflx — /)  .ydx. 

La  difi'érentielle  de  cette  fonction,  prise  par  rapport  à  /,  est 

dl  ./y  dx  —  dl  .fy  dx; 

car  on  a  la  diflFérentielle  de  /(/ — x).ydx,  en  difiiérentiant  d'abord 
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la  valeur  de  /  sous  le  signe  /,  et  en  ajoutant  à  cette  diiférenticdle 
l'accroissement  qui  résulte  de  la  variation  de  la  limite  de  l'inté- 
grale, limite  qui  se  change  en  Zh-cÎ/.  Cet  accroissement  est  égal  à 
l'élément  (/ — x').yda)\  à  la  limite  où  x=:^l;  il  est  donc  nui, 
et  dl.fydx  est  la  différentielle  de  l'intégrale  /(/ — x)  .y  èx.  On 
verra  de  la  même  manière  que  —  dl.fydx  est  la  différentielle 
de  l'intégrale  f[x — /)  .y  dx.  La  somme  de  ces  différentielles  est 
nulle  relativement  à  l'abscisse  /,  pour  laquelle  l'erreur  moyenne 
à  craindre  ost  un  minimum;  on  a  donc,  relativement  à  cette 
abscisse, 

fydx'  =  fydx\ 

la  première  intégrale  étant  prise  depuis  x=o  jusqu''à  x=z=l,  et 
la  seconde  étant  prise  depuis  a: = Z  jusqu'à  la  valeur  extrême  de  x. 

Il  suit  de  là  que  l'abscisse  qui  rend  l'erreur  moyenne  à  craindre, 
un  minimum,  est  celle  dont  l'ordonnée  divise  l'aire  de  la  courbe  en 
deux  parties  égales.  Ce  point  jouit  encore  de  la  propriété  d'être 
celui  en  deçà  duquel  il  est  aussi  probable  que  le  vrai  résultat 
tombe,  qu'au  delà;  et  par  cette  raison,  il  peut  encore  être  nommé 
miUen  de  probabilité.  Des  géomètres  célèbres  ont  pri^  ppur  le  milles 
qu'il  faut  choisir,  celui  qui  rend  le  résultat  observé,  le  plus  pro- 
bable, et  par  conséquent  l'abscisse  qui  répond  à  la  plus  grande 
ordonnée  de  la  courbe;  mais  le  milieu  que  nou9  adoptons  est 
évidemment  indiqué  par  la  théorie  des  probabilités. 

Si  Ton  met  (^  {x)  sous  la  forme  d'exponentielle,  et  qu'on  le 
désigne  par  c""*^**',  afin  qu'il  puisse  également  convenir  aux  er- 
reurs positives  et  négatives,  on  aura 

Si  l'on  fait  aF^=  «-*-«,  et  qi»  Tq»  dévcsloppe  l'ei^posant  de  c  par 
rapport  aux  puissances  de  z,  y  prendra  cette  forme > 


368      THEORIE  ANALYTIQUE  DES  PROBABILITÉS, 
expression  dans  laquelle  on  a 

M=yl^  {a')  -+-  \|/  [a—qY  -H  >|/  [a—f^y-heic. , 
^'===a.^|/'(a•)-^(a— 9).>|/'(a— 9)*-H(a— 7Î*J).>|/'(a— ^ 
P  =  y^\a')  -h  >|/'(a— 9)'  -4->|/'(a— 9^»))*-t-etc. 
-4-  2a*.>|/'(a*)-4-  2  (a—  7)\  >|/"(a— 9)*-t-2  (a— 9<^J)\>|/  (a— ^^j'-f-etc. , 
etc. 

\|/'(t)  étant  le  coefficient  de  dt  dans  la  di£Pérentielle  de  >/^(t), 
\|/''(t)  étant  le  coefficient  de  dt  dans  la  différentielle  de  >l^'[t)^  et 
ainsi  de  suite. 

Supposons  le  nombres  des  observations,  très-grand,  et  détermi- 
nons a  par  Téquation  iV  =  o,  que  donne  la  condition  du  maximum 
de  y;  alors  on  a 

Af,  P,  Q,  etc.  sont  de  Tordre  s;  or,  si  z  est  très-petit  de  Tordre  — zr  » 
Qz'  devient  de  Tordre  — =,  et  Texponentielle  ç— <?«•  —  «•«•  pç^t  g^ 

réduire  à  Tunité.  Ainsi  dans  Tintervalle  depuis  z  =  o  jusqu'à 

z  =  —^zy  on  peut  supposer  . 

\/s 


-^M—Pt^ 


y  =  H.c 


Au  delà,  et  lorsque  z  est  de  Tordre  s  \  m  étant  plus  petit  que 
Tunité,  Pz*  devient  de  Tordre  5*"""*;  par  conséquent  c""  '*  devient 
ainsi  que  y,  insensible;  en  sorte  que  Ton  peut,  dans  toute  Té- 
tendue  de  la  courbe,  supposer 


y=H.c 


•M^Pz' 
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La  valeur  de  a  donnée  par  l'équation  N=  o ,  ou 

o=a.\|/'(a*)^-(a— 9).\|/'(a— 7)*-4-(a— 9^*î).\|/'(a— 9^*^^^ 

est  alors  Tahscisse  x  correspondante  à  l'ordonnée  qui  divise  l'aire 
de  la  courbe  en  parties  égales.  La  condition  que  l'aire  entière  de 
la  courbe  doit  représenter  la  certitude  ou  l'unité  donne 


^=fi 


z.c-"-"- 


l'intégrale  étant  prise  depuis  z=  — oo  jusqu'à  z  =  oo;  ce  qui 
donne 

SJtt 

L'erreur  moyenne  à  craindre  en  plus  ou  en  moins,  en  prenant* a 
pour  résultat  moyen  des  observations,  est  ±  fzydz,  l'intégrale 
étant  prise  depuis  z  nul  jusqu'à  z  infini,  ce  qui  donne  pour  cette 
erreur 


Mais  l'ignorance  entière  où  l'on  est  de  la  loi  c"^'"^^  des  erreurs 
de  chaque  observation,  ne  permet  pas  de  former  l'équation 

o=a.\|/'(a*)-t-(a — 7).'^'(a — 7)*-+- etc. 

Ainsi  la  connaissance  des  valeurs  de  9,  ^^'^  etc.  ne  donnant  à  pos- 
teriori aucune  lumière  sur  le  résultat  moyen  a  des  observations, 
il  faut  s'en  tenir  au  résultat  le  plus  avantageux  déterminé  à  priori, 
et  que  l'on  a  vu  être  celui  que  fournit  la  méthode  des  moindres 
carrés  des  erreurs. 

Cherchons  la  fonction  \|/  [x*)  qui  donne  constamment  la  règle 
des  milieux  arithmétiques,  admise  par  les  observateurs.  Pour  cela, 

TOME    VII.  A7 
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concevons  que  sur  les  s  observations,  les  i  premières  coïncident, 
ainsi  que  les  5 — i  dernières.  L'équation  N=o  devient  alors 

o  =  La.\p'(a*)-f-(5  —  i).[a  —  9)->|^'(« — 9)*- 
La  règle  des  milieux  arithmétiques  donne 

s—i 

«  =  — •^• 

Téquation  précédente  devient  ainsi 

Cette  équation  devant  avoir  lieu  quels  que  soient  -  et  (j,  il  est  né- 
cessaire que  \p'  [t)  soit  indépendant  de  t,  ce  qui  donne 

k  étant  une  constante.  En  intégrant,  on  a 

^i)=ki—L, 
L  étant  une  constante  arbitraire;  partant, 

Telle  est  donc  la  fonction  qui  peut  seule  donner  généralement  la 
règle  des  milieux  arithmétiques.  La  constante  L  doit  être  déter- 
minée de  manière  que  l'intégrale  fdx.c^~~  \  prise  depuis  x= — 00 
jusqu'à  x=ooj  soit  égale  à  l'unité,  car  il  est  certain  que  l'erreur 
X  d'une  observation  doit  tomber  dans  ces  limites;  on  a  donc 

c 


par  conséquent  la  probabilité  de  l'erreur  x  est  V  /  -  • 

A  la  vérité,  cette  expression  donne  l'infini  pour  la  limite  des 


c 
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erreurs,  ce  qui  n'est  pas  admissible;  mais,  vu  la  rapidité  avec  la- 
quelle ce  genre  d'exponentielles  diminue  à  mesure  que  x  aug- 
mente, on  peut  prendre  k  assez  grand,  pour  quau  delà  de  la 
limite  admissible  des  erreurs,  leurs  probabilités  soient  insensibles, 
et  puissent  être  supposées  nulles. 

La  loi  précédente  des  erreurs  donne  pour  l'expression  géné- 
rale (i)  de  y, 

en  déterminant  H  de  manière  que  Tintégrale  entière  fydx  soit 
l'unité,  et  faisant 

S^ 

L'ordonnée  qui  divise  l'aire  de  la  courbe  en  deux  parties  égales 
est  celle  qui  répond  à  n=  o,  et  par  conséquent  à 

c'est  donc  la  valeur  de  x  qu'il  faut  choisir  pour  résultat  moyen 
des  observations;  or,  cette  valeur  est  celle  que  donne  la  règle  des 
milieux  arithmétiques.  La  loi  précédente  des  erreurs  de  chaque 
observation  donne  donc  constamment  les  mêmes  résultats  que 
cette  règle,  et  l'on  a  vu  qu'elle  est  la  seule  loi  qui  jouisse  de  cette 
propriété. 

En  adoptant  cette  loi,  la  probabilité  de  Terreur  e^*^  de  Tobser- 
vation  (i-hi)^"**,  est 


V^ 


-.c  ; 


or  on  a  vu  dans  le  n**  20,  que  z  étant  la  correction  d'un  élément, 
cette  observation  fournit  l'équation  de  condition 


^(0_p(0^^  —  a^'\ 


47. 
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La  probabilité  de  la  valeur  de  p^'Kz — a^*\  est  donc 


V-'"' 


la  probabilité  de  l'existence  simultanée  des  5  valeurs  p.z  —  a, 

p^'Kz  —  <t^'\. .  .p^'^'K  z  —  a,  sera  donc 


m 


Cette  probabilité  varie  avec  z;  on  aura  donc  la  probabilité  d'une 
valeur  quelconque  de  z,  en  multipliant  cette  quantité  par  àz^  et 
divisant  le  produit  par  l'intégrale  de  ce  produit,  prise  depub 
z=^ — 00  j usqu'à  z  =  00.  Soit 

cette  probabilité  devient 

en  sorte  que  si  l'on  décrit  une  courbe  dont  le  coefficient  de  àix 
soit  l'ordonnée,  et  dont  a  soit  l'abscisse,  cette  courbe  étendue 
depuis  u= — 00  jusqu'à  a =00,  peut  être  considérée  comme  la 
courbe  des  probabilités  des  erreurs  u,  dont  le  résultat 

est  susceptible.  L'ordonnée  qui  divise  l'aire  de  la  courbe  en  deux 
parties  égales  est  celle  qui  répond  à  11=0,  et  par  conséquent  à 

z  égal  à    ' ^  ^^   :  ce  résultat  est  donc  celui  qu'il  faut  choisir;  or, 

il  est  le  même  que  celui  que  donne  la  méthode  des  moindres 
carrés  des  erreurs  des  observations.  La  loi  précédente  des  erreurs 
de  chaque  observation  conduit  donc  aux  mêmes  résultats  que 
cette  méthode. 
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La  méthode  des  moindres  carrés  des  erreurs  devient  néces- 
saire, lorsqu'il  s'agit  de  prendre  un  milieu  entre  plusieurs  résul- 
tats donnés,  chacun,  par  l'ensemble  d'un  grand  nombre  d'obser- 
vations de  divers  genres.  Supposons  qu'un  même  élément  soit 
donné,  i**  par  le  résultat  moyen  de  s  observations  d'un  premier 
genre,  et  qu'il  soit,  par  ces  observations,  égal  k  A;  2""  par  le  ré- 
sultat moyen  de  s  observations  d'un  second  genre,  et  qu'il  soit 
égal  à  il -+-9;  3*"  par  le  résultat  moyen  de  5"  observations  d'un 
troisième  genre,  et  qu'il  soit  égal  à  A-h(j\  et  ainsi  du  reste.  Si 
l'on  représente  par  A-hx,  l'élément  vrai,  l'erreur  du  résultat  des 
observations  s  sera  —  x;  en  supposant  donc  ê  égal  à 


v/f 


k_  V/6'./>"> 


si  Ton  fait  usage  de  la  méthode  des  moindres  carrés  des  erreurs, 
pour  déterminer  le  résultat  moyen;  ou  à 


\[v 


si  l'on  fait  usage  de  la  méthode  ordinaire;  la  probabilité  de  cette 
erreur  sera,  par  le  n*"  20, 

— n.C 

\JTt 

L'erreur  du  résultat  des  observations  z  sera  (\ — x,  et  en  dési- 
gnant par  ê'  pour  ces  observations,  ce  que  nous  avons  nommé  ê 
pour  les  observations  5,  la  probabilité  de  cette  erreur  sera 

Pareillement  l'erreur  du  résultat  des  observations  s  sera  9' — x; 
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et  en  nommant  pour  elles,  ^\  ce  que  nous  avons  nommé  €  pour 
les  observations  5,  la  probabilité  de  cette  eiTeur  sera 

V—  •  ^  » 

et  ainsi  de  suite.  Le  produit  de  toutes  ces  probabilités  sera  la  pro- 
babilité que  —  X,  q — x,  q — x,  etc.  seront  les  erreurs  des  ré- 
sultats moyens  des  observations  s,  s,  s\  etc.  En  le  multipliant 
par  dx,  et  prenant  l'intégrale  depuis  rc= — cxd  jusqu'à  x=oo, 
on  aura  la  probabilité  que  les  résultats  moyens  des  observations 
s\  s'y  etc.  surpasseront  respectivement  de  ^,  q\  etc.  le  résultat 
moyen  des  observations  5.  . 

Si  Ton  prend  l'intégrale  dans  des  limites  déterminées,  on  aura 
la  probabilité  que  la  condition  précédente  étant  remplie,  l'erreur 
du  premier  résultat  serait  comprise  dans  ces  limites;  en  divisant 
cette  probabilité  par  celle  de  la  condition  elle-même,  on  aura  la 
probabilité  que  l'erreur  du  premier  résultat  sera  comprise  dans 
des  limites  données,  lorsqu'on  est  certain  que  la  condition  a  eflFec- 
tivement  lieu;  cette  probabilité  est  donc 

/dx. C-^-^-^'-l-'-^l'-^'M^-??- etc.  ' 

rintégrale  du  numérateur  étant  prise  dans  les  limites  données,  et 
celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  a;  = — 00  jusqu'à  rc=cx). 
On  a 

g^a;* -+- ê'*. (a; — 9)* -4- ê'\ (a; — 7')* -+- etc. 

=  (g*-f-g'«-Hg^*  +  etc.).a^  — 2x.(g'«9-HêY-*-  ^t^') 
-^g'«^t_4_g''.^'._t_etc. 

Soit 
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la  probabilité  précédente  deviendra 

Tintégrale  du  numérateur  étant  prise  dans  des  limites  données, 
et  celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  t  =  — oo  jusqu'à 
t=oo.  Cette  dernière  intégrale  est 


y/e«+e'«+r*+etc. 

En  faisant  donc 


f'=^v/g*-4.g'»^-.g^«^-etc. 
la  probabilité  précédente  devient 

La  valeur  de  t'  la  plus  probable  est  celle  qui  répond  à  t'  nul; 
d'où  il  suit  que  la  valeur  de  œ  la  plus  probable  est  celle  qui  ré- 
pond à  (=o,  ainsi  la  correction  du  premier  résultat,  que  l'en- 
semble de  toutes  les  observations  5,  s',  /,  etc.  donne  avec  le  plus 
de  probabilité,  est 

e*4.e'*+e''*+etc.' 

Cette  correction,  ajoutée  au  résultat  A,  donne  pour  le  résultat 
qu  il  faut  choisir, 

A.e'+{A+q).e''+(A+q).€"*+eic. 

La  correction  précédente  est  celle  qui  rend  un  minimum,  la  fonc- 
tion 


(ê.a;)*-+-(ê'.a;— 9)*-l-(g'.a?— 9)*-+-fetc. 
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Or  la  plus  grande  ordonnée  de  la  courbe  des  probabilités  du  pre- 

mier  résultat  est,  comme  on  vient  de  le  voir,  -— :;  celle  de  la 

courbe  des  probabilités  du  second  résultat  est  — n,  et  ainsi  de 

suite;  le  milieu  qu'il  faut  choisir  entre  les  divers  résultats  est 
donc  celui  qui  rend  un  minimum,  la  somme  des  carrés  de  Terreur 
de  chaque  résultat,  multipliée  par  la  plus  grande  ordonnée  de 
sa  courbe  de  probabilité.  Ainsi  la  loi  du  minimum  des  carrés  des 
erreurs  devient  nécessaire,  lorsque  Ton  doit  prendre  un  milieu 
entre  des  résultats  donnés,  chacun,  par  un  grand  nombre  d'ob- 
servations. 

24.  On  a  vu  précédemment  que  de  toutes  les  manières  de 
combiner  les  équations  de  condition,  pour  en  former  des  équa- 
tions finales  linéaires ,  nécessaires  à  la  détermination  des  élé- 
ments, la  plus  avantageuse  est  celle  qui  résulte  de  la  méthode  des 
moindres  carrés  des  erreurs  des  observations;  du  moins  lorsque 
les  observations  sont  en  grand  nombre.  Si ,  au  lieu  de  considérer 
le  minimum  des  carrés  des  erreurs,  on  considérait  le  minimum 
d'autres  puissances  des  erreurs,  ou  même  de  toute  autre  fonction 
des  erreurs,  les  équations  finales  cesseraient  d'être  linéaires,  et 
leur  résolution  deviendrait  impraticable,  si  les  observations  étaient 
en  grand  nombre.  Cependant  il  est  un  cas  qui  mérite  une  atten- 
tion particulière ,  en  ce  qu'il  donne  le  système  dans  lequel  la  plus 
grande  erreur,  abstraction  faite  du  signe,  est  moindre  que  dans 
tout  autre  système.  Ce  cas  est  celui  du  minimum  des  puissances 
infinies  et  paires  des  erreurs.  Ne  considérons  ici  que  la  correction 
d'un  seul  élément,  etz  exprimant  cette  correction,  représentons, 
comme  précédemment ,  les  équations  de  condition,  par  la  suivante, 

i  pouvant  varier  depuis  zéro  jusqu'à  5 — 1,5  étant  le  nombre  des 
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observations.  La  somme  des  puissances  in  des  erreurs  sera 
S.  (a^*^ — p^Kz)*",  le  signe  S  s  étendant  à  toutes  les  valeurs  de  (.  On 
peut  supposer,  dans  cette  somme ,  toutes  les  valeurs  de  p^^  posi- 
tives; car  si  l'une  d'elles  était  négative,  elle  deviendrait  positive 
en  changeant,  comme  on  peut  le  faire,  les  signes  des  deux  termes 
du  binôme  élevé  à  la  puissance  2n,  auquel  elle  correspond.  Nous 
supposerons  donc  les  quantités  a— p. z,  (t^'^—p^'Kz,  a^*^—p^*Kz,  etc. 
disposées  de  manière  que  les  quantités  p,p^'\p^*\  etc.  soient  po- 
sitives et  croissantes.  Gela  posé,  si  2fi  est  infini,  il  est  clair  que 
le  plus  grand  terme  de  la  somme  5.  (a^*^ — p^^'Z)^f  sera  la  somme 
entière ,  à  moins  qu'il  n'y  ait  un  ou  plusieurs  autres  termes  qui 
lui  soient  égaux,  et  c'est  ce  qui  doit  avoir  lieu  dans  le  cas  du 
minimum  de  la  somme.  En  effet,  s'il  n'y  avait  qu'une  seule  quan- 
tité la  plus  grande,  abstraction  faite  du  signe,  telle  que  a^'^ — ^p^'\z, 
on  pourrait  la  diminuer  en  faisant  varier  z  convenablement,  et 
alors  la  somme  S.{(t^^ — p^^.z)*^  diminuerait  et  ne  serait  pas  un 
minimum.  Il  faut  de  plus  que  si  a^'^ — p^^.zeid^''^ — p^'^^.z  sont,  abs- 
traction faite  du  signe,  les  deux  quantités  les  plus  grandes  et  égales 
entre  elles,  elles  soient  de  signe  contraire.  En  effet,  la  somme 
[a^^ — p^'^z)*"-t-(a^*'^ — p^'^^.z)*"  devant  être  alors  un  minimum,  sa 
différentielle  —mdz.  [p^^. (a^**)— /)^'\z)•"-^^-p^'^  (a^*'^— pî''').z)*'-»  ] 
doit  être  nulle ,  ce  qui  ne  peut  être  lorsque  n  est  infini ,  que  dans 
le  cas  où  a^*^ — p^'^.z  et  a^*'^ — p^'^Kz  sont  infiniment  peu  différents, 
et  de  signe  contraire.  S'il  y  a  trois  quantités  les  plus  grandes,  et 
égales  entre  elles,  abstraction  faite  du  signe,  on  verra  de  la  même 
manière  que  leurs  signes  ne  peuvent  être  les  mêmes. 
Maintenant,  considérons  la  suite 

a^'-'^—p^'-^Kz,  a^'-'^—p^'''\z,     ai'-')— pi*-'). z^... a— p. z,     (o) 
—a^p.z, —  a^^'^-hp^'-'Kz,—  a^'-')-hp^'-''Kz,—a^'-'^-^p^'-'\z. 

Si  l'on  suppose  z= — oo,  le  premier  terme  de  la  suite  surpasse 

les  suivants,  et  continue  de  les  surpasser  en  faisant  croître  2^  Jus- 
tome  ¥11.  48 
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qu'au  moment  où  il  devient  égala  l'un  d'eux.  Alors  celui-ci,  par 
l'accroissement  de  2;,  devient  le  plus  grand  de  tous;  et  à  mesure 
que  l'on  fait  croître  z,  il  continue  toujours  de  surpasser  ceux  qui 
le  précèdent.  Pour  déterminer  ce  terme ,  on  formera  la  suite  des 
quotients 

supposons  que  -^:::^^ — ^  soit  le  plus  petit  de  ces  quotients  en  ayant 

égard  an  signe,  c'est-à^lire  en  regardant  une  quantité  négative 
plus  grande,  comme  plus  petite  qu'une  autre  quantité  négative 
moindre.  S'il  y  a  plusieurs  quotients  les  plus  petits  el  égaux,  nous 
considérerons  celui  qui  se  rapporte  au  terme  le  plus  éloigné  du 
premier  dans  la  suite  (0);  ce  terme  sera  le  plus  grand  de  tous, 
jusqu'au  moment  où,  par  l'accroissement  de  z,  il  devient  égal  à 
l'un  des  suivants,  qui  commence  alors  à  être  le  plus  grand.  Pour 
déterminer  ce  nouveau  terme,  on  formera  la  nouvelle  suite  de 
quotients 


p(r)_p(r-l)  »         p(r)^p{r-t)  '   '  '  '  pi^) ^  p  ^         pW  +  p 


,     etc. 


le  terme  de  la  suite  (0) ,  auquel  répond  le  plus  petit  de  ces  quo- 
tients, sera  le  nouveau  terme.  On  continuera  ainsi  jusqu'à  ce  que 
l'un  des  deux  termes  qui  deviennent  égaux  et  les  plus  grands 
soit  dans  la  première  moitié  de  la  suite  (0) ,  et  l'autre  dans  la  se- 
conde moitié.  Soient  a^'^ — p^'Kzet — a^''^-4-/)^*'^.z  ces  deux  termes; 
alors  la  valeur  de  z  qui  correspond  au  système  du  minimum  de  la 
plus  grande  des  erreurs,  abstraction  faite  du  signe,  est 


«(O+aC'O 


S'il  y  a  plusieurs  éléments  à  corriger,  les  équations  de  condi- 
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tion,  qui  déterminent  leurs  corrections,  renferment  plusieurs  in- 
connues, et  la  recherche  du  système  de  correction,  dans  lequel 
la  plus  grande  erreur  est,  abstraction  faite  du  signe,  plus  petite 
que  dans  tout  autre  système,  devient  plus  compliquée.  J'ai  con- 
sidéré ce  cas  d'une  manière  générale  dans  le  troisième  livre  de  la 
Mécanique  céleste.  J'observerai  seulement  ici  qu'alors  la  somme 
des  puissances  2/1  des  erreurs  des  observations  est,  comme  dans 
le  cas  d'une  seule  inconnue,  un  minimum,  lorsque  2/1  est  infini; 
d'où  il  est  facile  de  conclure  que  dans  le  système  dont  il  s'agit,  il 
doit  y  avoir  autant  d'erreurs  plus  une,  égales,  et  les  plus  grandes 
abstraction  faite  du  signe,  qu'il  y  a  d'éléments  à  corriger.  On 
conçoit  que  les  résultats  correspondants  à  2/1  égal  à  un  grand 
nombre  doivent  peu  différer  de  ceux  que  donne  2  n  infini.  Il  n'est 
pas  même  nécessaire  pour  cela  que  la  puissance  2/1  soit  fort  éle- 
vée, et  j'ai  reconnu,  par  beaucoup  d'exemples,  que,  dans  le  cas 
même  où  cette  puissance  ne  surpasse  pas  le  carré,  les  résultats 
diflFèrent  peu  de  ceux  que  donne  le  système  du  minimum  des  plus 
grandes  erreurs;  ce  qui  est  un  nouvel  avantage  de  la  méthode  des 
moindres  carrés  des  erreurs  des  observations. 

Depuis  longtemps  les  géomètres  prennent  un  milieu  arithmé- 
tique entre  leurs  observations;  et  pour  déterminer  les  éléments 
qu'ils  veulent  connaître,  ils  choisissent  les  circonstances  les  plus 
favorables  pour  cet  objet,  savoir,  celles  dans  lesquelles  les  erreurs 
des  observations  altèrent,  le  moins  qu'il  est  possible,  la  valeur  de 
ces  éléments.  Mais  Côtes  est,  si  je  ne  me  trompe,  le  premier  qui 
ait  donné  une  règle  générale  pour  faire  concourir,  à  la  détermi- 
nation d'un  élément,  plusieurs  observations,  proportionnellement 
à  leur  influence.  En  considérant  chaque  observation  comme  une 
fonction  de  l'élément,  et  regardant  Terreur  de  l'observation  comme 
une  diflFérentielle  infiniment  petite,  elle  sera  égale  à  la  différen- 
tielle de  la  fonction ,  prise  par  rapport  à  cet  élément.  Plus  le  coef- 
ficient de  la  différentielle  de  l'élément  sera  considérable,  moins 

48. 
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il  faudra  faire  varier  l'élément,  pour  que  le  produit  de  sa  variatioD , 
par  ce  coefficient,  soit  égal  à  Terreur  de  l'observation;  ce  coeffi- 
cient exprimera  donc  Tinfluence  de  l'observation  sur  la  valeur  de 
l'élément.  Cela  posé ,  Côtes  représente  toutes  les  valeurs  de  l'élé- 
ment, données  par  chaque  observation,  par  les  parties  d'une  droite 
indéfinie,  toutes  ces  parties  ayant  une  commune  origine.  Il  con- 
çoit ensuite,  à  leurs  autres  extrémités,  des  poids  proportionnas 
aux  influences  respectives  des  observations.  La  distance  de  l'ori- 
gine commune  des  parties ,  au  centre  commun  de  gravité  de  tous 
ces  poids,  est  la  valeur  qu'il  choisit  pour  l'élément. 
Reprenons  l'équation  de  condition  du  n°  20. 

e^'^  étant  Terreur  de  l'observation  (i-t-i)*^"^,  et  :^  étant  la  correction 
de  Télément  déjà  connu  à  fort  peu  près,  p^'^  que  Ton  peut  tou- 
jours supposer  positif  exprimera  Tinfluence  de  Tobservation  cor- 

respondante.  -^  étant  la  valeur  de  z  résultante  de  Tobservation, 

la  règle  de  Côtes  revient  à  multiplier  cette  valeur  par  /7^'\  à  faire 
une  somme  de  tous  les  produits  relatifs  aux  diverses  valeurs,  et  à 
la  diviser  par  la  somme  de  tous  les  /7^'\  ce  qui  donne 

C'était  en  efiet  la  correction  adoptée  par  les  observateurs,  avant 
l'usage  de  la  méthode  des  moindres  carrés  des  erreurs  des  obser- 
vations. 

Cependant  on  ne  voit  pas  que  depuis  cet  excellent  géomètre  on 
ait  employé  sa  règle,  jusqu'à  Euler,  qui,  dans  sa  première  pièce 
de  Jupiter  et  Saturne,  me  paraît  s'être  servi  le  premier,  des  équa- 
tions de  condition ,  pour  déterminer  les  éléments  du  mouvement 
elliptique  de  ces  deux  planètes.  Presque  en  même  temps  Tobie 
Mayer  en  fit  usage  dans  ses  belles  recherches  sur  la  libration  de 
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la  lune,  et  ensuite  pour  former  ses  Tables  lunaires.  Depuis,  les 
meilleurs  astronomes  ont  suivi  cette  méthode,  et  le  succès  des 
Tables  qu'ils  ont  construites  à  son  moyen,  en  a  constaté  l'avantage. 
Quand  on  n'a  qu'un  élément  à  déterminer,  cette  méthode  ne 
laisse  aucun  embarras;  mais  lorsque  l'on  doit  corriger  à  la  fois 
plusieurs  éléments ,  il  faut  avoir  autant  d'équations  finales  formées 
par  la  réunion  de  plusieurs  équations  de  condition ,  et  au  moyen 
desquelles  on  détermine,  par  l'élimination,  les  corrections  des 
éléments.  Mais  quelle  est  la  manière  la  plus  avantageuse  de 
combiner  les  équations  de  condition,  pour  former  les  équations 
finales?  C'est  ici  que  les  observateurs  s'abandonnaient  à  des  tâ- 
tonnements. M.  Legendre  eut  l'idée  simple  de  considérer  la  somme 
des  carrés  des  erreurs  des  observations,  et  de  la  rendre  un  mini- 
mum, ce  qui  fournit  directement  autant  d'équations  finales  qu'il 
y  a  d'éléments  à  corriger;  mais  on  doit  à  M.  Qauss  la  justice  d'ob- 
server qu'il  avait  eu,  plusieurs  années  avant  cette  publication,  la 
même  idée,  dont  il  faisait  un  usage  habituel,  et  qu'il  avait  com- 
muniquée à  plusieurs  astronomes.  M.  Gauss,  dans  sa  Théorie  du 
mouvement  elliptique,  a  cherché  à  rattacher  cette  méthode  à  la 
Théorie  des  probabilités,  en  faisant  voir  que  la  même  loi  des  er- 
reurs des  observations ,  qui  donne  généralement  la  règle  du  milieu 
arithmétique  entre  plusieurs  observations,  admise  par  les  obser- 
vateurs ,  donne  pareillement  la  règle  des  moindres  carrés  des  er- 
reurs des  observations;  et  c'est  ce  qu'on  a  vu  dans  le  n**  23.  Mais 
comme  rien  ne  prouve  que  la  première  de  ces  règles  donne  le  ré- 
sultat le  plus  avantageux ,  la  même  incertitude  existe  par  rapport 
à  la  seconde.  La  recherche  de  la  manière  la  plus  avantageuse  de 
former  les  équations  finales  est  sans  doute  une  des  plus  utiles  de 
la  Théorie  des  probabilités  :  son  importance  dans  la  physique  et 
l'astronomie  me  porta  à  m'en  occuper.  Pour  cela,  je  considérai 
que  toutes  les  manières  de  combiner  les  équations  de  condition , 
pour  en  former  une  équation  finale  linéaire ,  revenaient  à  les 
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multiplier  respectivement  par  des  facteurs  qui  étaient  nuls  rela- 
tivement aux  équations  que  l'on  n'employait  point,  et  à  faire 
une  somme  de  tous  ces  produits;  ce  qui  donne  une  première  équa- 
tion finale.  Un  second  système  de  facteurs  donne  une  seconde 
équation  finale,  et  ainsi  de  suite,  jusqu'à  ce  que  l'on  ait  autant 
d'équations  finales  que  d'éléments  à  corriger.  Maintenant,  il  est 
visible  qu'il  faut  choisir  les  systèmes  des  facteurs,  de  sorte  que 
l'erreur  moyenne  à  craindre  en  plus  ou  en  moins  sur  chaque  élé- 
ment soit  un  minimum,  l'erreur  moyenne  étant  la  somme  des  pro- 
duits de  chaque  erreur  par  sa  probabilité.  Lorsque  les  observations 
sont  en  petit  nombre ,  le  choix  de  ces  systèmes  dépend  de  la  loi 
des  erreurs  de  chaque  observation.  Mais  si  l'on  considère  un  grand 
nombre  d'observations,  ce  qui  a  Heu  le  plus  souvent  dans  les  re- 
cherches astronomiques,  ce  choix  devient  indépendant  de  cette 
loi;  et  l'on  a  vu  dans  ce  qui  précède,  que  l'analyse  conduit  alors 
directement  aux  résultats  de  la  méthode  des  moindre  carrés  des 
erreurs  des  observations.  Ainsi  cette  méthode  qui  n'oflFrait  d'abord 
que  l'avantage  de  fournir,  sans  tâtonnement ,  les  équations  finales 
nécessaires  à  la  correction  des  éléments ,  donne  en  même  temps 
les  corrections  les  plus  précises,  du  moins  lorsqu'on  ne  veut  em- 
ployer que  des  équations  finales  qui  soient  linéaires,  condition 
indispensable,  lorsque  Ton  considère  à  la  fois  un  grand  nombre 
d'observations;  autrement  l'élimination  des  inconnues  et  leur  dé- 
termination seraient  impraticables. 
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CHAPITRE  V. 

APPLICATION  DU  CALCUL  DES  PROBABILITÉS   À  LA    RECHERCHE  DES  PHÉNOMÈNES 

ET  DE  LEURS  CAUSES. 

25,  Les  phénomènes  de  la  nature  se  présentent  le  plus  souvent 
accompagnés  de  tant  de  circonstances  étrangères,  un  si  grand 
nombre  de  causes  perturbatrices  y  mêlent  leur  influence,  qu'il 
est  très-difficile,  lorsqu'ils  sont  très-petits,  de  les  reconnaître.  On 
ne  peut  alors  y  parvenir  qu'en  multipliant  les  observations,  afin 
que  les  efiets  étrangers  venant  à  se  détruire ,  le  résultat  moyen  des 
observations  ne  laisse  plus  apercevoir  que  ces  phénomènes.  On 
conçoit,  par  ce  qui  précède,  que  cela  n'a  lieu  rigoureusement 
que  dans  le  cas  d'un  nombre  infini  d'observations.  Dans  tout  autre 
cas  les  phénomènes  ne  sont  indiqués  par  les  résultats  moyens, 
que  d'une  manière  probable,  mais  qui  l'est  d'autant  plus,  que 
les  observations  sont  en  plus  grand  nombre.  La  recherche  de 
cette  probabilité  est  donc  très-importante  pour  la  physique,  l'as- 
tronomie, et  généralement  pour  toutes  les  sciences  naturelles.  On 
va  voir  qu'elle  rentre  dans  les  méthodes  que  nous  venons  d'ex- 
poser. Dans  le  chapitre  précédent,  l'existence  du  phénomène  était 
certaine;  son  étendue  seule  a  été  l'objet  du  calcul  des  probabi- 
lités :  ici  l'existence  du  phénomène  et  son  étendue  sont  l'objet 
de  ce  calcul. 

Prenons  pour  exemple  la  variation  diurne  du  baromètre,  que 
l'on  observe  entre  les  tropiques ,  et  qui  devient  sensible  même 
dans  nos  climats,  lorsque  l'on  choisit  et  que  l'on  multiplie  conve- 
nablement les  observations.  On  a  reconnu  qu'en  général,  vers 
neuf  heures  du  matin ,  le  baromètre  est  plus  élevé  que  vers  quatre 
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heures  du  soir;  ensuite  il  remonte  jusque  vers  onze  heures  du 
soir,  et  il  redescend  jusque  vers  quatre  heures  du  matin,  pour 
revenir  à'  son  maximum  de  hauteur  vers  neuf  heures.  Supposons 
que  Ton  ait  observé  la  hauteur  du  baromètre  vers  neuf  heures  du 
matin  et  vers  quatre  heures  du  soir,  pendant  le  nombre  s  de  jours; 
et,  pour  éviter  la  trop  grande  influence  des  causes  perturbatrices, 
choisissons  ces  jours  de  manière  que  dans  l'intervalle  de  neuf 
heures  à  quatre  heures,  le  baromètre  nait  pas  varié  au  delà  de 
quatre  millimètres.  Supposons  ensuite  qu  en  faisant  la  somme 
des  s  hauteurs  du  matin ,  et  la  somme  des  s  hauteurs  du  soir,  la 
première  de  ces  sommes  surpasse  la  seconde  de  la  quantité  q; 
cette  différence  indiquera  une  cause  constante  qui  tend  à  élever 
le  baromètre  vers  neuf  heures  du  matin ,  et  à  l'abaisser  vers  quatre 
heures  du  soir.  Pour  déterminer  avec  quelle  probabilité  cette 
cause  est  indiquée ,  concevons  que  cette  cause  n'existe  point ,  et 
que  la  diff*éreiice  observée  q  résulte  des  causes  perturbatiices  acci- 
dentelles et  des  erreurs  des  observations.  La  probabilité  qu'alors 
la  différence  observée  entre  les  sommes  des  hauteurs  du  matin 
et  du  soir  doit  être  au-dessous  de  q  est,  par  le  n**  18,  égale  à 


V  4A-'V 


•/'' 


r.c 


fer' 
4^" 


l'intégrale  étant  prise  depuis  r=  — oo  jusqu'à  r=  — ^,  k  et  k" 

a.\/s 

étant  des  constantes  dépendantes  de  la  loi  de  probabilité  des  diffé- 
rences entre  les  hauteurs  du  malin  et  du  soir,  et  ±  a  étant 
les  limites  de  ces  différences,  a  étant  ici  égal  à  quatre  millimètres. 

■p  étant  au  moins  égal  à  six,  comme  on  l'a  vu  dans  le  n"*  20, 

-rp  ne  peut  pas  être  supposé  moindre  que -|-;  en  faisant  donc  5  =4  oo, 
et  supposant  l'étendue  de  la  variation  diurne,  d'un  millimètre,  ce 
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qui  esta  peu  près  ce  que  M.  Ramond  a  trouvé  dans  nos  climats, 
par  la  comparaison  d'un  très-grand  nombre  d'observations,  on 

aura  9  =  400°^".  Ainsi  r=5,  et  j-p  est  au  moins  égal  à  37,5;  en 

faisant  donc 

la  probabilité  précédente  devient  au  moins 


l'intégrale  étant  prise  depuis  f=\/3 7,6  jusqu'à  t=oo.  Cette  inté- 
grale est  à  fort  peu  près,  par  le  n**  27  du  premier  livre. 


2\/37,57r 

et  elle  approche  tellement  de  l'unité  ou  de  la  certitude,  qu'il  est 
extrêmement  probable  que,  s'il  n'existait  point  de  cause  constante 
de  l'excès  observé  de  la  somme  des  hauteurs  barométriques  du 
matin ,  sur  celles  des  hauteurs  du  soir,  cet  excès  serait  plus  petit 
que  ^00 '"''*;  il  indique  donc,  avec  une  extrême  vraisemblance, 
l'existence  d'une  cause  constante  qui  Ta  produit. 

Le  phénomène  d'une  variation  diurne  étant  ainsi  bien  constaté, 
déterminons  la  valeur  la  plus  probable  de  son  étendue,  et  l'erreur 
que  l'on  peut  commettre  sur  son  évaluation.  Supposons  pour  cela, 

que  cette  valeur  soit  -  =1=  —  ;  la  probabilité  que  l'étendue  de  la 

variation  diurne  du  matin  au  soir  sera  comprise  dans  ces  limites 
est,  par  le  n**  18, 


Vw 


itr« 


l'intégrale  étant  prise  depuis  r=o. 
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k" 
On  peut  éliminer  t-,  en  observant  que  par  le  n^  20  cette  frac- 

tion  est  à  peu  près  égale  à  -^ — ;  ±e^*)  étant  la  différence  de  -^ 

à  rétendue  observée  le  (i-t-i)"^  j^^r,  et  le  signe  S  s'étendant  à 
toutes  les  valeurs  de  i,  depuis  i=o  jusqu'à  i=s — i;  en  faisant 
donc 


ar=t.sj 


2  6\e«* 


la  probabilité  que  Tétendue  de  la  variation  diurne  du  matin  au  soir 

est  comprise  dans  les  limites  -  ±  —  .\  / — '- — ,  sera  —-.  fdt.cr^* ^ 

^  '       \/'s\        '  \Ji^ 

rintégrale  étant  prise  depuis  t  nul. 

La  variation  diurne  des  hauteurs  du  baromètre  dépend  uni- 
quement du  soleil;  mais  ces  hauteurs  sont  encore  affectées  par 
les  marées  aériennes  que  produit  l'attraction  du  soleil  et  de  la 
lune  sur  notre  atmosphère,  et  dont  j'ai  donné  la  théorie  dans  le 
quatrième  livre  de  la  Mécanique  céleste.  Il  est  donc  nécessaire 
de  considérer  à  la  fois  ces  deux  variations,  et  de  déterminer  leurs 
grandeurs  et  leurs  époques  respectives,  en  formant  des  équations 
de  condition  analogues  à  celles  dont  les  astronomes  font  usage, 
pour  corriger  les  éléments  des  mouvements  célestes.  Ces  variations 
étant  principalement  sensibles  à  l'équateur,  et  les  causes  pertur- 
batrices y  étant  extrêmement  petites,  on  pourra,  au  moyen  d'ex- 
cellents baromètres,  les  déterminer  avec  une  grande  précision;  et 
je  ne  doute  point  que  l'on  ne  reconnaisse  alors,  dans  l'ensemble 
d'un  très-grand  nombre  d'observations,  les  lois  qu'indique  la 
théorie  de  la  pesanteur  dans  les  marées  atmosphériques,  et  qui  se 
manifestent  d'une  manière  si  frappante  dans  les  observations  des 
marées  de  l'Océan,  que  j'ai  discutées  avec  étendue,  dans  le  livre 
cité  de  la  Mécanique  céleste. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  l'on  peut  reconnaître  l'effet 
Irès-petit  d'une  cause  constante,  par  une  longue  suite  d'observa- 
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lions  dont  les  eiTeurs  peuvent  excéder  cet  efifet  lui-même.  Mais 
alors,  il  faut  avoir  soin  de  varier  les  circonstances  de  chaque  ob- 
servation, de  manière  que  le  résultat  moyen  de  leur  ensemble 
n'en  soit  point  altéré  sensiblement,  et  soit  presque  entièrement 
TefFet  de  la  cause  dont  il  s'agit  :  il  faut  ensuite  multiplier  les  ob- 
servations, jusqu'à  ce  que  l'analyse  indique  une  très-grande  pro- 
babilité que  l'erreur  de  ce  résultat  sera  comprise  dans  des  limites 
très-rapprochées. 

Supposons,  par  exemple,  que  l'on  veuille  reconnaître,  par  l'ob- 
servation, la  petite  déviation  à  l'est,  produite  par  la  rotation  de  la 
terre,  dans  la  chute  des  corps.  J'ai  fait  voir  dans  le  dixième  livre 
de  la  Mécanique  céleste,  que  si  du  sommet  d'une  tour  fort  élevée 
on  abandonne  un  corps  à  sa  pesanteur,  il  retombera  sur  un  plan 
horizontal  passant  par  le  pied  de  la  tour,  à  une  petite  distance  à 
l'est  du  point  de  contact  de  ce  plan  avec  une  boule  suspendue 
par  un  fil  dont  le  point  de  suspension  est  celui  du  départ  du 
corps.  J'ai  donné  dans  le  livre  cité  l'expression  de  cette  dévia- 
tion, et  il  en  résulte  qu'en  faisant  abstraction  de  la  résistance  de 
l'air,  elle  est  uniquement  vers  l'est;  qu'elle  est  proportionnelle  au 
cosinus  de  la  latitude,  et  à  la  racine  carrée  du  cube  de  la  hauteur, 
et  qu'à  la  latitude  de  Paris,  elle  s'élève  à  5,  i  millimètres,  lorsque 
la  hauteur  de  la  tour  est  de  5o  mètres.  La  résistance  de  l'air 
change  ce  dernier  résultat  :  j'en  ai  donné  pareillement  l'expression 
dans  ce  cas  au  livre  cité. 

On  a  déjà  fait  un  grand  nombre  d'expériences  pour  confirmer, 
parce  moyen,  le  mouvement  de  rotation  de  la  terre,  qui  d'ailleurs 
est  démontré  par  tant  d'autres  phénomènes  que  cette  confirma- 
tion devient  inutile.  Les  petites  erreurs  de  ces  expériences  très- 
délicates  ont  souvent  excédé  l'effet  que  l'on  voulait  déterminer; 
et  ce  n'est  qu'en  multipliant  considérablement  les  expériences, 
que  Ton  peut  ainsi  constater  son  existence  et  fixer  sa  valeur.  Nous 
allons  soumettre  cet  objet  à  l'analyse  des  probabilités. 

49. 
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Si  1  on  prend  pour  origine  des  coordonnées ,  le  point  de  contact 
du  plan  et  de  la  boule  suspendue  par  un  fil  dont  le  sommet  de 
suspension  est  celui  du  départ  d'une  balle  que  l'on  fait  tomber; 
si  Ton  marque  ensuite  sur  ce  plan  les  divers  points  où  la  balle 
va  toucher  le  plan  dans  chaque  expérience,  en  déterminant  le 
centre  commun  de  gravité  de  ces  points,  la  ligne  menée  de 
l'origine  des  coordonnées  à  ce  centre  déterminera  le  sens  et  la 
quantité  moyenne  dont  la  balle  s'est  écartée  de  cette  origine;  et 
l'un  et  l'autre  seront  déterminés  avec  d'autant  plus  d'exactitude 
que  les  expériences  seront  plus  nombreuses  et  plus  précises. 

Considérons  maintenant,  comme  axe  des  abscisses,  la  ligne 
menée  de  l'origine  des  coordonnées,  à  l'est;  et  désignons  par  x, 
x^'\  x^*K..  x^*~'\  y  y  j^*^  J^*^--  J^*"*^  les  coordonnées  respectives  des 
points  déterminés  par  les  expériences  dont  le  nombre  est  5.  En 
exprimant  par  X  et  F  les  coordonnées  du  centre  de  gravité  de 
tous  ces  points,  on  aura 

S  S 

le  signe  5  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  i,  depuis  i==o  jusqu'à 
i=s — 1.  Cela  posé,  en  désignant  par  ±a  les  limites  des  erreurs 
de  chaque  expérience,  dans  le  sens  des  x,  la  probabilité  que 
l'écart  moyen  de  la  balle,  du  point  origine  des  coordonnées,  est 

compris  dans  les  limites  X  d=  — ::: ,  sera,  par  le  n*"  18, 

\/s 


sj-k 


fcr* 


*t-/<'-^""- 


h  et  li  étant  des  constantes  qui  dépendent  de  la  loi  de  facilité  des 
erreurs  de  chaque  expérience  dans  le  sens  des  x. 

Pareillement,  ±a  étant  les  limites  des  erreurs  de  chaque  expé- 
rience dans  le  sens  des  j,  la  probabilité  que  la  valeur  moyenne 
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de  la  déviation  dans  le  sens  des  y  est  comprise  dans  les  limites 


a  r 


7  1    '*'  ' 
±  — :2,  sera 


/ 


k  et  F  étant  des  constantes  dépendantes  de  la  loi  des  erreurs  des 
expériences  dans  le  sens  des  j.  Les  fractions  jrr,  et  —zr  étant,  par 

ce  qui  précède,  plus  grandes  que  |-,  on  pourra  juger  du  degré 
d'approximation  et  de  probabilité  des  valeurs  de  X  et  de  F,  et 
déterminer  la  probabilité  de  Técart  au  sud  et  au  nord,  indiqué 
par  les  observations. 

L'analyse  précédente  peut  encore  être  appliquée  à  la  recherche 
des  petites  inégalités  des  mouvements  célestes,  dont  l'étendue  est 
comprise  dans  les  limites,  soit  des  erreurs  des  observations,  soil 
des  perturbations  produites  par  les  causes  accidentelles.  C'est  à 
peu  près  ainsi  que  Tycho-Brahé  reconnut  que  l'équation  du  temps, 
relative  au  soleil  et  aux  planètes,  n'était  point  applicable  à  la 
lune,  et  qu'il  fallait  en  retrancher  la  partie  dépendante  de  l'ano- 
malie du  soleil,  et  même  une  quantité  beaucoup  plus  grande;  ce 
qui  conduisit  Flamsteed  à  la  découverte  de  l'inégalité  lunaire  que 
Ton  nomme  équation  annuelle.  C'est  encore  dans  les  résultats  d'un 
grand  nombre  d'observations  que  Mayer  reconnut  que  l'équation 
de  la  précession,  relative  aux  planètes  et  aux  étoiles,  n'était  point 
applicable  à  la  lune;  il  évalua  à  12"  décimales  environ  la  quantité 
«dont  il  fallait  alors  la  diminuer,  quantité  que  Mason  éleva  ensuite 
à  près  de  2  ^\  par  la  comparaison  de  toutes  les  observations  de 
Bradley,  et  que  M.  Burg  a  réduite  à  2 1",  au  moyen  d'un  bien  plus 
grand  nombre  d'observations  de  Maskeline.  Cette  inégalité,  quoique 
indiquée  par  les  observations,  était  négligée  par  le  plus  grand 
nombre  des  astronomes,  parce  qu'elle  ne  paraissait  pas  résulter  de 
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ia  théorie  de  la  pesanteur  universelle.  Mais  ayant  soumis  son  exis^ 
tence  au  calcul  des  probabilités,  elle  me  parut  indiquée  avec  une 
probabilité  si  forte,  que  je  crus  devoir  en  rechercher  la  cause.  Je  vis 
bientôt  qu  elle  ne  pouvait  résulter  que  de  Tellipticité  du  sphéroïde 
terrestre,  que  l'on  avait  négligée  jusqu'alors  dans  la  théorie  du 
mouvement  lunaire ,  comme  ne  devant  y  produire  que  des  termes 
insensibles;  et  j'en  conclus  qu'il  était  extrêmement  vraisemblable 
que  ces  termes  devenaient  sensibles  par  les  intégrations  successives 
des  équations  dififérentielles.  Ayant  déterminé  ces  termes  par  une 
analyse  particulière ,  que  j'ai  exposée  dans  le  septième  livre  de 
la  Mécanique  céleste,  je  découvris  d'abord  l'inégalité  du  mouve- 
ment de  la  lune  en  latitude,  et  qui  est  proportionnelle  au  sinus 
de  sa  longitude  :  par  son  moyen,  je  reconnus  que  la  théorie  de  la 
pesanteur  donne  effectivement  la  diminution  observée  par  les 
astronomes  cités,  dans  l'inégalité  de  la  précession  applicable  an 
mouvement  lunaire  en  longitude.  La  quantité  de  cette  diminution 
et  le  coefficient  de  l'inégalité  en  latitude  dont  je  viens  de  parier, 
sont  donc  très-propres  à  déterminer  l'aplatissement  de  la  terre. 
Ayant  fait  part  de  mes  recherches  à  M.  Burg,  qui  s'occupait  alors 
de  ses  Tables  de  la  lune,  je  le  priai  de  déterminer  avec  un  soin 
particulier  les  coefficients  de  ces  deux  inégalités.  Par  un  con- 
cours remarquable,  les  coefficients  qu'il  a  déterminés  s'accordent 

à  donner  à  la  terre  l'aplatissement  ^—p ,  aplatissement  qui  diffère 

peu  du  milieu  conclu  des  mesures  des  degrés  du  méridien  et  du 
pendule,  mais  qui,  vu  l'influence  des  observations  et  des  causes 
perturba ti'ices  sur  ces  mesures,  me  paraît  plus  exactement  déter- 
miné parles  inégalités  lunaires.  M.  Burckhardt,  qui  vient  de  for- 
merde  nouvelles  Tables  de  la  lune,  très-précises,  sur  Tensemble  des 
observations  de  Bradley  et  de  Maskeline,  a  trouvé  le  même  coeffi- 
cient que  M.  Burg,  pour  l'inégalité  lunaire  en  latitude  :  il  trouve 
un  trente-quatrième  à  ajouter  au  coefficient  de  l'inégalité  en  Ion- 
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gitude,  ce  qui  réduit  Tapiatissement  à  -5 — ,  par  cette  inégaiité.  La 
différence  très-légère  de  ces  résultats  prouve  qu'en  fixant  à  ^-y 
cet  aplatissement,  l'erreur  est  insensible. 

L'analyse  des  probabilités  m'a  conduit  pareillement  à  la  cause 
des  grandes  irrégularités  de  Jupiter  et  de  Saturne.  La  difficulté 
d'en  reconnaître  la  loi,  et  de  les  ramener  à  la  théorie  de  l'attrac- 
tion universelle,  avait  fait  conjecturer  qu'elles  étaient  dues  aux 
actions  passagères  des  comètes;  mais  un  théorème  auquel  j'étais 
parvenu  sur  l'attraction  mutuelle  des  planètes  me  fit  rejeter  cette 
hypothèse,  en  m'indiquant  l'attraction  mutuelle  des  deux  planètes 
comme  la  vraie  cause  de  ces  irrégularités.  Suivant  ce  théorème, 
si  le  mouvement  de  Jupiter  s'accélère  en  vertu  de  quelque  grande 
inégalité  à  très-longue  période,  celui  de  Saturne  doit  se  ralentir 
de  la  même  manière,  et  ce  ralentissement  est  à  l'accélération  de 
Jupiter,  comme  le  produit  de  la  masse  de  cette  dernière  planète, 
par  la  racine  carrée  du  grand  axe  de  son  orbite,  est  au  produit 
semblable,  relatif  à  Saturne.  Ainsi,  en  prenant  pour  unité  le 
ralentissement  de  Saturne,  l'accélération  correspondante  de  Jupiter 
doit  être  o,4o884-Or,  Halley  avait  trouvé,  parla  comparaison  des 
observations  modernes  aux  anciennes,  que  l'accélération  de  Jupiter 
correspondait  au  ralentissement  de  Saturne,  et  qu'elle  était  0,4482  3 
de  ce  ralentissement.  Ces  résultats,  si  bien  d'accord  avec  la  théorie, 
me  portèrent  à  penser  qu'il  existe  dans  les  mouvements  de  ces 
planètes  deux  grandes  inégalités  correspondantes  et  de  signe 
contraire,  qui  produisaient  ces  phénomènes.  J'avais  reconnu  que 
l'action  mutuelle  des  planètes  ne  pouvait  point  occasionner,  dans 
leurs  moyens  mouvements,  des  variations  toujours  croissantes,  ou 
périodiques,  mais  d'une  période  indépendante  de  leur  configura- 
tion mutuelle;  c'était  donc  dans  le  rapport  des  moyens  mouvements 
de  Jupiter  et  de  Saturne  que  je  devais  chercher  celle  dont  il 
s'agit;  or,  en  examinant  ce  rapport,  il  est  facile  de  reconnaîti^e 
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que  deux  fois  le  moyen  mouvement  de  Jupiter  ne  surpasse  que 
d'une  quantité  très-petite,  cinq  fois  celui  de  Saturne;  ainsi,  les 
inégalités  qui  dépendent  de  cette  différence  et  dont  la  période 
est  d'environ  neuf  siècles  peuvent  devenir  fort  grandes  par  les 
intégrations  successives  qui  leur  donnent  pour  diviseur  le  carré 
du  coefficient  très-petit  du  temps  dans  l'argument  de  ces  inéga- 
lités. En  fixant  vers  l'époque  de  Tycho-Brahé  l'origine  de  cet 
argument,  je  voyais  que  Halley  avait  dû  trouver,  parla  comparaison 
des  observations  modernes  aux  anciennes,  les  altérations  qu'il  avait 
observées;  tandis  que  la  comparaison  des  observations  modernes 
entre  elles  devait  présenter  des  altérations  contraires  et  pareilles 
à  celles  que  Lambert  avait  remarquées.  L'existence  des  inégalités 
dont  je  viens  de  parler  me  parut  donc  extrêmement  vraisemblable, 
et  je  n'hésitai  point  à  entreprendre  le  calcul  long  et  pénible  né- 
cessaire pour  m'en  assurer  complètement.  Le  résultat  de  ce  calcul 
non-seulement  les  confirma,  mais  il  me  fit  connaître  beaucoup 
d'autres  inégalités,  dont  l'ensemble  a  porté  les  Tables  de  Jupiter 
et  de  Saturne  au  degré  de  précision  des  observations  mêmes. 

On  voit  par  là  combien  il  faut  être  attentif  aux  indications  de 
la  nature ,  lorsqu'elles  sont  le  résultat  d'un  grand  nombre  d'obser- 
vations, quoique  d'ailleurs  elles  soient  inexplicables  par  les  moyens 
connus.  J'engage  ainsi  les  astronomes  à  suivre  avec  une  atten- 
tion particulière  l'inégalité  lunaire  à  longue  période,  qui  dépend 
principalement  du  mouvement  du  périgée  de  la  lune,  ajouté  au 
double  du  moyen  mouvement  de  ses  nœuds,  inégalité  dont  j'ai 
parlé  dans  le  septième  livre  de  la  Mécanique  céleste,  et  que  déjà 
les  observations  indiquent  avec  beaucoup  de  vraisemblance.  Les 
cas  précédents  ne  sont  pas  les  seuls  dans  lesquels  les  observations 
ont  redressé  les  analystes.  Le  mouvement  du  périgée  lunaire  et 
l'accélération  du  mouvement  de  la  lune,  qui  n'étaient  point  donnés 
d'abord  par  les  approximations,  ont  fait  sentir  la  nécessité  de 
rectifier  ces  approximations.  Ainsi  l'on  peut  dire  que  la  nature 
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elle-même  a  concouru  à  la  perfection  analytique  des  théories 
fondées  sur  le  principe  de  la  pesanteur  universelle,  et  cest,  à  mon 
sens,  une  des  plus  fortes  preuves  de  la  vérité  de  ce  principe 
admirable. 

On  peut  encore,  par  l'analyse  des  probabilités,  vérifier  l'exis- 
tence ou  l'influence  de  certaines  causes  dont  on  a  cru  remarquer 
l'action  sur  les  êtres  organisés.  De  tous  les  instruments  que  nous 
pouvons  employer  pour  connaître  les  agents  imperceptibles  de  la 
nature,  les  plus  sensibles  sont  les  nerfs,  surtout  loi^que  leur  sen- 
sibilité est  exallée  par  des  circonstances  particulières.  C'est  à  leur 
moyen  que  l'on  a  découvert  la  faible  électricité  que  développe 
le  contact  de  deux  métaux  hétérogènes,  ce  qui  a  ouvert  un  champ 
vaste  aux  recherches  des  physiciens  et  des  chimistes.  Les  phéno- 
mènes singuliers  qui  résultent  de  l'extrême  sensibilité  des  nerfs 
dans  quelques  individus  ont  donné  naissance  à  diverses  opinions 
sur  l'existence  d'un  nouvel  agent  que  l'on  a  nommé  magnétisme 
animal,  sur  l'action  du  magnétisme  ordinaire  et  l'influence  du  soleil 
et  de  la  lune,  dans  quelques  affections  nerveuses;  enfin,  sur  les 
impressions  que  peut  faire  naître  la  proximité  des  métaux  ou  d'une 
eau  courante.  Il  est  naturel  de  penser  que  l'action  de  ces  causes 
est  très-faible  et  peut  facilement  être  troublée  par  un  grand  nombre 
de  circonstances  accidentelles;  ainsi  de  ce  que,  dans  quelque  cas, 
elle  ne  s'est  point  manifestée,  on  ne  doit  pas  conclure  qu'elle 
n'existe  jamais.  Nous  sommes  si  éloignés  de  connaître  tous  les 
agents  de  la  nature ,  qu'il  serait  peu  philosophique  de  nier  l'exis- 
tence des  phénomènes,  uniquement  parce  qu'ils  sont  inexplicables 
dans  l'état  actuel  de  nos  connaissances.  Seulement,  nous  devons 
les  examiner  avec  une  attention  d'autant  plus  scrupuleuse,  qu'il 
parait  plus  difiicile  de  les  admettre;  et  c'est  ici  que  l'analyse  des 
probabilités  devient  indispensable,  pour  déterminer  jusqu'à  quel 
point  il  faut  multiplier  les  observations  ou  les  expériences,  pour 
avoir,  en  faveur  de  l'existence  des  agents  qu  elles  semblent  indi- 
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quer,  une  probabilité  supérieure  à  toutes  les  raisons  que  Ton  peut 
avoir  d'ailleurs,  de  la  rejeter. 

La  même  analyse  peut  être  étendue  aux  divers  résultats  de  la 
médecine  et  de  Téconomie  politique,  et  même  à  Tinfluence  des 
causes  morales;  car  l'action  de  ces  causes,  lorsqu'elle  est  répétée 
un  grand  nombre  de  fois,  offre,  dans  ses  résultats,  autant  de  ré- 
gularité que  les  causes  physiques. 

On  peut  encore  déterminer  par  l'analyse  des  probabilités,  com- 
parée à  un  grand  nombre  d'expériences,  l'avantage  et  le  désavan- 
tage des  joueurs,  dans  les  cas  dont  la  complication  rend  impos- 
sible leur  recherche  directe.  Tel  est  l'avantage  de  la  main  au  jeu 
de  piquet;  telles  sont  encore  les  possibilités  respectives  d'amener 
les  différentes  faces  d'un  prisme  droit  rectangulaire,  dont  la  lon- 
gueur, la  largeur  et  la  hauteur  sont  inégales,  lorsque  le  prisme, 
projeté  en  l'air,  retombe  sur  un  plan  horizontal. 

Enfin,  on  pourrait  faire  usage  du  calcul  des  probabilités  pour 
rectifier  les  courbes  ou  carrer  leurs  surfaces.  Sans  doute  les  géo- 
mètres n'emploieront  pas  ce  moyen;  mais,  comme  il  me  donne  lieu 
de  parler  d'un  genre  particulier  de  combinaisons  du  hasard,  je 
vais  l'exposer  en  peu  de  mots. 

Imaginons  un  plan  divisé  par  des  lignes  parallèles,  équidis- 
tantes  de  la  quantité  a;  concevons  de  plus  un  cylindre  très-étroit 
dont  2r  soit  la  longueur  supposée  égale  ou  moindre  que  a.  On 
demande  la  probabilité  qu'en  le  projetant  il  rencontrera  une  des 
divisions  du  plan. 

Elevons,  sur  un  point  quelconque  d'une  de  ces  divisions,  une 
perpendiculaire  prolongée  jusqu'à  la  division  suivante.  Supposons 
que  le  centre  du  cylindre  soit  sur  cette  perpendiculaire,  et  à  la 
hauteur  y  au-dessus  de  la  première  de  ces  deux  divisions.  En  fai- 
sant tourner  le  cylindre  autour  de  son  centre,  et  nommant  (p 
l'angle  que  le  cylindre  fait  avec  la  perpendiculaire,  au  moment 
où  il  rencontre  cette  division,  2  (p  sera  la  partie  de  la  circonférence 
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décrite  par  chaque  extrémité  du  cylindre,  dans  laquelle  il  ren- 
contre la  division;  la  somme  de  toutes  ces  parties  sera  donc 
kj^ày,  ou  4^7 — àfyd(p;  or  on  a  j==r.cos.  (p;  cette  somme  est 
donc 

4  9-J — àr.  sin.  (p  -f- constante. 

Pour  déterminer  cette  constante,  nous  observerons  que  l'intégrale 
doit  s*étendre  depuis  y  nul  jusqu  à  y==  r,  et  par  conséquent  de- 
puis (p=- jusqu'à  (^=o,  ce  qui  donne 

constante  =  4r; 

ainsi  la  somme  dont  il  s'agit  est  4r.  Depuis  y=a — r  jusqu'à 
y=a  le  cylindre  peut  rencontrer  la  division  suivante,  et  il  est 
visible  que  la  somme  de  toutes  les  parties  relatives  à  cette  ren- 
contre est  encore  4r;  8r  est  donc  la  somme  de  toutes  les  parties 
relatives  à  la  rencontre  de  l'une  ou  de  l'autre  des  divisions  par  le 
cylindre  dans  le  mouvement  de  son  centre  le  long  de  la  perpen- 
diculaire. Mais  le  nombre  de  tous  les  arcs  qu'il  décrit  en  tournant 
en  entier  sur  lui-même,  à  chaque  point  de  cette  perpendiculaire, 
est  2 air;  c'est  le  nombre  de  toutes  les  combinaisons  possibles;  la 
probabilité  de  la  rencontre  d'une  des  divisions  du  plan  par  le  cy- 

4r       .   t  . 

lindre  est  donc  — .  Si  Ton  projette  un  grand  nombre  de  fois  ce 

cylindre,  le  rapport  du  nombre  de  fois  où  le  cylindre  rencontrera 
Tune  des  divisions  du  plan,  au  nombre  total  des  projections,  sera 

par  le  n""  16,  à  très-peu  près,  la  valeur  de  — ,  ce  qui  fera  con- 
naître la  valeur  de  la  circonférence  2  7r.  On  aura,  par  le  même 
numéro,  la  probabilité  que  l'erreur  de  cette  valeur  sera  comprise 
dans  des  limites  données,  et  il  est  facile  de  voir  que  le  rapport 

—  qui,  pour  un  nombre  donné  de  projections,  rend  l'erreur  à 
craindre  la  plus  petite,  est  l'unité;  ce  qui  donne  la  longueur  du 

50. 
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cylindre  égale  à  rîntervaile  des  divisions,  multiplié  par  le  rapport 
de  la  circonférence  à  quatre  diamètres. 

Concevons  maintenant  le  plan  précédent  divisé  encore  par  des 
lignes  perpendiculaires  aux  précédentes,  et  équidistantes  d'une 
quantité  b  égale  ou  plus  grande  que  la  longueur  2r  du  cylindre. 
Toutes  ces  lignes  formeront,  avec  les  premières,  une  suite  de  rec- 
tangles dont  b  sera  la  longueur  et  a  la  hauteur.  Considérons  un 
de  ces  rectangles,  supposons  que  dans  son  intérieur  on  mène  à 
la  distance  de  r  de  chaque  côté,  des  lignes  qui  lui  soient  paral- 
lèles; elles  formeront  d'abord  un  rectangle  intérieur  dont  b — ir 
sera  la  longueur,  et  a — 2r  la  hauteur;  ensuite  deux  petits  rec- 
tangles dont  r  sera  la  hauteur  et  b — 2r  la  longueur;  puis  deux 
autres  petits  rectangles  dont  r  sera  la  longueur  et  a  —  aria  hau- 
teur; enfin,  quatre  petits  carrés  dont  les  côtés  seront  égaux  à  r. 

Tant  que  le  centre  du  cylindre  sera  placé  dans  le  rectangle 
intérieur,  le  cylindre,  en  tournant  sur  son  centre,  ne  rencontrera 
jamais  les  côtés  du  grand  rectangle. 

Lorsque  le  centre  du  cylindre  sera  placé  dans  l'intérieur  d'un 
des  rectangles  dont  r  est  la  hauteur  et  b  —  2r  la  longueur,  il  est 
facile  de  voir,  par  ce  qui  précède,  que  le  produit  de  8r,  par  la  lon- 
gueur 6 —  2r,  sera  le  nombre  des  combinaisons  correspondantes, 
dans  lesquelles  le  cylindre  rencontrera  l'un  ou  l'autre  des  côtés  b 
du  grand  rectangle.  Aînsî  Sr.[b  —  2r)  sera  le  nombre  total  des 
combinaisons  correspondantes  aux  cas  dans  lesquels  le  centre  du 
cylindre  étant  placé  dans  Tun  ou  l'autre  de  ces  petits  rectangles, 
le  cylîndre  rencontre  le  contour  du  grand  rectangle.  Par  la  même 
raison  8r.  (a — 2r)  sera  le  nombre  total  des  combinaisons  dans  les- 
quelles le  centre  du  cylindre  étant  placé  dans  l'intérieur  des  petits 
rectangles,  dont  r  et  a  —  2r  sont  les  dimensions,  le  cylindre  ren- 
contre le  contour  du  grand  rectangle. 

Il  nous  reste  à  considérer  les  quatre  petits  carrés.  Soit  ABCD 
l'un  d'eux.  De  l'angle  A  commun  à  ce  carré  et  au  grand  rec- 
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tangle ,  comme  centre,  et  du  rayon  r,  décrivons  un  quart  de  cir- 
conférence se  terminant  aux  points  B  et  D.  Tant  que  le  centre 
du  cylindre  sera  compris  dans  le  quart  de  cercle  formé  par  cet  arc, 
le  cylindre,  en  tournant,  rencontrera,  dans  toutes  ses  positions, 
le  contour  du  grand  rectangle;  le  nombre  des  combinaisons  dans 
lesquelles  cela  aura  lieu  est  donc  égal  au  produit  de  2  'tt  par  la 

surface  du  quart  de  cercle,  et  par  conséquent  il  est  égal  à  — - — . 

Si  le  centre  du  cylindre  est  dans  la  partie  du  carré  qui  est  au 
delà  du  quart  de  cercle,  le  cylindre,  en  tournant  autour  de  son 
centre,  pourra  rencontrer  l'un  ou  l'autre  des  deux  côtés  AB  et  AD 
prolongés,  sans  jamais  les  rencontrer  tous  deux  à  la  fois.  Pour  dé- 
terminer le  nombre  des  combinaisons  relatives  à  cette  rencontre, 
je  conçois  sur  un  point  quelconque  du  côté  AB,  distant  de  x  du 
point  A,  une  perpendiculaire  y  dont  l'extrémité  soit  au  delà  du 
quart  de  cercle.  Je  place  le  centre  du  cylindre  sur  cette  extrémité, 
de  laquelle  j'abaisse  quatre  droites  égales  à  r,  et  dont  deux  abou- 
tissent sur  le  côté  AB  prolongé,  si  cela  est  nécessaire,  et  deux  au- 
tres sur  le  côté  AD  pareillement  prolongé.  Je  nomme  2  (p  l'angle 
compris  entre  les  deux  premières  lignes,  et  2^'  l'angle  compris 
entre  les  deux  secondes.  Il  est  visible  que  le  cylindre,  en  tour- 
nant sur  son  centre,  rencontrera  le  côté  il J5  prolongé,  tant  qu'une 
de  ses  moitiés  sera  dans  l'angle  2(^,  et  qu'il  rencontre  le  côtéilD 
prolongé,  tant  qu'une  de  ses  moitiés  sera  dans  l'angle  2(p';  le 
nombre  total  des  combinaisons,  dans  lesquelles  le  cylindre  ren- 
contrera l'un  ou  l'autre  de  ces  côtés,  est  donc  4.(9"^"^)î  ^^^^^  ^^ 
nombre,  relativement  à  la  partie  du  carré  extérieure  au  quart  de 
cercle,  est 

or  on  a  évidemment, 

a;=r.cos.^',  y=r.cos.^; 
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l'intégrale  précédente  devient  ainsi 

et  il  est  facile  de  voir  que  Tintégrale  relative  à  ^'  doit  être  prise 

depuis  (p=o  jusqu'à  (p'=z (p,  et  que  Tintégrale  relative  à  ^ 

doit  être  prise  depuis  (p=o  jusqu  à^=  -;  cequi  donne  Yr*.(i  2— tt*) 

pour  celte  intégrale.  En  lui  ajoutant ,  on  aura  le  nombre  des 

combinaisons  relatives  au  carré;  et  en  quadruplant  ce  nombre, 
et  le  réunissant  aux  nombres  précédents  des  combinaisons  rela- 
tives à  la  rencontre  du  contour  du  grand  rectangle,  par  le  cy- 
lindre, on  aura,  pour  le  nombre  total  des  combinaisons, 

8.(a-4-6).r— 8r*. 

Mais  le  nombre  total  des  combinaisons  possibles  est  évidemment 
égal  à  2  'TT  multiplié  par  la  surface  ab  du  grand  rectangle  ;  la  pro- 
babilité de  la  rencontre  des  divisions  du  plan  par  le  cylindre  est 
donc 

ab.ir 


LIVRE  DEUXIEME.  399 


CHAPITRE  VI. 

DE  LA  PROBABILITÉ  DES  CAUSES  ET  DES  ÉVÉNEMENTS  FUTURS, 
TIRÉE  DES  ÉVÉNEMENTS  OBSERVÉS. 


26.  La  probabilité  de  la  plupart  des  événements  simples  est 
inconnue  :  en  la  considérant  à  priori,  elle  nous  paraît  susceptible 
de  toutes  les  valeurs  comprises  entre  zéro  et  Tunité;  mais  si  l'on 
a  observé  un  résultat  composé  de  plusieurs  de  ces  événements , 
la  manière  dont  ils  y  entrent  rend  quelques-unes  de  ces  valeurs 
plus  probables  que  les  autres.  Ainsi  à  mesure  que  le  résultat  ob- 
servé se  compose  par  le  développement  des  événements  simples, 
leur  vraie  possibilité  se  fait  de  plus  en  plus  connaître,  et  il  devient 
de  plus  en  plus  probable  qu'elle  tombe  dans  les  limites  q[ui,  se 
resserrant  sans  cesse,  finiraient  par  coïncider,  si  le  nombre  des 
événements  simples  devenait  infini.  Pour  déterminer  les  lois  sui- 
vant lesquelles  cette  possibilité  se  découvre,  nous  la  nommerons  x. 
La  théorie  exposée  dans  les  chapitres  précédents  donnera  la  pro- 
babilité du  résultat  observé,  en  fonction  de  œ.  Soit  j  cette  fonction  : 
si  l'on  considère  les  différentes  valeurs  de  x  comme  autant  de 
causes  de  ce  résultat,  la  probabilité  de  x  sera,  par  le  troisième 
principe  du  n**  1,  égale  à  une  fraction  dont  le  numérateur  est  j, 
et  dont  le  dénominateur  est  la  somme  de  toutes  les  valeurs  de  y; 
en  multipliant  donc  le  numérateur  et  le  dénominateur  de  cette 
fraction  par  dx,  cette  probabilité  sera 

ydx 
Jydx\ 

rintégrale  du  dénominateur  étant  prise  depuis  x=o  jusqu'à  x=i. 
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La  probabilité  que  la  valeur  de  x  est  comprise  dans  les  limites 
x=B  et  x=B\  est  par  conséquent  égale  à 

Jydx  ,  . 

rintégrale  du  numérateur  étant  prise  depuis  a;  =  0  jusqu'à  a:=d', 
et  celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  a;=ojusqu  à a;=  i. 

La  valeur  de  x  la  plus  probable  est  celle  qui  rend  y  un  maxi- 
mum. Nous  la  désignerons  par  a.  Si  aux  limites  de  Xy  y  est  nul, 
alors  chaque  valeur  de  j  a  une  valeur  égale  correspondante  de 
l'autre  côté  du  maximum. 

Quand  les  valeurs  de  x,  considérées  indépendamment  du  résultat 
observé,  ne  sont  pas  également  possibles,  en  nommant  z  la  fonc- 
tion de  X  qui  exprime  leur  probabilité,  il  est  facile  de  voir,  par 
ce  qui  a  été  dit  dans  le  premier  chapitre  de  ce  livre,  qu'en  chan- 
geant dans  la  formule  [\)^  y  dans  yz,  on  aura  la  probabilité  que 
la  valeur  de  x  est  comprise  dans  les  limites  a?=0  et  x=d'.  Cela 
revient  à  supposer  toutes  les  valeurs  de  x  également  possibles 
à  priori,  et  à  considérer  le  résultat  observé,  comme  étant  formé 
de  deux  résultats  indépendants,  dont  les  probabilités  sont  j  et  z. 
On  peut  donc  ramener  ainsi  tous  les  cas  à  celui  où  l'on  suppose 
à  priori,  avant  l'événement,  une  égale  possibilité  aux  différentes 
valeurs  de  x,  et,  par  cette  raison,  nous  adopterons  cette  hypo- 
thèse dans  ce  qui  va  suivre. 

Nous  avons  donné  dans  les  n**'  22  et  suivants  du  premier  livre, 
les  formules  nécessaires  pour  déterminer,  par  des  approximations 
convergentes,  les  intégrales  du  numérateur  et  du  dénominateur  de 
la  formule  (i),  lorsque  les  événements  simples  dont  se  compose 
l'événement  observé  sont  répétés  un  très-grand  nombre  de  fois; 
car  alors  j  a  pour  facteurs,  des  fonctions  de  x  élevées  à  de  grandes 
puissances.  Nous  allons,  au  moyen  de  ces  formules,  déterminer  la 
loi  de  probabilité  des  valeurs  de  rr,  à  mesure  qu'elles  s'éloignent 
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de  la  valeur  a,  la  plus  probable ,  ou  qui  rend  y  un  maximum.  Pour 
cela,  reprenons  la  formule  (c)  du  n°  27  du  premier  livre, 

Jydx=Y.\  U-\ — . T— H -. o  /   j  .  +  etc.  .fdt.c 

•'•'  f         2     i.a.aj;*        2'      1. 2.3.4. «a;  )  *^ 

H — .c      .  — j T. j-,+iT'+i). 5--T--etc.      2 

2  (    dx  i.2.aa;'     ^  '    i.i.i.dx'  )    ^  ' 


.c 

2 


dj: 


,  ,           x  —  a  rr    d.U*    d*.U*  1 

V  est  égal  a ,  et  t/,  —i — ,     ,  ^   ,  etc.  sont  ce  que  de- 

Vlog.F-log.j  ^^       ^^ 

viennent  r,  ^-^— ,  V7-,  etc.  lorsqu'on  y  change,  après  les  difîéren- 

tiations,  x  en  a,  a  étant  la  valeur  de  x  qui  rend  j  un  maximum  : 
T  est  égal  à  ce  que  devient  la  fonction  \/log.y — log.j,  lorsqu'on 
change  a:  en  a — 6  dans  y,  et  T'  est  ce  que  devient  la  même 
fonction ,  lorsqu'on  y  change  x  dans  a  -h-  &.  L'expression  précé- 
dente de  fydx  donne  la  valeur  de  cette  intégrale,  dans  les  limites 
x=a — B  et  x^=a-h-d' ;  l'intégrale  fdt.c^^  étant  prise  depuis 
<  =  — 7  jusqu'à  t=r. 

Le  plus  souvent,  aux  limites  de  l'intégrale  fydx  y  étendue  depuis 
ar  =  o  jusqu'à  x=^v  ^  y  est  nul;  ou  lorsque  y  n'est  pas  nul,  il 
devient  si  petit  à  ces  limites,  qu'on  peut  le  supposer  nul.  Alors, 
on  peut  faire  à  ces  limites  Tet  T  infinis,  ce  qui  donne  pour  l'in- 
tégrale fydx  étendue  depuis  x=o  jusqu'à  x=\^ 

fydx=  Y.  j  U+  1.-^  +  i^.  ,  ,;^X^^,  +etc.  j  .y/^; 

ainsi  la  probabilité  que  la  valeur  de  x  est  comprise  dans  les  limites 
x=^a — B  et  x=ia-h&,  est  égale  à 

TOMR   VII.  51 


^ 
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12  {    dx  i.2.ax*      ^  '   i.a.o.ax' 


c-'' 


;^-  + 


On  voit  par  le  n°  23  du  premier  livre,  que  dans  le  cas  où  j  a  pour 
facteurs,  des  fonctions  de  x  élevées  à  de  grandes  puissances  de 

Tordre  -,  a  étant  une  fraction  extrêmement  petite,  alors  U  est 

0, 

le  plus  souvent  de  Tordre  ^/ûT,  ainsi  que  ses  différences  succes- 
sives; U,  -^ — ,      ' ,  ,  etc.  sont  respectivement  des  ordres  y/a, 

d,  a*^,  etc.  d'où  il  suit  que  la  convergence  des  séries  de  la  for- 
mule (3)  exige  que  T  et  T  ne  soient  pas  d'un  ordre  supérieur 

V- 

Si  Ton  suppose  0  =  0',  alors  on  a  à  fort  peu  près  7"=  T,  et  la 
formule  (3)  se  réduit,  en  négligeant  les  termes  de  Tordre  a,  à  TîA- 


.-t« 


tégrale  ^—^ — ,  prise  depuis  f=—r  jusqu'à  t=T;  ce  qui  revient, 

en  négligeant  le  carré  de  la  différence  T'* —  T*,  à  doubler  Tinté- 
grale  précédente,  et  à  la  prendre  depuis  t  nul  jusqu'à 

or  on  a 

r=log.  y— log.j, 

et  Ton  peut  supposer 

9  étant  une  fonction  de  a;  ou  de  a  —  0,  qui  ne  renferme  plus 


(3) 
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de  facteurs  élevés  à  de  grandes  puissances;  en  nommant  donc 
O,  ^,  -r^,  etc.  ce  que  deviennent,  lorsque  6  est  nul,  ^,  -7^, 

-j-^ ,  etc.  en  observant  ensuite  que  la  condition  de  Y  ou  O,  un 
maximum,  donne  -t-  =  o,  on  aura 

«^  —       ^  •  ao.efa:*  "^  ^  '  60.dx'        8  130:3^*       \^lx^)  J  ■^^*^- 

En  changeant  6  dans  —  0,  on  aura  la  valeur  de  aT"*  ;  on  aura  donc, 
en  négligeant  les  termes  de  Tordre  a*, 


2  '  20.(ix*' 


partant , 


Faisons 


v/^"=^rV/=^ 


lc—\  I         ^^^    —  V  /        «<^<^y 


la  probabilité  que  la  valeur  de  x  est  comprise  dans  les  limites 


a zt:    ';    ,  sera 


Tintégrale  étant  prise  depuis  r=o,  et  pouvant  être  obtenue  d'une 
manière  fort  approchée,  par  les  formules  du  n"*  27  du  premier 
livre. 

Il  résulte  de  cette  expression,  que  la  valeur  de  x  la  plus  pro- 
bable est  a,  ou  celle  qui  rend  l'événement  observé,  le  plus  pro- 

51. 
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babie;  et  qu  en  multipliant  à  Tinfini  les  événements  simples  dont 
l'événement  observé  se  compose,  on  peut  à  la  fois  resserrer  les 

limites  a  ±  -^ — ,  et  augmenter  la  probabilité  que  la  valeur  de  x 

tombera  entre  ces  limites;  en  sorte  qu'à  l'infini  cet  intervalle 
devient  nul,  et  la  probabilité  se  confond  avec  la  certitude. 

Si  l'événement  observé  dépend  d'événements  simples  de  deux 
différents  genres,  en  nommant  x  et  a;'  les  possibilités  de  ces  deux 
genres  d'événements,  on  verra  parles  raisonnements  précédents, 
que  j  étant  alors  la  probabilité  de  l'événement  composé,  la  fraction 

(4) 


ffydx.dx" 

sera  la  probabilité  des  valeurs  simultanées  de  x  et  de  x,  les  inté- 
grales du  dénominateur  étant  prises  depuis  x=o  jusqu'à  x^i^ 
et  depuis  x  ^=o  jusqu'à  x'=  i.  En  nommant  a  et  a  les  valeurs 
de  x  et  de  x  qui  rendent  y  un  maximum,  et  faisant  a;=a-f-  ô, 
x'=a'-\-d',  on  trouvera,  par  l'analyse  du  n°  27  du  premier  livre» 
que  si  l'on  suppose 

/  ddY\ 
V  V 


6       .   I      (ddY\      fl,  \dxdx')         I      iY       _ 

\/-^Y  /^\'Vw^'rw^v    \dxdx')-'' 


la  fraction  (4)  prendra  cette  forme 

dtdt'.c-''^'' 


ffdtMc-''-'' 

Les  intégrales  du  dénominateur  doivent  être  prises  depuis  t= — 
jusqu'à  f=oo,  et  depuis  {==  —  oo  jusqu'à  f'=oo;  car  les  inté- 


oo 
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graies  relatives  kxetx  de  la  fraction  (A)  étant  prises  depuis  x=:o 
et  a;'=o  jusquà  x  et  x  égaux  à  Tunité,  et  à  ces  limites,  les  va- 
leurs de  6  et  de  6'  étant  — a  et  i  —  a;  — a  et  i  —  a,  les  limites 
de  t  et  de  t'  sont  égales  à  ces  dernières  limites  multipliées  par  des 

quantités  de  Tordre— ::  ainsi  l'exponentielle  c""^  ~^    est  excessi- 

vement  petite  à  ces  limites,  et  Ton  peut,  sans  erreur  sensible, 
étendre  les  intégrales  du  dénominateur  de  la  fraction  précédente, 
jusqu'aux  valeurs  infinies  positives  et  négatives  des  variables  t  et  {. 
Ce  dénominateur  devient  ainsi  égal  à  tt;  et  la  probabilité  que  les 
valeurs  de  d'  et  de  6  sont  comprises  dans  les  limites 


.„.,=    'V--(") 


/fddY\   (ddY\      (ddYV 
\/\dx*  )'\dx'*  )     [dxdx'J 

_  t'(ddY\  


est  égale  à 

les  intégrales  étant  prises  depuis  t  et  f'  nuls. 

On  voit  par  cette  formule,  que  dans  le  cas  de  deux  genres 
différents  d'événements  simples,  la  probabilité  que  leurs  possibi- 
lités respectives  sont  celles  qui  rendent  l'événement  composé  le 
plus  probable,  devient  de  plus  en  plus  grande,  et  finit  par  se 
confondre  avec  la  certitude  ;  ce  qui  a  lieu  généralement  pour  un 
nombre  quelconque  de  genres  différents  d'événements  simples, 
qui  entrent  dans  l'événement  observé. 
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Si  Ton  conçoit  une  urne  renfermant  une  infinité  de  boules  de 
plusieurs  couleurs  différentes,  et  qu après  en  avoir  tiré  un  grand 
nombre  n,  p  sur  ce  nombre  aient  été  de  la  première  couleur,  q 
de  la  seconde,  r de  la  troisième,  etc.  en  désignant  para?,  x,  x',  etc. 
les  probabilités  respectives  d'amener  dans  un  seul  tirage  une  de 
ces  couleurs,  la  probabilité  de  l'événement  observé  sera  le  terme 
qui  a  pour  facteur  x^.  x'f.  x"''.  etc.  dans  le  développement  du 
polynôme 

[x-hx-^x^-h  etc.)", 
où  Ton  a 

x-^x-^h-x^-^-  etc.  =1 , 

p-j-^-h  r-h  etc.  =n; 

on  pourra  donc  supposer  ici  y=x^.x'^.x"\  etc.  et  alors  on  a  pour 

les  valeurs  de  x,  x\  x\  etc.  qui  rendent  l'événement  observé  le 

plus  probable, 

p  f 7  n r 

X  — —  "~"  •     X  — —  ^  •     X  — —  ^  •  eic. 

71  71  71 

Ainsi  les  valeurs  les  plus  probables  sont  proportionnelles  aux 
nombres  des  arrivées  des  couleurs,  et  lorsque  le  nombre  n  est  un 
grand  nombre,  les  probabilités  respectives  des  couleurs  sont  à 
très-peu  près  égales  aux  nombres  de  fois  qu'elles  sont  arrivées, 
divisés  par  le  nombre  des  tirages. 

27.  Pour  donner  une  application  de  la  formule  précédente, 
considérons  le  cas  où  deux  joueurs  A  et  B  jouent  ensemble  avec 
cette  condition,  que  celui  qui,  sur  trois  coups,  en  aura  gagné 
deux,  gagne  la  partie;  et  supposons  que  sur  un  très-grand  nombre 
71  de  parties ,  A  en  ait  gagné  un  nombre  i.  En  nommant  x  la  pro- 
babilité de  A  pour  gagner  un  coup,  et  par  conséquent  i — x,  la 
probabilité  correspondante  de  B;  la  probabilité  de  A  pour  gagner 
une  partie  sera  la  somme  des  deux  premiers  termes  du  binôme 
(a;-hi — x)';  et  la  probabilité  correspondante  de  B  sera  la  somme 
des  deux  derniers  termes.  Ces  probabilités  sont  donc  x\{3 — 2x), 
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et  (i — xY.{i-i-2x);  ainsi,  la  probabilité  que  sur  n  parties,  A 
en  gagnera  i,  et  B,  n — i,  sera  proportionnelle  à 

en  nommant  donc  j  cette  fonction,  et  a  la  valeur  de  x  qui  la 
rencl  un  maximum;  la  probabilité  que  la  valeur  de  x  est  comprise 
dans  les  limites  a — B  eta-hô,  sera 

Syàx 

Jydx' 

l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  depuis  a;=a — B  jusqu'à 
a;=a-h-0,  et  celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  a;=o  jus- 
qu'à x=\ .  Si  l'on  fait 

on  aura,  par  le  numéro  précédent , 

(^=zX^'.{3—2xY.{l—x)^*'\{l'i'2Xy-^'\ 

La  condition  du  maximum  de  j  ou  de  ^  donne  d(^=o;  par  con- 
séquent a  étant  la  valeur  de  x  correspondante  à  ce  maximum,  on 
aura 

a  3  — 2a  1  — a  i  +  aa    ' 

d'où  l'on  tire 

i=a\(3 — 2  a),  1  — r=:(i — a)'.  (1-1-2  a); 

ensuite  on  a 

-(i(/0  18 


=  h. 


2<b.dx*        (3  — 2a).(i+2a) 

La  probabilité  que  la  valeur  de  x  est  comprise  dans  les  limites 

■• 
a  ±— ;z,  sera  donc,  par  le  numéro  précédent,  égale  à 

_  -i8.r' 

V/»-(3--2a).(i+aa) 
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On  verra  facilement  que  ce  résultat  s'accorde  avec  celui  que  nous 
avons  trouvé  dans  le  numéro  16,  par  une  analyse  moins  directe 
que  celle-ci. 

La  partie  finit  en  deux  coups ,  si  ^4  ou  J5  gagne  les  deux  pre- 
miers coups,  le  troisième  coup  n'étant  pas  joué,  parce  qu'il  devient 
inutile.  Ainsi  les  nombres  des  parties  gagnées  par  l'un  et  l'autre 
des  joueurs  n'indiquent  pas  le  nombre  des  coups  joués,  mais  ils 
indiquent  que  ce  dernier  nombre  est  contenu  dans  des  limites 
données,  avec  une  probabilité  qui  croît  sans  cesse,  à  mesure  que 
les  parties  se  multiplient.  La  recherche  de  ce  nombre  et  de  cette 
probabilité  étant  très-propre  à  éclaircir  l'analyse  précédente,  nous 
allons  nous  en  occuper. 

La  probabilité  que  A.  gagnera  une  partie  en  deux  coups  est  s?^ 
X  exprimant,  comme  ci-dessus,  sa  probabilité  de  gagner  à  chaque 
coup.  La  probabilité  qu'il  gagnera  la  partie  en  trois  coups  est 
ix^\\ — x].  La  somme  a:'.(3 — 20;)  de  ces  deux  probabilités  est  la 
probabilité  que  A  gagnera  la  partie.  Ainsi,  pour  avoir  la  probabi- 
lité que  sur  i  parties  gagnées  par  le  joueur  A,  s  seront  de  deux 
coups,  il  faut  élever  à  la  puissance  i  le  binôme 

X*  2X*.[l'-x) 

X*.(3--2X)  X*.(3  — 2  J?)' 


ou 


»  ,     2.(i-a:) 

3  —  20;  3  —  20;  ' 

et  le  terme  i — s-hi  du  développement  de  cette  puissance  sera 
cette  probabilité,  qui  est  ainsi  égale  à 

i.2.3....i.2*~'.(i  — a;)'-' 


i.2.3....5.i.2.3....(i— 5).(3— 2a;)'' 


Le  plus  grand  terme  de  ce  développement  est,  par  le  n**  16,  celui 
dans  lequel  les  exposants  s  et  i — 5  du  premier  et  du  second  terme 
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du  binôme  sont  à  très-peu  près  dans  le  rapport  de  ces  termes, 
ce  qui  donne 


3  — 2X' 

Nous  nommerons  s  cette  quantité,  et  nous  ferons 

s=s-hl; 
on  aura,  par  le  n**  16, 

— i/» 


y  1S  7r.(i— 5  ) 

pour  la  probabilité  de  5,  correspondante  à  l'adresse  x  du  joueur  A. 

On  trouvera  pareillement  que  si  l'on  nomme  z  le  nombre  des 

parties  de  deux  coups,  gagnées  par  le  joueur  B,  sur  le  nombre 

n — I  de  parties  qu'il  a  gagnées,  la  valeur  de  z  la  plus  probable 

sera ;  et  qu'en  désignant  par  z  cette  quantité ,  et  faisant 

la  probabilité  de  z  correspondante  à  x  sera 


sf-. 


. -(n-i).t' 


1Z  .\jl—l—Z  j.TT 

Le  produit  de  ces  deux  probabilités  est  donc  la  probabilité  cor- 
respondante à  x^  que  le  nombre  des  parties  de  deux  coups ,  gagnées 
par  le  joueur  A,  sera  ^'-f-/,  tandis  que  le  nombre  des  parties  de 
deux  coups,  gagnées  parle  joueur  B,  sera  z'-f-/'.  Soit 

I  , 71  — I 

9 — TTmTT'     9  — 


2  5'.(l-5V        ^  "■   2z'.(7l~l~zy 

on  aura  pour  cette  probabilité  composée 

TOMK    TH.  52 
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Il  faut  multiplier  cette  probabilité  par  celle  de  x,  qui,  comme  on 

l'a  vu  dans  le  numéro  précédent,  est  J  ,   ;  le  produit  est 

vS:.J^.rf/.rf/'.e-""-''''*;  (e) 

n       Jydx  ^ 

l'intégrale  du  dénominateur  doit  être  prise  depuis  x=o  jusqu'à 
a:=i;  et  par  le  n"  27  du  premier  livre,  cette  intégrale  est  à  très- 
peu  près, 


sl-^-sJ— 


Y  .  I  I        2  y.  dx^ 


ddY    • 
Si  l'on  nomme  X  la  fonction 

et  que  l'on  désigne  par  a  la  valeur  de  x,  qui  rend  Xy  un  maximum; 
et  par  A'  et  Y,  ce  que  deviennent  X  et  y,  lorsqu'on  y  change 
X  en  a,  on  aura,  par  le  numéro  précédent,  en  faisant  x=d-\-0. 

Il  est  facile  de  voir  que  a  ne  diflFère  de  la  valeur  a  de  ic,  qui  rend 
y  un  maximum ,  que  d'une  quantité  de  l'ordre  a,  que  nous  dési- 
gnerons ^avfa;  en  substituant  dans  Y,  a-hJoL  au  lieu  de  a ,  pour 
en  former  Y\  et  développant  par  rapport  aux  puissances  de  a,  on 

verra  que  -^  étant  nul,  parce  que  Y  est  le  maximum  de  j,  Y'  ne 

diffère  de  Y  que  de  quantités  de  l'ordre  a;  ainsi  Ton  a,  aux 
quantités  près  d'un  ordre  inférieur  à  celui  que  l'on  conserve,  et 

en  obsei-vant  que  . ,  ,     et  ^,  ,  ^  peuvent  être  négligées  par  rap- 

port  à -^, 

d\X'Y'  d'Y 


aA'ï'.dx'  ~  -iY.dx" 
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la  fonction  (e)  devient  par  là 


On  doit,  dans  cette  fonction,  supposer  x=a,  ce  qui  donne,  en 
substituant  pour  i,  sa  valeur  na\(3 — 2 a), 

3— 2a  , i  +  2a 

^        /\na\{i—a)'        ^        4na.(i— a)»' 

Ensuite,  x  étant  égal  à  a-f-ô,  il  est  égal  à  a-+-/a-hô;  en  négligeant 
donc  les  quantités  de  Tordre  a,  on  aura 

x=a-\'d. 

Maintenant  le  nombre  des  parties  de  deux  coups  étant 

I  71— l  I  V 

ô 1 ; h  /-f-/, 

3  — 2X  1+2X 

ce  nombre  sera 

i  71— i         r     21  2.(71—1)1  ^      ,      ,, 

3  — 2a         i+2a         l(3— 2a)*        (H-2a)*J 

Faisons 

L(3— 20)*        (i  +  2a)»J 
et  désignons  par  q'  la  quantité 

ddY 

L(i-2a)'        (H-ao)'J 

qui,  après  toutes  les  réductions,  se  réduit  à 

9.(3-2a).(i+aa) 
2n.{i— aa)*.(3— aa+aa')*' 

52. 
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la  fonction  (e')  deviendra 

En  rintégrant  depuis  /= — oo  jusqu'à  /=oo,  et  depuis  /'= — oo, 
jusqu'à  /'=oo,  on  aura  la  probabilité  que  le  nombre  des  parties 
de  deux  coups  sera  égal  à 

I  71  —  i 


3  — 2a         i+2a 
or  on  a 

-  ^A^-  ')'-  9''"-  (9H- ,').(/-  ^At-  ())' 


=:fdlc      1^'> 

Cette  dernière  intégrale,  prise  depuis  1= — cx)  jusqu'à  /=oo,  est, 
par  ce  qui  précède, 

9l" 


V^         C       9+9* 


.{t-l')'-g'V 


En  la  multipliant  par  dl',  et  la  mettant  sous  cette  forme, 

.-  _       99'9'''       _  99'-^99•-^9V    /,-_  99*  ^         \' 

V^-°'      f.       99'+ 99'+ 9'9'  9+9'  'V        <ll'+1<+<l'<l') 

VF?' 

et  l'intégrant  depuis  /= — oo  jusqu'à  /=oo,  on  aura 


^     77-^  99  + 9  V 


La  fonction  (e")  intégrée  par  rapport  à  /  et  /',  dans  les  limites 
infinies  positives  et  négatives  de  ces  variables,  devient  ainsi 
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Ainsi,  la  probabilité  que  le  nombre  de  parties  de  deux  coups  sera 
compris  dans  les  limites 

» 1 ; ±f  =  n.(a' -4-1  —  a  )±f, 

est  égale  au  double  de  l'intégrale  de  la  diflférentielle  précédente, 
prise  depuis  t  nul.  On  doit  observer  que  ^,  q,  (f  sont  de  l'ordre 

- ,  en  sorte  que  la  quantité  — ,   ^^? — r-r  est  du  même  ordre.  Re- 
^  ^         kh  99+99+9  9 

présentons-la  par  — ,  et  faisons  t  =  r.\n;  on  aura 

pour  l'expression  de  la  probabilité  que  le  nombre  de  parties  de 
deux  coups  sera  compris  dans  les  limites 

/i.(a*-t-i  —  a  )±r.  y/iï, 

l'intégrale  étant  prise  depuis  r  nul.  L'intervalle  de  ces  deux  limites 
est  iryjn,  et  le  rapport  de  cet  intervalle  au  nombre  n  de  parties 

est  -^  ;  ce  rapport  diminue  sans  cesse ,  à  mesure  que  n  aug- 

mente,  et  r  peut  en  même  temps  croître  indéfiniment;  de  sorte 
que  l'intégrale  précédente  approche  indéfiniment  de  l'unité. 

Le  nombre  total  des  coups  est  le  triple  du  nombre  des  parties 
de  trois  coups,  plus  le  double  du  nombre  des  parties  de  deux 
coups,  ou  le  triple  du  nombre  total  n  des  parties,  moins  le  nombre 
des  parties  de  deux  coups;  il  est  donc 

2/i.(i-|-a — a*)  hf  r.^n: 

l'intégrale  [e")  est  donc  l'expression  de  la  probabilité  que  le  nombre 
des  coups  sera  compris  dans  ces  limites. 
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Si,  au  lieu  de  connaître  le  nombre  i  des  parties  gagnées  par 
le  joueur  4,  et  le  nombre  total  n  des  parties,  on  connaît  le  nombre 
/  et  le  nombre  total  des  coups;  la  même  analyse  pourra  servir  à 
déterminer  le  nombre  inconnu  n  des  parties.  Pour  cela,  désignons 
par  h  le  nombre  total  des  coups,  on  aura,  par  ce  qui  précède,  les 
deux  équations 

3n  —  ô = =h±:r.\/n, 

6—20        i  +  2a  ^ 

I  I  71  —  l  71  —  I 


a        3  —2a         1  — a  i+2a 

Ces  équations  donnent  a  et  ti  en  fonctions  de  hdzr.yn.  Sup- 
posons 

on  aura,  en  réduisant  en  série, 

71  =  i.  \f/  (  -  J  =i=  /r.  \/â.  — j^ — ^  H-  etc. 

on  substituera  dans  A',  au  lieu  de  ti  et  de  a,  z.\f/  (  -  |  et  Tj  -r  |  ; 

l'intégrale  [e"")  est  alors  la  probabilité  que  le  nombre  7i  des  parties 
est  compris  dans  les  limites 

28.  C'est  principalement  aux  naissances  que  l'analyse  précé- 
dente est  applicable ,  et  l'on  peut  en  déduire  non-seulement  pour 
l'espèce  humaine,  mais  pour  toutes  les  espèces  d'êtres  organisés, 
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des  résultats  intéressants.  Jusqu'ici  les  observations  de  ce  genre 
n  ont  été  faites  en  grand  nombre  que  sur  l'espèce  humaine;  nous 
allons  soumettre  au  calcul  les  principales. 

Considérons  d'abord  les  naissances  observées  à  Paris,  à  Lon- 
dres et  dans  le  royaume  de  Naples.  Dans  l'espace  des  quarante 
années  écoulées  depuis  le  commencement  de  17^5,  époque  où 
l'on  a  commencé  à  distinguer  à  Paris,  sur  les  registres,  les  nais- 
sances des  deux  sexes,  jusqu'à  la  fin  de  1784,  on  a  baptisé,  dans 
cette  capitale,  3 98 3 86  garçons  et  377855  filles,  les  enfants 
trouvés  étant  compris  dans  ce  nombre;  cela  donne  à  peu  près  ^ 
pour  le  rapport  des  baptêmes  des  garçons  à  ceux  des  filles. 

Dans  l'espace  des  quatre-vingt-quinze  années  écoulées  depuis 
le  commencement  de  i664  jusqu'à  la  fin  de  1758,  il  est  né,  à 
Londres,  737629  garçons  et  698958  filles;  ce  qui  donne  || 
à  peu  près,  pour  le  rapport  des  naissances  des  garçons  à  celles 
des  filles. 

Enfin,  dans  l'espace  de  neuf  années  écoulées  depuis  le  com- 
mencement de  1774  jusqu'à  la  fin  de  1782,  il  est  né  dans  le 
royaume  de  Naples,  la  Sicile  non  comprise,  782352  garçons  et 
746821  filles;  ce  qui  donne  ^  pour  le  rapport  des  naissances 
des  garçons  à  celles  des  filles. 

Les  plus  petits  de  ces  nombres  de  naissances  sont  relatifs  à 
Paris;  d'ailleurs,  c'est  dans  cette  ville  que  les  naissances  des  gar- 
çons et  des  filles  approchent  le  plus  de  l'égalité.  Par  ces  deux  rai- 
sons, la  probabilité  que  la  possibilité  de  la  naissance  d'un  garçon 
surpasse  y  doit  y  être  moindre  qu'à  Londres  et  dans  le  royaume 
de  Naples.  Déterminons  numériquement  cette  probabilité. 

Nommons  p  le  nombre  des  naissances  masculines  observées  à 
Paris,  q  celui  des  naissances  féminines,  et  x  la  possibilité  d'une 
naissance  masculine,  c'est-à-dire  la  probabilité  qu'un  enfant  qui 
doit  naître  sera  un  garçon;  1 — x  sera  la  possibilité  d'une  nais- 
sance féminine,  et  l'on  aura  la  probabilité  que  sur  p-hq  nais- 
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sances,  p  seront  masculines  et  q  seront  féminines,  égaie  à 

i.2.6...p.i.2.ô...q         ^  ' 

en  faisant  donc 

J=z=a:^(l — 'x^, 

la  probabilité  que  la  valeur  de  x  est  comprise  dans  des  limites  don- 
nées sera,  par  le  n*"  26,  égale  à 

fydx^ 

rintégrale  du  dénominateur  étant  prise  depuisa:=ojusqu'àa:=i, 
et  celle  du  numérateur  étant  prise  dans  les  limites  données.  Si  l'on 
prend  zéro  et  y  pour  ces  limites,  on  aura  la  probabilité  que  la  va- 
leur de  X  ne  surpasse  pas  y.  La  valeur  qui  correspond  au  maximum 

de  j  est     ^    ;  et  vu  la  grandeur  des  nombres/?  et^ ,  l'excès  de     ^  ■ 

sur  Y  est  trop  considérable  pour  employer  ici  la  formule  (c)  du 
n°  27  du  premier  livre,  dans  l'approximation  de  l'intégrale  j^'^» 
prise  depuis  x=o  jusqu'à  a;=-|-;  il  faut  donc,  dans  ce  cas,  faire 
usage  de  la  formule  (A)  du  n"*  22  du  même  livre.  Ici  l'on  a 

ydx x.{i  —  x) 

^~  dy~~  p-[p+q).x' 

la  formule  citée  (A)  donne  ainsi  pour  intégrale  j3^(ir,  prise  depuis 
x^=o  jusqu'à  a:=Y, 


2V^ 


-*-\ 


iF^i'-ff^'-^H- 


Quant  à  l'intégrale  fydx,  prise  depuis  x=^o  jusqu'à  x^=\,  on  a, 
parle  n°26, 

/^rfx  =  r.[£/+i.^+ele.].VÏ. 
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Y  étant  ce  que  devient  j  à  son  maximum,  ou  lorsqu'on  y  substitue 

— ^  pour  X.  V  est  ici  égal  à  ^  — —  ;  et  (J,    j  .   ,  etc.  sont 

P+9^  ^        \/log.Y-log.y  ''^^ 

ce  que  deviennent  r,  -j-r»  ^^^'  lorsqu'on  y  fait,  après  les  diffé- 

rentiations,  x=  — - — .  On  trouve  ainsi  pour  l'intégrale  ^(ic  prise 
depuis  a;  nul  jusqu'à  x  =  i, 

la  probabilité  que  la  valeur  de  x  ne  surpasse  pas  y  est  donc 
égale  à 

xTi— -£±1  — ê±ïi:LL£2_etcl  lo] 

L        {p-<lY        '2./)7.(p+7)  J  \  ' 

Pour  appliquer  de  grands  nombres  à  cette  formule,  il  faudrait 
avoir  les  logarithmes p,  ^  et  p — q,  avec  douze  décimales  au  moins; 
on  peut  y  suppléer  de  cette  manière.  On  a 


log. 


(?r 


=  -^log-(^+^)-9-ïog-(^-^)- 


L   f-f 

Lorsque  les  logarithmes  sont  hyperboliques,  le  second  membre  de 
cette  équation,  réduit  en  série,  devient 


(p-^-9) 


/p^Y     /^zîV     (Pzî\     (p=l\'         1 

WW+W  +  W  +  W^etc. 
1.2  3.4  5.6  7.8  J 


on  aura  donc,  par  cette  série  très-convergente,  le  logarithme  hyper- 
bolique de    p^^  p    y  •  En  le  multipliant  par  0,434^9448,  on  le  con- 

TOMB   VII.  53 
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vertira  en  logarithme  tabulaire;  et  en  lui  ajoutant  le  logarithme 

tabulaire  de  ^^ — ^\         ,  on  aura  le  logarithme  tabulaire  du 

facteur  qui  multiplie  la  série  (o).  Si  Ton  nomme  -  ce  facteur,  et 
si  Ton  fait 

^==393386,      9  =  377555; 

on  trouve  en  logarithme  tabulaire 

log.  (i='j2y'àbi  1780, 
la  série  (0)  devient 

-.(1 — 0,0030761-hetc.). 

Cette  quantité,  d'une  petitesse  excessive,  retranchée  de  Tunité, 
donnera  la  probabilité  qu'à  Paris  la  possibilité  des  naissances  des 
garçons  surpasse  celle  des  filles;  d'où  Ton  voit  que  Ton  doit  re- 
garder cette  probabilité  comme  étant  égale,  au  moins,  à  celle  des 
faits  historiques  les  plus  avérés. 

Si  l'on  applique  la  formule  (0)  aux  naissances  observées  dans 
les  principales  villes  de  l'Europe,  on  trouve  que  la  supériorité  des 
naissances  des  garçons  sur  les  naissances  des  filles,  observée  par- 
tout, depuis  Naples  jusqu'à  Saint-Pétersbourg,  indique  une  plus 
grande  possibilité  des  naissances  des  garçons,  avec  une  probabi- 
lité extrêmement  approchante  de  la  certitude;  ce  résultat  parait 
donc  être  une  loi  générale,  du  moins  en  Europe;  et  si  dans  quel- 
ques petites  villes,  où  l'on  n'a  observé  qu'un  nombre  peu  considé- 
rable de  naissances,  la  nature  semble  s'en  écarter,  il  y  a  tout  lieu 
de  croire  que  cet  écart  n'est  qu'apparent,  et  qu'à  la  longue,  les 
naissances  observées  dans  ces  villes  offriraient,  en  se  multipliant, 
un  résultat  semblable  à  celui  des  grandes  villes.  Plusieurs  philo- 
sophes, trompés  par  ces  anomalies,  ont  cherché  la  cause  de  phé- 
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nomènes  qui  ne  sont  que  l'efiFet  du  hasard;  ce  qui  prouve  la  né- 
cessité de  faire  précéder  de  pareilles  recherches,  par  celle  de  la 
probabilité  avec  laquelle  les  observations  indiquent  les  phéno- 
mènes dont  on  veut  déterminer  la  cause.  Je  prends  pour  exemple 
la  petite  ville  de  Vitteaux,  dans  laquelle,  sur  4i5  naissances  oh- 
,  servées  pendant  cinq  années,  il  est  né  2o3  garçons  et  212  filles. 
p  étant  ici  moindre  que  9,  l'ordre  naturel  paraît  renversé.  Voyons 
quelle  est,  d'après  ces  observations,  la  probabilité  que  les  facilités 
des  naissances  des  garçons  surpassent,  dans  cette  ville,  celles  des 

naissances  des  filles.  Cette  probabilité  est  y  ,  ,  l'intégrale  du  nu- 
mérateur étant  prise  depuis  a;=yjusqu'àa;=i,  et  celle  du  déno- 
minateur étant  prise  depuis  x=o  jusqu'à  x=\.  La  formule  (0) 
qui,  retranchée  de  l'unité,  donne  cette  fraction,  devient  ici  di- 
vergente; nous  emploierons  alors  la  formule  (3)  du  n°  26,  qui  se 

Çdi  c—^* 
réduit  à  fort  peu  près  à  son  premier  terme  "^ — '-zz — ,  l'intégrale 

étant  prise  depuis  la  valeur  de  t  qui  correspond  k  œ=Y  jusqu'à 
la  valeur  de  t  qui  correspond  k  x  =  i.  Or,  on  a,  par  le  numéro 
cité, 

f=log.r— log.j. 

y  étant  af.{i — x^,  et  Fêtant  la  valeur  de  y  correspondante  au 
maximum  de  y,  qui  a  lieu  lorsque  x=  — — ;  la  valeur  de  f  qui 

^^^ — —^ —   ,  ce  logarithme  étant 

hyperbolique,  et  étant  donné,  par  ce  qui  précède,  par  une  série 
très- convergente.  La  valeur  de  t*  qui  correspond  k  x=i,  est 
f*=oo;  on  a  donc  ainsi  les  deux  limites  de  l'intégrale  fdt.c~^\  in- 
tégrale qu'il  sera  facile  d'obtenir  par  les  formules  que  nous  avons 
données  pour  cet  objet.  On  trouve  ainsi  la  probabilité  qu'à  Vit- 


correspond  à  a:  =  y,  est  —  log. 


53. 
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teaux  les  facilités  des  naissances  des  garçons  l'emportent  sur  celles 
des  filles  égale  à  o,33;  la  supériorité  de  la  facilité  des  naissances 
des  filles  est  donc  indiquée  par  ces  observations,  avec  une  proba- 
bilité égale  à  0,67,  probabilité  beaucoup  trop  faible  pour  balan- 
cer l'analogie  qui  nous  porte  à  penser  qu'à  Vitteaux,  comme  dans 
toutes  les  villes  où  Ton  a  observé  un  nombre  considérable  de  nais- 
sances, la  possibilité  des  naissances  des  garçons  l'emporte  sur 
celle  des  naissances  des  filles. 

29.  On  a  vu  qu'à  Londres  le  rapport  observé  des  naissances 
des  garçons  à  celles  des  filles  est  égal  à  ^ ,  tandis  qu'à  Paris  celui 
des  baptêmes  des  garçons  à  ceux  des  filles  n'est  que  55.  Cela 
semble  indiquer  une  cause  constante  de  cette  différence.  Déter- 
minons la  probabilité  de  cette  cause. 

Soient  p  etij  les  nombres  des  baptêmes  des  garçons  et  des  filles 
faits  à  Paris  dans  l'intervalle  du  commencement  de  i  745  à  la  fin 
de  1784;  en  désignant  par  a;  la  possibilité  du  baptême  d'un  gar- 
çon, et  faisant,  comme  dans  le  numéro  précédent, 

la  valeur  de  x  la  plus  probable  sera  celle  qui  rend  j  un  maximum; 
elle  est  donc  — —  ;  en  supposant  ensuite 

x=^-^d; 
p  +  q 

la  probabilité  de  la  valeur  de  0  sera,  parle  n*"  26,  égale  à 


v/ 


à»  .  lip+^Y   --^ 


yfi  V    ^P9 


.c 


En  désignant  par  p,  cj'  et  6',  ce  que  deviennent  p,  q  ei  6  pour 
Londres,  on  aura 
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pour  la  probabilité  de  6';  le  produit 

de  ces  deux  probabilités  sera  donc  la  probabilité  de  l'existence 
simultanée  de  0  et  de  0'.  Faisons 

p+q  p+q 

la  fonction  diflférentielle  précédente  devient 

dB.dt    np+q)\[p'+qj  ^--^■^--vr-l^'^'~(/'-^9).ipW)) 

TT     y      ^pqpq 

En  rintégrant  pour  toutes  les  valeurs  possibles  de  0,  et  ensuite 
pour  toutes  les  valeurs  positives  de  t,  on  aura  la  probabilité  que 
la  possibilité  des  baptêmes  des  garçons  est  plus  grande  à  Londres 
qu'à  Paris.  Les  valeurs  de  6  peuvent  s'étendre  depuis  6  égal  à 

^jusqu'à  d  égal  à  1 ^— ;  mais  lorsque  p  et  q  sont  de 

très-grands  nombres,  le  facteur  c  ^'"'  est  si  petit  à  ces  deux 
limites  qu'on  peut  le  regarder  comme  nul  ;  on  peut  donc  étendre 
Kntégrale  relative  à  d,  depuis  6  =  —  00  jusqu'à  6  =  00.  On 
voit,  par  la  même  raison,  que  l'intégrale  relative  à  t  peut  être 
étendue  depuis  t=o  jusqu'à  t  =00.  En  suivant  le  procédé  du 
n?  21  ^  pour  ces  intégrations  multiples,  on  trouvera  facilement 
que  si  l'on  fait 

2p'q'[p  +  qY  +  2pq.[p'+qJ' 

(/>  +  9)  •(/>'+?')' 
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ce  qui  donne  dd  =  dt';  la  différentielle  précédente,  intégrée  d'a- 
bord par  rapport  à  t'  depuis  f'  =  —  oo  jusqu'à  i'=oo,  et  ensuite 
depuis  (  =  0  jusqu'à  (  infini,  donnera 

•  c 

pour  la  probabilité  qu'à  Londres  la  possibilité  des  baptêmes  des 
garçons  est  plus  grande  qu'à  Paris.  Si  l'on  fait 

k.{t—h)=e, 

cette  intégrale  devient 

f—  c"'" 

l'intégrale  étant  prise  depuis  t"=  —  kh  jusqu'à  ('=00;  et  il  est 
visible  qu'elle  est  égale  à 


_  cm  c-'" 

J  Sjlt 


1 

l'intégrale  étant  prise  depuis  t'=kh  jusqu'à  t' infini.  De  là  il  suit, 
par  le  n"  27  du  premier  livre,  que  si  l'on  suppose 

■,_pWdP±SÏ±P±i!L±ïïi 

'  -  {p+q).{p'+q').{p'<i-p<ir 

la  probabilité  que  la  possibilité  des  baptêmes  des  garçons  est  plus 
grande  à  Londres  qu'à  Paris  a  pour  expression, 


i.c    "        1 


Vît        i  +  _jl 


21* 

'+ 3.. 

■  + 4.- 


(c) 


1     + 


i+etc. 
En  faisant  dans  cette  formule, 

^  =  393386,   ^  =  377555, 
//=  737629,   (/  =  698968, 
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elle  devient 


328269* 


Il  y  a  donc  328268  à  parier  contre  un,  qu'à  Londres  la  possibi- 
lité des  baptêmes  des  garçons  est  plus  grande  qu  à  Paris.  Cette 
probabilité  approche  tellement  de  la  certitude,  qu'il  y  a  lieu  de 
rechercher  la  cause  de  cette  supériorité. 

Parmi  les  causes  qui  peuvent  la  produire ,  il  m'a  paru  que  les 
baptêmes  des  enfants  trouvés,  qui  font  partie  delà  liste  annuelle 
des  baptêmes  à  Paris,  devaient  avoir  une  influence  sensible  sur  le 
rapport  des  baptêmes  des  garçons  à  ceux  des  filles  ;  et  qu'ils  de- 
vaient diminuer  ce  rapport,  si,  comme  il  est  naturel  de  le  croire, 
les  parents  des  campagnes  environnantes,  trouvant  de  l'avantage  à 
retenir  près  d'eux  les  enfants  mâles,  en  avaient  envoyé  à  l'hospice 
des  enfants  trouvés  de  Paris,  dans  un  rapport  moindre  que  celui 
des  naissances  des  deux  sexes.  C'est  ce  que  le  relevé  des  registres 
de  cet  hospice  m'a  fait  voir  avec  une  très -grande  probabilité. 
Depuis  le  commencement  de  1 745  jusqu'à  la  fin  de  1809,  on  y  a 
baptisé  163499  garçons  et  1 59406  filles,  nombres  dont  le  rapport 
est  5§  :  il  difière  trop  du  rapport  ||  des  baptêmes  des  garçons  et 
des  filles  à  Paris  pour  être  attribué  au  simple  hasard. 

30.  Déterminons,  d'après  les  principes  précédents,  les  proba- 
bilités des  résultats  fondés  sur  les  tables  de  mortalité  ou  d'assu- 
rance construites  sur  un  grand  nombre  d'observations.  Supposons 
d^abord  que  sur  un  nombre  p  d'individus  d'un  âge  donné  A ,  on 
ait  observé  qu'il  en  existe  encore  le  nombre  q,  à  l'âge  il -h  a;  on 
demande  la  probabilité  que  sur  p  individus  de  l'âge  A,  il  en  exis- 
tera q-i-zk  l'âge  A-+-a;  la  raison  de  p  et  q'  étant  la  même  que 
celle  de  p  k  q. 

Soit  X  la  probabilité  d'un  individu  de  l'âge  A ,  pour  vivre  à  l'âge 
il  H- a;  la  probabilité  de  l'événement  observé  est  alors  le  terme 
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du  binôme  [x-^i-^xY  qui  a  ûc^  pour  facteur;  cette  probabilité 
est  donc 

1:^^ ,a^,  {i—x)p-i: 

1 .2.3.../) — ^.1  .2. 3...  9 

ainsi  la  probabilité  de  la  valeur  de  x,  prise  de  révénement  ob- 
servé est 

Jx'idx.{i  —  x)P-^' 

l'intégrale  du  dénominateur  étant  prise  depuis  a; =o  jusqu'à  x=i. 
La  probabilité  que  sur  les  p  individus  de  Fâge  A ,  q-hz  vivront 
à  Tâge  A-+-a,  est 

i.2.3...((/'+4i.2.3...(/>'-7'-z)'^    -l^      ^i 

En  multipliant  cette  probabilité  par  la  probabilité  précédente  de 
la  valeur  de  a;,  le  produit  intégré  depuis  x=o  jusqu  à  x=i  sera 
la  probabilité  de  l'existence  de  q-hz  personnes  de  l'âge  A-f-a;  en 
nommant  donc  P  cette  probabilité ,  on  aura 

p 1  .i.i...p.jxr^'^^dx  .[i—xY^f^-r^'-' 

\.'à.^...[q+z).\.2.'6...{p''-q'^z),Jxldx.[i~xY-^'^ 

les  intégrales  du  numérateur  et  du  dénominateur  étant  prises  de- 
puis a;  =  o  jusqu'à  x=i\.  On  a  par  le  n"*  28,  à  très-peu  près. 


fa^dx.  (i-xj^-'^V^.  y'    '-(^-^j 


T- 


1 
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Ensuite,  par  le  n°  33  du  premier  livre,  on  a 

.2.3 p'  =  p'^'^Kc~^  .sJiTs, 

.2.3 (9'^-2)=9'''■^'■^^(l+^,y'''''■^c-''-^v/^;^, 

.3...(p'-9'-z)={pW)'''-"'-^"--(i-^)''"''"""-^-'''"''"^V^ 

qp' 
3n  a  ^  =  ^^ 

tions, 


1.2 


enfin  on  a  ^'=  — .  Cela  posé,  on  trouve,  après  toutes  les  réduc- 


Si  Ton  prend  le  logarithme  hyperbolique  du  second  membre  de 
cette  équation ,  que  Ton  réduise  ce  logarithme  en  série  ordonnée 
par  rapport  aux  puissances  de  2; ,  et  que  Ton  néglige  les  puissances 
supérieures  au  carré;  on  aura,  en  repassant  du  logarithme  à  la 
fonction , 


P: 


^V  9P''{p-9y{p+pi'^A  ^9P^^^^ 

p,  q,  p  étant  supposés  de  très-grands  nombres  de  Tordre  - ,  le 

coefficient  de  z  est  très-petit  de  Tordi^e  a;  celui  de  — z*  est  très- 

petit  et  du  même  ordre.  Mais  si  l'on  suppose  -  de  Tordre  ya, 

on  pourra  négliger,  dans  Texpression  précédente,  le  terme  dépen- 
dant de  la  première  puissance  de  z,  comme  très-petit  de  Tordre 
y/a.  De  plus,  ce  terme  se  détruit  lui-même,  lorsque  Ton  a  égard 
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à  la  fois  aux  valeurs  positives  et  négatives  de  z.  En  le  négligeant 
donc,  on  aura 


'    V  7P-(P-7Mp+P)-2^'-^  ^'^ 


pour  l'expression  de  la  probabilité  que  sur/)'  individus  de  Tâge  A, 
le  nombre  de  ceux  qui  parviendront  à  Tâge  i4-f-a  sera  compris 
dans  les  limites  (j'dtiz,  l'intégrale  étant  prise  depuis  z  nul. 

Supposons  maintenant  que  Ton  ait  trouvé  par  l'observation, 
que  sur  p  individus  de  l'âge  A,  (j  vivaient  encore  à  l'âge  A-ha, 
et  r  à  l'âge  A-ha-ha;  on  demande  la  probabilité  que  sur  p  indi- 

vidus  du  même  âge  A,  -^  -t-z  vivront  à  l'âge  A -h  a,  et  —  h-z' 

vivront  à  l'âge  ^4  -h  a  -h  a . 

La  probabilité  que  sur  p  individus  de  l'âge  A,  ^  -+-z  vivront 

à  l'âge  il -f- a  est,  par  ce  qui  précède, 


V- 


p^z^ 


2qp\(p^q).{p+p).ir 


^     ^9P''(P-<I)'{P-^P') 


On  aura  la  probabilité  que  sur  ^  n-z  individus  de  l'âge  A-f-«, 
1^  -j-zj-  -t-tt  vivront  à  l'âge  i4-+-a-+-a,  en  changeant  dans 
la  fonction  précédente  p  dans  ^  -+-z,  />  en  ^,  ^  en  r,  et  2  en  u; 
ce  qui  donne,  en  négligeant  z  par  rapport  à  ^. 


v/ 


2rp\{q^r).{p  +  p').n 

Le  produit  de  ces  deux  probabilités  est  la  probabilité  de  l'exis- 
tence simultanée  de  z  et  de  w;  or  on  a 


r-)^»^ 


-^  -hz; 
P 
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ce  qui  donne 
en  faisant  donc 


/        rz 
u  =  z 


g.  ^        p' 

iqp.{p-q).{p+p'y 


2rp'.{q-r).ip+py 
la  probabilité  P  de  l'existence  simultanée  des  valeurs  de  z  et  de 


z  sera 


fdz  £d£     -«•-*-«•••(''-  jj 


,_f€dz   £dz 


En  suivant  cette  analyse,  on  trouve  généralement  que  si  l'on  fait 


r 


rp* 


2  5/>'.(r— 5).(p+/)y 

etc. 

la  probabilité  P  que  sur  p  individus  de  l'âge  A ,  les  nombres  de 
ceux  qui  vivront  aux  âges  A-\-a,  i4-t-a-ha,  i4-+-a+a-ha^  etc. 
seront  compris  dans  les  limites  respectives 

T^-r^+^-    ^'•?+^'.-    '-f-'-f^^'-   T-''r^  +  ^''«"=- 

/)P  p  p  p  p  p  p 

est 

I,      r^.dz    e'.dz'  e\d/     ,      -€».--r«.(.'-^y-r-.(z^-iiiy-etc. 
P=\  . zr-. — ir-.  etc.  C  \        ^/  \  / 

J    \/^        Sjn       \/ir 

On  peut  apprécier,  par  cette  formule,  les  probabilités  respectives 
des  nombres  d'une  table  de  mortalité,  construite  sur  un  grand 
nombre  d'observations.  La  manière  de  former  ces  tables  est  très- 
simple.  On  prend,  sur  les  registres  des  naissances  et  des  morts, 
un  grand  nombre  d'enfants  ^e  l'on  suit  pendant  le  cours  de  leur 

54. 
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vie,  en  déterminant  combien  il  en  reste  à  là  fin  de  chaque  année  de 
leur  âge ,  et  Ton  inscrit  ce  nombre  vis-à-vis  de  chaque  année  finis* 
santé.  Mais,  comme  dans  les  deux  ou  trois  premières  années  de 
la  vie,  la  mortalité  est  très-rapide,  il  faut,  pour  plus  d'exactitude, 
indiquer  dans  ce  premier  âge  le  nombre  des  survivants  à  la  fin 
de  chaque  demi-année.  Si  le  nombre/?  des  enfants  était  infini,  on 
aurait  ainsi  des  tables  exactes  qui  représenteraient  la  vraie  loi  delà 
mortalité  dans  le  lieu  et  à  Tépoque  de  la  formation.  Mais  le  nombre 
d'enfants  que  Ton  choisit  étant  fini,  quelque  grand  qu'il  soit,  les 
nombres  de  la  table  sont  susceptibles  d'erreurs.  Représentons  par 
/)',  ^',  r,  s,  t\  etc.  ces  divers  nombres.  Les  vrais  nombres,  pour  un 

nombre p'  de  naissances,  sont  —  ,  —,  —,  —,  etc.  Si  l'on  fait 

QP  »  P  ^    P       P       P 

q'=z-^  -+-Z,  z  sera  l'erreur  de  q;  pareillement  si  l'on  suppose 

r 

r  =  -^  -+-Z,  z  sera  l'erreur  de  r,  et  ainsi  de  suite.  L'expression 

précédente  de  P  est  donc  la  probabilité  que  les  erreurs  de  (j',  r, 
s,  etc.  sont  comprises  dans  les  limites  zéro  et  z,  zéro  et  z\  zéro 
et  z\  etc.  Les  valeurs  de  ê,  ê',  etc.  dépendent  dep,  (j,  r,  etc.  qui 
sont  inconnues  ;  mais  la  supposition  de  p  infini  donne 


g«  = 


P' 


2qp\{p^qy 

On  peut  substituer  sans  erreur  sensible  -,  au  lieu  de  -^ ,  ce  qui 

^  P  P         ^ 

donne 

g«—         P[ 

On  aura  de  la  même  manière 

g/, 7 fff* ^ ^p 
—       î  r  I      /\  î      ^  -  '  '      fit      i\  1     exe. 
2r.(^  — r  )                   25  .[r—s  ) 

Si  Ton  ne  veut  considérer  que  Terreur  d'un  des  nombres  de  la 
table,  tel  que  s,  alors  on  intégrera  l'expression  de  P,  relativement 
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à  z  ,  z",  etc.  depuis  les  valeurs  infimes  négatives  de  ces  variables 
jusqu'à  leurs  valeurs  infinies  positives;  et  alors  on  a 

'Ç.dz    e'Jz'  €'Jz'     -e'x'-e".(.'-^)*-ff'.(z--i^)" 


=/■ 


\fi     ^     yjn 


Les  intégrales  relatives  k  z  ei  z  doivent  être  prises  depuis  leurs 
valeurs  infinies  négatives  jusquà  leurs  valeurs  infinies  positives; 
on  trouvera  ainsi,  par  le  procédé  dont  nous  avons  souvent  fait 
usage  pour  ce  genre  d^intégrations,  que  si  Ton  suppose 

on  aura 


•=/- 


c 


La  probabilité  que  l'erreur  d'un  nombre  quelconque  de  la  table 
sera  comprise  dans  les  limites  zéro  et  une  quantité  quelconque 
est  donc  indépendante,  soit  des  nombres  intermédiaires,  soit  des 
nombres  subséquents. 

Si  l'on  fait  yz'=t;  on  aura 


«'  —    \  /     wj  j     » 

$  y        p  s 

et  la  probabilité  P  que  le  rapport  de  l'erreur  du  nombre  s  de 
la  table,  à  ce  nombre  lui-même,  sera  compris  dans  ies  limites 

J  \/7r 

l'intégrale  étant  prise  depuis  (  nul.  On  voit  ainsi  que  la  valeur  de 
t,  et  par  conséquent  la  probabilité  P  restant  les  mêmes,  ce  rapport 
augmente  lorsque  s  diminue;  ainsi  les  nombres  de  la  table  sont 
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d'autant  moins  sûrs  qu'ils  sont  plus  éloignés  du  premier  p.  On 
voit  encore  que  ce  rapport  diminue  à  mesure  que  p  augmente,  ou 
à  mesure  que  Ton  multiplie  les  observations,  de  manière  que  Ton 
peut,  par  cette  multiplication,  diminuer  à  la  fois  ce  rapport  et 
augmenter  t;  ce  rapport  devenant  nul  lorsque  p  est  infini,  et  P 
devenant  alors  égal  à  l'unité. 

31.  Appliquons  l'analyse  précédente  à  la  recherche  de  la  popu- 
lation d'un  grand  empire.  L'un  des  moyens  les  plus  simples  et  les 
plus  propres  à  déterminer  celte  population  est  l'observation  des 
naissances  annuelles  dont  on  est  obligé  de  tenir  compte  pour  dé- 
terminer l'état  civil  des  enfants.  Mais  ce  moyen  suppose  que  l'on 
connaît  à  très-peu  près  le  rapport  de  la  population  aux  naissances 
annuelles,  rapport  que  l'on  obtient  en  faisant  sur  plusieurs  points 
de  l'empire,  le  dénombrement  exact  des  habitants,  et  en  le  com- 
parant aux  naissances'correspondantes  observées  pendant  quelques 
années  consécutives:  on  en  conclut  ensuite,  par  une  simple  pro- 
portion ,  la  population  de  tout  l'empire.  Le  gouvernement  a  bien 
voulu,  à  ma  prière,  donner  des  ordres  pour  avoir  avec  précision 
ces  données.  Dans  trente  départements  distribués  sur  la  surface 
de  la  France,  de  manière  à  compenser  les  effets  de  la  variété  des 
climats,  on  a  fait  choix  des  communes  dont  les  maires,  par  leur 
zèle  et  leur  intelligence,  pouvaient  fournir  les  renseignements  les 
plus  précis.  Le  dénombrement  exact  des  habitants  de  ces  com- 
munes, pour  le  22  septembre  1802,  s'est  élevé  à  2037616  indi- 
vidus. Le  relevé  des  naissances,  des  mariages  et  des  morts,  depuis 
le  22  septembre  1799  jusqu'au  22  septembre  1802,  a  donné 
pour  ces  trois  années, 

Naissances.  Mariages.  Décès. 

iio3i2  garçons,  46o37  io3659  mâles, 

106287  filles,  99^43  femelles. 
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Le  rapport  des  naissances  des  garçons  à  celles  des  filles,  que  ce 
relevé  présente,  est  celui  de  22  à  21  ;  et  les  mariages  sont  aux 
naissances,  comme  3  à  i4:  le  rapport  de  la  population  aux  nais- 
sances annuelles  est  28,352845.  En  supposant  donc  le  nombre  des 
naissances  annuelles  en  France,  égal  à  un  million,  ce  qui  s^éloîgne 
peu  de  la  vérité,  on  aura,  en  multipliant  par  le  rapport  précédent , 
ce  dernier  nombre,  la  population  de  la  France  égale  à  28352845 
individus.  Voyons  Terreur  que  Ton  peut  craindre  dans  cette  éva- 
luation. 

Pour  cela,  concevons  une  urne  qui  renferme  une  infinité  de 
boules  blanches  et  noires  dans  un  rapport  inconnu.  Supposons 
ensuite  qu'ayant  tiré  au  hasard  un  grand  nombre  p  de  ces  boules, 
q  aient  été  blanches,  et  que  dans  un  second  tirage,  sur  un  nombre 
inconnu  de  boules  extraites,  il  y  en  ait  q  de  blanches.  Pour  en 
déduire  ce  nombre  inconnu,  on  suppose  son  rapport  à  q,  le  même 

que  celui  de  p  k  q;  ce  qui  donne  —  pour  ce  nombre.  Cherchons 

la  probabilité  que  le  nombre  des  boules  extraites  au  second  tirage 

est  compris  dans  les  limites  ^^  ±  z.  Nommons  x  le  rapport 

inconnu  du  nombre  des  boules  blanches,  au  nombre  total  des 
boules  de  Turne.  La  probabilité  de  Tévénement  observé  dans  le 
premier  tirage  sera  exprimée  par  le  terme  qui  a  pour  facteur 
afl.{i — x)'P^  dans  le  développement  du  binôme  [œ-+-i — xY;  d'où 
il  est  facile  de  conclure,  comme  dans  le  numéro  précédent,  que 
la  probabilité  de  x  est 

fxidx.{}—x)P-'i' 

l'intégrale  du  dénominateur  étant  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à 
x=i.  Concevons  maintenant  que,  dans  le   second   tirage,   le 

nombre  total  des  boules  extraites  est  —  -h  z  ;  la  probabilité  du 
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nombre  observe  (\  de  bonles  blanches  sera  le  terme  du  binôme 


--h*-9 


[x-hi  —  x)  ^       ,  qui  a  pour  facteur  rr^. (i — x)  ^  ;  cette 

probabilité  est  donc 

Xl L afl\[\—x)  ^ 


En  la  multipliant  par  la  probabilité  précédente  de  x,  en  intégrant 
le  produit  depuis  a?=o  jusqu'à  a?=i,  et  en  le  divisant  par  ce 
même  produit  multiplié  par  dz,  et  intégré  pour  toutes  les  valeurs 
positives  et  négatives  de  z,  on  aura  la  probabilité  que  le  nombre 

total  des  boules  extraites  est  ^ — \-z.  On  trouvera  ainsi,  par  Tana- 

lyse  du  numéro  précédent,  cette  probabilité  égale  à 


\f'. 


9''' 


_3l r      *P't'-(P—P)(l-*-l') 


en  nommant  donc  P  la  probabilité  que  le  nombre  des  boules 
extraites  dans  le  second  tirage  est  compris  dans  les  limites—  ±z, 
on  aura 


P=  J  —  2fdz.\/ r-f Çf-r-^r 


ç      ap9'.(^— 9).(9-+-9') 


l'intégrale  étant  prise  depuis  z=2  jusqu'à  z  infini. 

Maintenant  le  nombre  />  des  boules  extraites  dans  le  premier 
tirage  peut  représenter  un  dénombrement,  et  le  nombre  ^  des 
boules  blanches  qui  y  sont  comprises  peut  exprimer  le  nombre 
des  femmes  qui,  dans  ce  dénombrement,  doivent  devenir  mères 
dans  Tannée,  ou  le  nombre  des  naissances  annuelles,  corres- 
pondantes au  dénombrement.  Alors  c(  exprime  le  nombre  des 
naissances  annuelles  observées  dans  tout  Fenipire,  et  d'où  l'on 
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conclut  la  population  — .  Dans  ce  cas,  la  valeur  précédente  de  P 

exprime  la  probabilité  que  cette  population  est  comprise  dans  les 

limites  ^  ±  z. 

Nous  supposerons,  conformément  aux  données  précédentes, 

o    /}    r                  1  io3i3  + 106287 
^  =  2037015,        q= 5 '-; 

nous  supposerons  ensuite 

^'=i5ooooo,       z=5ooooo; 
la  formule  précédente  donne  alors 

1 162 

Il  y  a  donc  environ  1161  à  parier  contre  un ,  qu'en  fixant  à 
4^529267,  la  population  correspondante  à  quinze  cent  mille  nais- 
sances, on  ne  se  trompera  pas  d'un  demi-million. 

La  diflFérence  entre  la  certitude  et  la  probabilité  P  diminue 
avec  une  très-grande  rapidité  lorsque  z  augmente  :  elle  serait 
insensible,  si  Ton  supposait  z=  700000. 

32.  Considérons  maintenant  la  probabilité  des  événements  fu- 
turs, tirée  des  événements  observés  ;  et  supposons  qu'ayant  observé 
un  événement  composé  d'un  nombre  quelconque  d'événements 
simples,  on  cherche  la  probabilité  d'un  résultat  futur,  composé 
d'événements  semblables. 

Nommons  x  la  probabilité  de  chaque  événement  simple,  y  la 
probabilité  correspondante  du  résultat  observé,  et  z  celle  du  résul- 
tat futur;  la  probabilité  de  x  sera,  comme  on  l'a  vu, 

ydx 

jydx  ' 

Tintégrale  étant  prise  depuis  x=^o  jusqu'à  a:=i;  y  ,  est  donc 
la  probabilité  du  résultat  futur,  prise  de  la  valeur  de  x,  considé- 
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rée  comme  cause  de  Tévénement  simple;  ainsi  en  nommant  P  la 
probabilité  entière  de  l'événement  futur,  on  aura 

les  intégrales  du  numérateur  et  du  dénominateur  étant  prises 
depuis  x  =  o  jusqu'à  :r=  i. 

Supposons,  par  exemple,  qu'un  événement  étant  arrivé  m  fois 
de  suite,  on  demande  la  probabilité  qu'il  arrivera  les  n  fois  sui- 
vantes. Dans  ce  cas,  x  étant  supposé  représenter  la  possibilité  de 
l'événement  simple,  x"*  sera  celle  de  l'événement  observé,  et  af 
celle  de  l'événement  futur  ;  ce  qui  donne 

d'où  Ton  tire 

p_     ^+^ 
m  +  n  +  i 

Supposons  l'événement  observé  composé  d'un  très-grand  nombre 
d'événements  simples ,  soit  a  la  valeur  de  x  qui  rend  y  un  maxh- 
mum,  et  Y  ce  maximum;  soit  a  la  valeur  de  x  qui  rend  yz  un 
maximum,  et  F'  et  Z'  ce  que  deviennent  j  et  2;  à  ce  maximum.  On 
aura  par  le  n"*  27  du  premier  livre,  à  très-peu  près, 

Jydx— ^ — 


\A 


ddY 


dx' 

\  /_  dd{Y'Z') 
V  dx' 

Le  résultat  observé  étant  composé  d'un  très-grand  nombre  d'évé- 
nements simples,  supposons  que  l'événement  futur  soit  beaucoup 
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moins  composé.  L'équation  qui  donne  la  valeur  d  de  x,  corres- 
pondante au  maximum  de  yz,  est 

dy  dz 

ydœ        zdx' 

— ^  est  une  quantité  très-grande  de  l'ordre  -  ;  et  puisque  le  résul- 
tat futur  est  très-peu  composé  par  rapport  au  résultat  observé , 
— T-  sera  d'un  ordre  moindre ,  que  nous  désignerons  par  —^zjx.  î 

Z  %JLX  OL 

ainsi  a  étant  la  valeur  de  x,  qui  satisfait  à  l'équation  o  =  -^  ; 

la  diflFérence  entre  a  et  d  sera  très-petite  de  l'ordre  a^,  et  l'on 
pourra  supposer 

a'  =  a  -h  a^ .  (X. 
Cette  supposition  donne 

^     dx  1.2       dx* 


Mais  on  a  -j-  =  o,  et  il  est  facile  d'en  conclure  que  y-r-;^  est  d'un 
ordre  égal  ou  moindre  que  —  ;  le  terme         '^ — .  y ,  ^  sera  par 


2 


conséquent  au  plus  de  l'ordre  a''^^""'^  Ainsi  la  convergence  de 
Texpression  de  F'  en  série,  exige  que  X  surpasse  \\  et  dans  ce 
cas,  y  ne  diflFère  de  Y  que  de  quantités  de  l'ordre  a*^""*. 

Si  l'on  nomme  Z  ce  que  devient  z  lorsqu'on  y  fait  a?=a,  on 
s'assurera  de  la  même  manière  que  Z'  peut  se  réduire  à  Z.  Enfin , 

on  prouvera  par  un  raisonnement  semblable,  que    \  ^    ^se  réduit 

d'Y  . 

à  très-peu  près  à  Z.-^.  En  substituant  ces  valeurs  dans  l'expres- 
sion de  P,  on  aura 

55. 
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c  est-à-dire  que  Ton  peut  alors  déterminer  la  probabilité  du  résul- 
tat futur,  en  supposant  x  égal  à  la  valeur  qui  rend  le  résultat 
observé  le  plus  probable.  Mais  il  faut  pour  cela  que  le  résultat 
futur  soit  assez  peu  composé  pour  que  les  exposants  des  facteurs 
de  z  soient  d'un  ordre  de  grandeur  plus  petit  que  la  racine  carrée 
des  facteurs  de  j;  autrement,  la  supposition  précédente  exposerait 
à  des  erreurs  sensibles. 

Si  le  résultat  futur  est  une  fonction  du  résultat  observé,  z  sera 
une  fonction  de  j,  que  nous  représenterons  par  ^  [y).  La  valeur 
de  Xy  qui  rend  zy  un  maximum  est,  dans  ce  cas,  la  même  qui 

rend  j  un  maximum;  ainsi  Ton  a  a=a;  et  si  Ton  désigne    *^ 

par   9(7),   l'expression   de   P  deviendra,    en   observant  que 

dY 

5^  =  ^' 


P= 


<?{y) 


si 


Si  (p  ( j)  =y*,  en  sorte  que  l'événement  futur  soit  n  fois  la  répé- 
tition de  l'événement  observé ,  on  aura 

Vn 


La  probabilité  P  calculée  dans  la  supposition  que  la  possibilité  des 
événements  simples  est  égale  à  celle  qui  rend  le  résultat  observé 
le  plus  probable ,  est  Y""  :  on  voit  ainsi  que  les  petites  erreurs  qui 
résultent  de  cette  supposition  s'accumulent  à  raison  des  événe- 
ments simples  qui  entrent  dans  le  résultat  futur,  et  deviennent 
très-sensibles  lorsque  ces  événements  sont  en  grand  nombre. 

33.  Depuis  1745,  époque  où  l'on  a  commencé  à  distinguer  à 
Paris,  sur  les  registres,  les  baptêmes  des  garçons  de  ceux  des 
filles,  on  a  constamment  observé  que  le  nombre  des  premiers  a 
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été  supérieur  à  celui  des  seconds.  Déterminons  la  probabilité  que 
cette  supériorité  se  maintiendra  pendant  un  temps  donné,  par 
exemple,  dans  Tespace  d'un  siècle. 

Soit  p  le  nombre  observé  des  baptêmes  des  garçons;  q  celui  des 
filles;  271  le  nombre  des  baptêmes  annuels;  x  la  probabilité  que 
Tenfant  qui  va  naître  et  être  baptisé  sera  un  garçon.  En  élevant 
rcH-  1  — a:  à  la  puissance  271,  et  développant  cette  puissance,  on 


aura 


af'''^2n.x''^\{i—x)-h  ^^'^^^    ^^.^'"^'.(i  — a;)'-h-etc. 

La  somme  des  n  premiers  termes  de  ce  développement  sera  la 
probabilité  que  chaque  année  le  nombre  des  baptêmes  des  garçons 
remportera  sur  celui  des  baptêmes  des  filles.  Nommons  z  cette 
somme  ;  z'  sera  la  probabilité  que  cette  supériorité  se  maintiendra 
pendant  le  nombre  i  d'années  consécutives;  donc  si  l'on  désigne 
par  P  la  probabilité  entière  que  cela  aura  lieu ,  on  aura ,  par  le 
numéro  précédent, 

p fxPdx.z\{i-'x)'f 

fxPdx.{\—x)'t   ' 

les  intégrales  du  numérateur  et  du  dénominateur  étant  prises 
depuis  x=o  jusqu'à  x=i. 

Si  l'on  nomme  a  la  valeur  de  x  qui  rend  af.z\[i — x^  un  maxi- 

mum,  et  que  l'on  désigne  par  Z,  -r-  ,  tt^  ^^  î"^  deviennent  z, 

dz     d^z  ,  ax     ax  , 

•j-j  j-^  lorsqu'on  y  change  a:  en  a,  on  aura,  par  le  n°  26, 

C(fdx.z'A\  —  xY= \        I  y 

i  /    /        M^      .^-    w        ,JdZ^^^ZddZ\ 
Y/p.(i-a)'+y.a'+i.a'.(i-a)V^      ^,^^,     j 

z  étant  la  somme  des  n  premiers  termes  de  la  fonction 

a;».L  +  ,n.(!z:^-H^"(^»-0.(iqgIVetc.1. 
L  X  1.2  X*  j 


438      THÉORIE   ANALYTIQUE  DES  PROBABILITES, 
on  a,  par  le  n"  37  du  premier  livre, 

J  (i+«)—' 

1  — —  X 

l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  depuis  u= jusqu'à 

a  =  oo,  et  celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  u=o  jusqu'à 
11  =  00.  Soit  u= ,  cette  valeur  de  z  deviendra 

l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  depuis  5  =  0  jusqu'à  5= rc, 
et  celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  5  =  0  jusqu'à  5=1. 
De  là  on  tire 

dz    x\(i— a:)*~^ 

Zdx  /5''.rf5.(l— 5)*^'' 

l'intégrale  du  dénominateur  étant  prise  depuis  5=0  jusqu'à  s=^x. 
On  aura  ensuite 

ddz  dz     /i~-(2n— i).x 

zdx^         zdx'     ^.(1  —  ^) 

En  changeant  x  en  a  dans  ces  expressions,  on  aura  celles  de  Z, 
dZ     ddZ 
Zdx  '  Zdx'  • 

Pour  déterminer  a,  nous  observerons  que  la   condition  du 
maximum  de  x^.z\[\ — x^,  donne 

p  q  '     dZ 


a         I  —  a  *  Zdx  ' 

d'où  l'on  tire,  en  substituant  pour  ^  "    ,  sa  valeur  précédente, 

^~  ~p        ^  [p+qYJs'^ds^isY-''  ' 
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Tintégraie  du  dénominateur  étant  prise  depuis  s=o  jusqu'à  $==a. 
Pour  conclure  a  de  cette  équation ,  nous  observerons  que  la  valeur 
de  s  qui  rend  5".  (i — s)"^'  un  maximum,  est  à  très-peu  près  y,  et 

par  conséquent ,  moindre  que  — — ,  qui  lui-même  est  plus  petit 

que  a.  Ainsi  n  étant  supposé  un  grand  nombre,  on  peut,  sans 
erreur  sensible,  étendre  l'intégrale  de  cette  expression  de  a,  depuis 
5  =  0  jusqu'à  5=1,  le  terme  qui  en  dépend  étant  très-petit.  Cela 
donne  par  le  n°  28, 

l'équation  qui  détermine  a  devient  ainsi  à  fort  peu  près, 

p  i.a'*-*"'.(i— aj^.a^.y^ 

Pour  la  résoudre,  nous  observerons  que  a  diffère  très-peu  de 

^    :  en  sorte  crue  si  Ton  fait 

p  +  q  ^ 

p 

p  +  q         "^ 
(i  sera  fort  petit,  et  l'on  aura  d'une  manière  très-approchée, 

pJl-fPUlYY  n^.(p-t-y).(/.-,)       (/.-<-9)VV 

{p  +  qy.\/n  ^^ 

on  aura  ensuite  à  très-peu  près. 


— ''=U)'U)''"'^" 


,c 


En  substituant  dans  le  radical 


/    /        \.       .    •    .  /        \.  (dZ*-ZddZ\ 
\^p.{i-aY+<ja»+t.a^.{i-aY.  [-^Tj-^) . 
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pour  a,  sa  valeur  -^ h(i;  pour  ^^j- ,  sa  valeur  \^    9h^~P  ^^ 

^  p  +  q        ^    ^        Zdx  ia.{i— a) 

(p+g).|x       ^  ddZ  1  dZ     n— (2/1  — i).a  ,.     , 

r  ,'    .;  et  pour  ^-7-;,  sa  valeur  ^j-  .  — S ^ — ;  ce  radical 

ia.(i— a)         ^        Zaa:*  Zdx         a.(i— a) 

devient  à  fort  peu  près, 
Enfin,  on  a,  par  le  n**  28, 

/.^.(.-.).=(^y.(^)'.v/5:.A^. 

Cela  posé,  l'expression  de  P  deviendra  à  très-peu  près, 

Z'.c      ^^"^ 

Il  ne  s'agit  donc  plus  que  de  déterminer  Z:  on  a 

l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  depuis  5=0  jusqu'à  s=a, 
et  celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  s=o  jusqu'à  s=i. 
Il  est  facile  d'en  conclure  que  l'on  a 

y fs''.ds.{i'-s)'^' 

^~^~  fs\ds.{i^s)'^'' 

l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  depuis  s  =  a  jusqu'à  5=1, 
et  celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  5  =  0  jusqu'à  5=1; 
on  aura  ainsi  à  fort  peu  près,  par  le  n"*  29, 

z=,_ëLp:,  (3) 


LIVRE  DEUXIÈME.  441 

rintégrale  relative  à  t  étant  prise  depuis 

2/1. (n—i)    \   p  +  q  p  +  q         ^  ^    ^/ 

jusqu'à  t'  =  oD. 

Pour  appliquer  des  nombres  à  ces  formules ,  nous  observerons 
que,  par  ce  qui  précède,  dans  Tintervalle  du  commencement  de 
1745  à  la  fin  de  1784,  on  a  par  le  n"*  28,  relativement  à  Paris, 

p  =  393386,     9=377555. 

En  divisant  par  4o  la  somme  de  ces  deux  nombres,  on  aura  19273,5 
pour  le  nombre  moyen  des  baptêmes  annuels  :  ce  qui  donne 
n  =  9636,75;  nous  supposerons  de  plus  1  =  100.  Au  moyen  de 
ces  valeurs,  on  déterminera  celle  de  (x,  par  Téquation  (1);  on 
déterminera  ensuite  la  valeur  de  Z  par  l'équation  (3)  ;  enfin  l'é- 
quation (2)  donnera  la  valeur  de  P.  On  trouvera  ainsi 

Pz=zzO,782. 

Il  y  avait  donc  à  la  fin  de  1 784,  d'après  ces  données ,  près  de  quatre 
contre  un  à  parier  que  dans  l'espace  d'un  siècle,  les  baptêmes 
des  garçons,  à  Paris,  l'emporteront,  chaque  année,  sur  ceux  des 
filles. 


TOME  TH.  56 
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CHAPITRE  VIL 

DE  L'INFLUENCE  DES  INÉGALITÉS  INCONNUES  QUI  PEUVENT  EXISTER  ENTRE 
DES  CHANCES  QUE  L'ON  SUPPOSE  PARFAITEMENT  ÉGALES. 


34.  J'ai  déjà  considéré  cette  influence  dans  le  n°  1,  où  Ton  a  vu 
que  ces  inégalités  augmentent  la  probabilité  des  événements  com- 
posés par  la  répétition  des  événements  simples.  Je  vais  reprendre 
ici  cet  objet  important  dans  les  applications  de  l'analyse  des  pro- 
babilités. 

Il  résulte  du  numéro  cité  que,  si  au  jeu  de  croix  et  pile  il  existe 
une  différence  inconnue  entre  les  possibilités  d'amener  l'un  ou 

l'autre;  en  nommant  a  cette  différence,  en  sorte  que soit  la 

possibilité  d'amener  croix,  et  par  conséquent  -^  celle  d'amener 

pile ,  celui  des  deux  signes  -+-  et  —  que  l'on  doit  adopter  étant 
inconnu  ;  la  probabilité  d'amener  croix  n  fois  de  suite  sera 

(i+tt)^+(i-«)" 
ou 


1       /  71.71  — I         ,  71.71—1.71—2.71—3         ,  ,      \  /    v 

^r-^-T:^-*  + ,.,.3.4  «--^-etc).        (1) 

Le  jeu  de  croix  et  pile  consiste ,  comme  on  sait,  à  projeter  en  l'air 
une  pièce  très-mince,  qui  retombe  nécessairement  sur  l'une  de  ses 
deux  faces  opposées  que  l'on  nomme  croix  et  pile.  On  peut  dimi- 
nuer la  valeur  de  a,  en  rendant  ces  deux  faces  le  plus  égales  qu'il 
est  possible.  Mais  il  est  physiquement  impossible  d'obtenir  une 
égalité  parfaite;  et  alors,  celui  qui  parie  d'amener  croix  deux  fois 


LIVRE  DEUXIEME.  443 

de  suite ,  ou  pile  deux  fois  de  suite ,  a  de  Tavantage  sur  celui  qui 
parie  que  dans  deux  coups,  croix  et  pile  alterneront;  sa  probabilité 

étant . 

2 

On  peut  diminuer  l'influence  de  Tinégalité  des  deux  faces  de 
la  pièce,  en  les  soumettant  elles-mêmes  aux  chances  du  hasard. 
Désignons  par  A  cette  pièce ,  et  concevons  une  seconde  pièce  B 
semblable  à  la  première.  Supposons  qu'après  avoir  projeté  cette 
seconde  pièce ,  on  projette  la  pièce  A  pour  former  un  premier 
coup,  et  déterminons  la  probabilité  que  dans  n  coups  pareils  con- 
sécutifs, la  pièce  il  présentera  les  mêmes  faces  que  la  pièce  B.  Si 
Ton  nomme  P  la  probabilité  d'amener  croix  avec  la  pièce  A,  et  q 
la  probabilité  d'amener  pile;  si  l'on  désigne  ensuite  par  p  et  q  les 
mêmes  probabilités  pour  la  pièce  B;  pp-h(i(j'  sera  la  probabilité 
que  dans  un  coup,  la  pièce  A  présentera  les  mêmes  faces  que  la 
pièce  B;  ainsi  [pp  -^^^'Y  sera  la  probabilité  que  cela  aura  Ueu 
constamment  dans  n  coups.  Soit 

\  +  a  1  —  a 


on  aura 

Mais  comme  on  ignore  quelles  sont  les  (aces  que  les  inégalités 
a  et  OL  favorisent,  la  probabilité  précédente  peut  être  également 

ou— .(n-aa')*,  ou— .{i— oMt')*,  suivant  que  a  et  a  sont  de  même 

signe  ou  de  signes  contraires;  la  vraie  valeur  de  cette  probabilité 
est  donc,  a  et  a  étant  supposés  positif», 

&0. 
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ou 


^•(' 


n.n—}      ,  ,,   ,    n.n— i./i— 2. n— 3      ,  ,.         ^ 


1.2     '  1.2. 3. A 

Si  Ton  compare  cette  formule  à  la  formule  (i),  on  voit  quelle  se 

rapproche  plus  quelle  de  —,  ou  de  la  probabilité  qui  aurait  lieu, 

si  les  faces  des  pièces  étaient  parfaitement  égales.  Ainsi  Tinégalité 
de  ces  faces  est  par  là  corrigée  en  grande  partie  :  elle  le  serait 
même  en  totalité,  si  a  était  nul,  ou  si  les  deux  faces  de  la  pièce 
B  étaient  parfaitement  égales. 

p  représentant  la  probabilité  de  croix,  avec  la  pièce  i4,  et  ^  celle 
de  pile,  la  probabilité  d'amener  croix  un  nombre  impair  de  fois 
dans  n  coups  sera 

h[{p-+-<iY^{p-9)'h 

le  signe  —  ayant  lieu  si  n  est  pair,  et  le  signe  -+-  ayant  lieu  si  n 

est  impair.  Faisant  p= —,  q  = ,  la  fonction  précédente 

devient 

Si  n  est  impair  et  égal  à  2i-f-i,  cette  fonction  est 

mais  comme  on  peut  y  supposer  également  a  positif  ou  négatif, 
il  faut  prendre  la  moitié  de  la  somme  de  ses  deux  valeurs  rela- 
tives à  ces  suppositions,  ce  qui  donne  ^  pour  sa  véritable  valeur; 
l'inégalité  des  faces  de  la  pièce  ne  change  donc  point  alors  la  pro- 
babilité Y  d'amener  croix  un  nombre  impair  de  fois.  Mais  si  n  est 
pair  et  égal  à  2  i,  cette  probabilité  devient 

±a  étant  l'inégalité  inconnue  de  probabilité  entre  croix  et  pile,  il  y 
a  donc  du  désavantage  à  parier  d'amener  croix  ou  pile  un  nombre 
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impair  de  fois  dans  21  coups,  et  par  conséquent  il  y  a  de  l'avantage 
à  parier  d'amener  Tun  ou  l'autre,  un  nombre  pair  de  fois.     " 

On  peut  diminuer  ce  désavantage,  en  changeant  le  pari  d'a- 
mener croix  un  nombre  impair  de  fois  en  21  coups,  dans  le  pari 
d'amener,  dans  le  même  nombre  de  coups,  un  nombre  impair  de 
ressemblances  entre  les  faces  des  deux  pièces  il  et  JB,  projetées 
comme  on  l'a  dit  ci-dessus.  En  effet,  la  probabilité  d'une  ressem- 
blance à  chaque  coup  est,  comme  on  l'a  vu,  pp-\-qq\  et  la  pro- 
babilité d'une  dissemblance  esipq  -^pq.  Nommons  P  la  première 
de  ces  deux  quantités,  et  Q  la  seconde;  la  probabilité  d'amener 
un  nombre  impair  de  ressemblances  dans  2  i  coups  sera 

Si  l'on  fait,  comme  précédemment, 

/  l+a'  /         1— a' 


P— 

l  +  a                      1  —et 

2   '    7       2 

on  aura 

p         l  +  aa 

J 


0=i 


aa 


2  ^  2 

la  fonction  précédente  devient  ainsi 

Cette  fonction  reste  la  même,  quelque  changement  que  l'on  fasse 
dans  les  signes  de  a  et  de  a  ;  elle  est  donc  la  vraie  probabilité 
d'amener  un  nombre  impair  de  ressemblances;  mais  a  et  a  étant 
de  petites  fractions ,  on  voit  qu'elle  se  rapproche  de  y  plus  que 
la  formule  (2)  :  le  désavantage  d'un  nombre  impair  est  donc  par 
là  diminué. 

On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  l'on  peut  diminuer  l'influence 
des  inégalités  inconnues  entre  des  chances  que  l'on  suppose  égales, 
en  les  soumettant  elles-mêmes  au  hasard.  Par  exemple,  si  l'on 

met  dans  une  urne  les  n*^  1 ,  2 ,  3 , n,  suivant  cet  ordre,  et 

qu ensuite  après  avoir  agité  l'urne  pour  bien  mêler  ces  numéros. 
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on  en  tire  un;  s'il  y  a  entre  les  probabilités  de  sortie  des  numéros 
une  petite  dififérence  dépendant  de  Tordre  suivant  lequel  ils  ont 
été  placés  dans  Turne,  on  la  diminuera  considérablement  en 
mettant  dans  une  seconde  urne  ces  numéros  suivant  leur  ordce 
de  sortie  de  la  première  urne,  et  en  agitant  ensuite  cette  seconde 
urne  pour  en  bien  mêler  les  numéros.  Alors  Tordre  suivant  le^- 
quel  on  a  placé  les  numéros  dans  la  première  urne  aura  extrê- 
mement peu  d'influence  sur  Textraction  du  premier  numéro  qui 
sortira  de  la  seconde  urne.  On  diminuerait  encore  cette  influença 
en  considérant  de  la  même  manière  une  troisième  urne,  une  qua^- 
triènie,  etc. 

Considérons  deux  joueurs  A  et  B  jouant  ensemble,  de  manière 
qu'à  chaque  coup,  celui  qui  perd  donne  un  jeton  à  son  adver- 
saire, et  que  la  partie  dure  jusqu'à  ce  que  Tun  d'eux  ait  gagné 
tous  les  jetons  de  Tautre.  Soient  p  et  q  leurs  adresses  respectives; 
a  et  è  leurs  nombres  de  jetons  en  commençant.  Il  résulte  de  la 
formule  (H)  du  n°  10,  en  y  faisant  i  infini,  que  la  probabilité  de 
A,  pour  gagner  la  partie,  est 


pa-^b__^a^' 


Si  Ton  fait  dans  cette  expression , 

on  aura,  en  prenant  le  signe  supérieur,  la  probabilité  relative  au 
cas  où  A  est  plus  fort  que  B;  et  en  prenant  le  signe  inférieur,  on 
aura  la  probabilité  relative  au  cas  où  A  est  moins  fort  que  B.  Si 
Ton  ignore  quel  est  le  plus  fort  des  joueurs,  la  demi-somme  de 
ces  deux  probabilités  sera  la  probabilité  de  A,  que  Ton  trouve 
ainsi  égale  à 

t[('+«)°-(^-«)'']-[('+«H('-«)^].  /3^ 

(  I  +  «)•-*_(,-«)•**  '  v-^J 

en  changeant  a  en  6,  et  réciproquement,  on  aura  la  probabilité 
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de  B.  Si  Ton  suppose  a  infiniment  petit  ou  nul,  ces  probabilités 

deviennent  j-  et  ^;  elles  sont  donc  proportionnelles  aux 

nombres  des  jetons  des  joueurs;  ainsi,  pour  Tégalité  du  jeu,  leurs 
mises  doivent  être  dans  ce  rapport.  Mais  alors  l'inégalité  qui  peut 
exister  entre  eux  est  favorable  au  joueur  qui  a  le  plus  petit  nombre 
de  jetons;  car  si  l'on  suppose  a  moindre  que  b,  il  est  facile  de 

voir  que  l'expression  (3)  est  plus  grande  que r-.  Si  les  joueurs 

conviennent  de  doubler,  de  tripler,  etc.  leurs  jetons,  l'avantage 
de  A  augmente  sans  cesse,  et  dans  le  cas  de  a  et  6  infinis,  sa  pro- 
babilité devient  y  ou  la  même  que  celle  de  JB. 

P  étant  la  probabilité  d'un  événement  composé  de  deux  évé- 
nements, simples  dont  p  et  1— p  sont  les  probabilités  respectives; 
si  l'on  suppose  que  la  valeur  de  p  soit  susceptible  d'une  inégalité 
inconnue  z,  qui  puisse  s'étendre  depuis  —a  jusqu'à  -ha;  en  nom- 
mant (^  la  probabilité  de  p-hz,  (^  étant  la  fonction  de  2,  on  aura 
pour  la  vraie  probabilité  de  l'événement  composé, 

fP'(pdz 
J<pdz    ' 

P'  étant  ce  que  devient  P  lorsqu'on  y  change  p  dans  p  -^z,  et 
les  intégrales  étant  prises  depuis  z  = — a  jusqu'à  z  =  a. 

Si  l'on  n'a  d'autres  données  pour  déterminer  z  qu'un  événement 
observé,  formé  des  mêmes  événements  simples,  en  nommant  Q  la 
probabilité  de  cet  événement,  p  H- z  et  1 — p\ — z  étant  les  probabi- 
lités des  événements  simples,  l'expression  précédente  donne,  en  y 
changeant  (p  en  Q,  pour  la  probabilité  de  l'événement  composé , 

fP'Qdz 
SQdz    ' 

les  intégrales  étant  prises  ici  depuis  z  =  —  p  jusqu'à  z=i — p; 
ce  qui  est  conforme  à  ce  que  nous  avons  trouvé  dans  le  chapitre 
précédent. 
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CHAPITRE  VIII. 

DES  DURÉES  MOYENNES  DE  LA  VIE,  DES  MARIAGES,  ET  DES  ASSOCIATIONS 

QUELCONQUES. 


35.  Supposons  que  Ton  ait  suivi  sur  un  très-grand  nombre  n 
d'enfants,  la  loi  de  mortalité,  depuis  leur  naissance  jusqu'à  leur 
extinction  totale;  on  aura  leur  vie  moyenne,  en  faisant  une  somme 
des  durées  de  toutes  leurs  vies,  et  en  la  divisant  par  le  nombre  ii. 
Si  ce  nombre  était  infini,  on  aurait  exactement  la  durée  de  la  vie 
moyenne.  Cherchons  la  probabilité  que  la  vie  moyenne  des  n  en- 
fants ne  s'écartera  de  celle-ci  que  dans  des  limites  données. 

Désignons  par  ^(  -  | ,  la  probabilité  de  mourir  à  l'âge  x,  a  étant 

la  limite  de  x;  a  et  x  étant  supposés  renfermer  un  nombre  infini 
de  parties  prises  pour  l'unité.  Considérons  la  puissance 


fC^M^-^-'^M^- 


\ 

il  est  visible  que  le  coefficient  de  c""^'"^'*'*^'^^*,  dans  le  dévelop- 
pement de  cette  puissance,  est  la  probabilité  que  la  somme  des 
âges  auxquels  les  n  enfants  parviendront,  sera  /H-n(x;  en  multi- 
pliant donc  par  c^  "^'*'*^*^""'  la  puissance  précédente,  le  terme 

indépendant  des  puissances  de  c"*'"'^'"'  dans  le  produit  sera  cette 
probabilité  qui,  par  conséquent,  est  égale  à 
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rintégrale  étant  prise  depuis  -8^=:  —  tt  jusqu*à  -8^=  tt. 

Si  Ton  prend  dans  cette  intégrale  le  logarithme  hyperbolique 
de  la  quantité  sous  le  signe  /,  élevée  à  la  puissance  n ,  on  aura , 
en  développant  les  exponentielles  en  séries,  ce  logarithme  égal  à 

nft.^V/:ir+nJog.j/^(f)-^V/=r.>.^(f)-f/r'.^(f)+etc.j;   (2) 

le  signe  /  se  rapportant  ici  à  toutes  les  valeurs  de  x ,  depuis 
x=o  jusqu'à  x=a.  Si  Ton  fait  -  =  x,  et  si  Ton  observe  que  la 
variation  de  x  étant  l'unité,  on  a  adx  =  i;  on  aura 

etc. 
les  intégrales  relatives  à  x  étant  prises  depuis  a;'=o  jusqu'à  x=i . 
Nommons  k,  k\  k",  etc.  ces  intégrales  successives  ;  la  probabilité 
que  la  durée  de  la  vie  d'un  enfant  sera  comprise  dans  les  limites 

zéro  et  a  est  /^  (-")  ou  a.fdx.  <p{x)\  or  cette  probabilité  est  la 

certitude  elle-même;  on  a  donc  aA=i.  Cela  posé,  la  fonction  (2) 
devient 


ou 


y — i-+-7i.iog.(  1 —  ■r-.a«y — 1  —  t-. hetc.  |, 

(nyL         nk'\  1 {kk^-k'^)     .    . 

(^-f  —  -p j.a^V— 1  — n.  i_^.a*©*-etc. 
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Si  l'on  fait 

la  première  puissance  de  ^  disparaît;  et  de  plus,  n  étant  supposé 
un  très-grand  nombre,  on  peut  s'arrêter  à  la  seconde  puissance 
de  "&;  la  fonction  (i)  devient  ainsi,  en  repassant  des  logarithmes 
aux  nombres, 


/«ry — 1 — n.  1, .aV 


2W 

Si  Ton  fait 

cette  intégrale  devient,  en  la  prenant  depuis  f=  —  oo  jusqu'à 
f=oo, 

6  ^        a«ii  • 


a.vnw 


En  la  multipliant  par  dl,  et  faisant  l=zar.\Jn,  on  aura 

pour  la  probabilité  que  la  somme  des  âges  auxquels  les  n  enfants 
parviendront  sera  comprise  dans  les  limites  na^k'  ±  ar.\Jn. 
La  quantité  a^li  ou  fx.(^{-\  est  la  somme  des  produits  de 

chaque  âge,  par  la  probabilité  d'y  parvenir;  elle  est  donc  la  vraie 
durée  de  la  vie  moyenne;  ainsi  la  probabilité  que  la  somme  des 
âges  auxquels  les  n  enfants  cesseront  de  vivre,  divisée  par  leur 
nombre,  est  comprise  dans  ces  limites 


ar 


Vraie  durée  de  la  vie  moyenne,  plus  ou  moins  —z , 

\/7 


LIVRE  DEUXIEME.  451 

a  pour  expression 

—  .J&dr.c 
La  valeur  moyenne  de  r,  en  plus  ou  en  moins,  est,  par  le  n"*  20, 

l'intégrale  étant  prise  depuis  r=  o  jusqu'à  r  infini.  En  la  multi- 
pliant par  — I ,  on  aura  Terreur  moyenne  à  craindre  en  plus  ou 

en  moins,  lorsqu'on  prend  pour  durée  moyenne  de  la  vie,  la 
somme  des  âges  qu'ont  vécu  n  enfants  considérés  ci-dessus,  divi- 
sée par  n,  quotient  que  nous  désignerons  par  G;  cette  erreur  est 
donc 

On  a  à  très-peu  près, 

et  comme  ak=i^  on  aura 

k         a' 

Si  l'on  nomme  ensuite  H  la  somme  des  carrés  des  âges  qu'ont  vécu 
les  n  enfants,  divisée  par  n,  on  trouvera,  par  l'analyse  du  n"*  19, 

k 
ces  valeurs  donnent 

l'erreur  moyenne  à  craindre  en  plus  ou  en  moins,  sur  la  durée 
de  la  vie,  devient  ainsi 

57. 
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Il  est  clair  que  ces  résultats  ont  également  lieu  relativement  à  la 
durée  moyenne  de  ce  qui  reste  à  vivre,  lorsqu'au  lieu  de  partir 
de  l'époque  de  la  naissance  on  part  d'une  époque  quelconque  de 
la  vie. 

On  peut  facilement  déterminer,  au  moyen  des  tables  de  morta- 
lité, formées  d'année  en  année,  la  durée  moyenne  de  ce  qui  reste 
à  vivre  à  une  personne  dont  l'âge  est  d'un  nombre  entier  A  d'an- 
nées. Pour  cela ,  on  ajoutera  tous  les  nombres  de  la  table  qui  suivent 
celui  qui  correspond  à  l'âge  A;  on  divisera  la  somme  par  ce  der- 
nier nombre,  et  l'on  ajoutera  \  au  quotient.  En  effet,  si  l'on  désigne 
par  (i),  (2),  (3),  etc.  les  nombres  de  la  table,  correspondants  à 
l'année  A  et  aux  années  suivantes;  le  nombre  des  individus  qui 
meurent  dans  la  première  année,  à  partir  de  l'année  A,  sera 
(1)  —  (2);  mais  dans  ce  court  intervalle,  la  mortalité  peut  être 
supposée  constante;  t.[(i)  —  (2)]  est  donc  la  somme  des  durées 
de  leur  vie,  à  partir  de  l'âge  A.  Pareillement  y. [(2)  —  (3)], 
-|-.[(3)  —  (4)],  etc.  sont  les  sommes  des  durées  de  la  vie,  à  par- 
tir du  même  âge,  de  ceux  qui  meurent  dans  les  seconde,  troi- 
sième ,  etc.  années  comptées  depuis  l'année  A.  La  réunion  de  toutes 

ces  sommes  est  —  -h  (2)  -h  (3)  -h  (4)  -+-  etc.  et  en  la  divisant  par 

(1),  on  aura  la  durée  moyenne  de  ce  qui  reste  à  vivre  à  la  personne 
de  l'âge  A.  On  formera  ainsi  une  table  des  durées  moyennes  de 
ce  qui  reste  à  vivre  aux  différents  âges.  On  pourra  même  conclure 
ces  durées  les  unes  des  autres,  en  observant  que  si  F  désigne 
cette  durée  pour  l'âge  A,  et  F'  la  durée  correspondante  à  l'âge 
A  -hi,  on  a 

36.  Déterminons  maintenant  la  durée  moyenne  de  la  vie,  qui 
aurait  lieu ,  si  l'une  des  causes  de  mortalité  venait  à  s'éteindre. 
Soit  U\e  nombre  des  enfants  qui,  sur  le  nombre  n  de  naissances, 
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vivraient  encore  à  l'âge  x  dans  cette  hypothèse  ;  u  étant  celui  des 
enfants  vivants  à  cet  âge  sur  le  même  nombre  de  naissances,  dans 
le  cas  où  cette  cause  de  mortalité  subsiste.  Nommons  z.l^x,  la 
probabilité  qu'un  individu  de  l'âge  x  périra  de  cette  maladie  dans 
l'intervalle  de  temps  très-court  llx;  nz.l^x  sera  à  très -peu  près, 
par  le  n"*  25,  le  nombre  des  individus  »,  qui  périront  de  cette  ma- 
ladie dans  l'intervalle  de  temps  A^,  si  ce  nombre  est  considérable. 
Pareillement  si  l'on  désigne  par  (p.Aa;  la  probabilité  qu'un  indi- 
vidu de  l'âge  x  périra  par  les  autres  causes  de  mortalité  dans  l'in- 
tervalle Aa;;  u(^.l^x  sera  le  nombre  des  individus  qui  périront  par 
ces  causes,  dans  l'intervalle  de  temps  Aa;;  ce  sera  donc  la  valeur 
de  —  Aa;  j'affecte  Au  du  signe  — ,  parce  que  a  diminue  à  mesure 
que  X  augmente  ;  on  a  donc 

—  Aa  =  tt.Aa;.  (^-f-z). 
On  aura  pareillement 

—  Af/=f/.9.Aa;. 
En  éliminant  <p  de  ces  deux  équations,  on  aura 

Af/        Att 

-77-  = \-z.  Aa;. 

U  u 

Aa;  étant  une  quantité  très-petite,  on  peut  transformer  la  caracté- 
ristique A  dans  la  caractéristique  différentielle  rf,  et  alors  l'équa- 
tion précédente  devient 

dU        du         j 
U  a 

d*où  l'on  tire  en  intégrant,  et  observant  qu'à  l'âge  zéro,  U=u=n, 

U=u.(/'^,  (3) 

l'intégrale  étant  prise  depuis  x  nul.  On  peut  obtenir  cette  inté- 
grale au  moyen  des  registres  de  mortalité,  dans  lesquels  on  tient 
compte  de  l'âge  des  individus  morts,  et  des  causes  de  leur  mort. 
En  effet,  uz.lx  étant,  par  ce  qui  précède,  le  nombre  de  ceux  qui , 
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parvenus  à  l'âge  œ,  ont  péri  dans  Tintervalie  de  temps  Aa:,  par  la 
maladie  dont  il  s'agit;  on  aura  à  très-peu  près  l'intégrale /zcfcr,  en 
supposant  Arr  égal  à  une  année ,  et  en  prenant  depuis  la  naissance 
des  71  enfants  que  l'on  a  considérés,  jusqu'à  l'année  x,  la  somme 
des  fractions  qui  ont  pour  numérateur  le  nombre  des  individus 
<]ue  la  maladie  a  fait  périr  chaque  année ,  et  pour  dénominateur 
le  nombre  des  n  enfants  qui  vivent  encore  au  mUieu  de  la  même 
année.  Ainsi  l'on  pourra  transformer,  au  moyen  de  l'équation  (3), 
une  table  de  mortalité  ordinaire  dans  celle  qui  aurait  lieu  si  la 
maladie  dont  il  s'agit  n'existait  pas. 

La  petite  vérole  a  cela  de  particulier,  savoir,  que  le  même  in- 
dividu n'en  est  jamais  deux  fois  atteint,  ou  du  moins  ce  cas  est  si 
rare,  que  s'il  existe,  on  peut  en  faire  abstraction.  Concevons  que 
sur  un  très-grand  nombre  n  d'enfants,  u  parviennent  à  l'âge  x,  et 
que  dans  le  nombre  u,  y  n'aient  point  eu  la  petite  vérole.  Con- 
cevons encore  que  sur  ce  nombre  j,  lydx  prennent  cette  maladie 
dans  l'instant  àx^  et  que  sur  ce  nombre,  ir.yàx  périssent  de  cette 
maladie.  En  désignant,  comme  ci-dessus,  par  ^  la  probabilité  de 
périr  à  l'âge  x  par  d'autres  causes,  on  aura  évidemment 

(/a  =  —  u<p.dx  —  ir.ydx. 
On  aura  ensuite 

dy  =  — y(^.dx —  iydx. 

En  effet  j  y  diminue  par  le  nombre  de  ceux  qui,  dans  l'instant  dx, 
prennent  la  petite  vérole,  et  ce  nombre  est,  par  la  supposition, 
/jcte;j  diminue  encore  par  le  nombre  des  individus  compris  dans 
y,  qui  périssent  par  d'autres  causes,  et  ce  nombre  estyCpdx. 

Maintenant,  si  de  la  première  des  deux  équations  précédentes, 
multipliée  par  j,  on  retranche  la  seconde  multipliée  par  ii,  et  si 
Ton  divise  la  différence  par  j',  on  aura 

d.  -  =(."  .dx  —  irdx , 
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ce  qui  donne,  en  intégrant  depuis  x  nul,  et  observant  qu'à  cette 
origine,  a=j  =  /i, 

^=(i~/,>cte.c-^'^.c>-''^;  (4) 

cette  équation  fera  connaître  le  nombre  d'individus  de  l'âge  x, 
qui  n'ont  point  encore  eu  la  petite  vérole.  On  a  ensuite 

I  ir.ydx 

zdx=  — *^ — , 
u 

uzdx  étant,  comme  ci-dessus,  ceux  qui  périssent  dans  le  temps  dx, 

de  la  maladie  que  l'on  considère.  En  substituant  au  lieu  de  ^,  sa 

valeur  précédente,  on  aura,  après  avoir  intégré, 

fzdx 1 

l'équation  (3)  donnera  donc 

^"^  x^firdx.c-f^^'  ^^) 

Cette  valeur  de  U  suppose  que  l'on  connaît  par  l'observation  i  et  r. 
Si  ces  nombres  étaient  constants ,  il  serait  facile  de  les  déterminer  ; 
mais  comme  ils  peuvent  varier  d'âge  en  âge,  les  éléments  de  la 
formule  (3)  sont  plus  aisés  à  connaître,  et  cette  formule  me  semble 
plus  propre  à  déterminer  la  loi  de  mortalité  qui  aurait  lieu  si  la 
petite  vérole  était  éteinte.  En  lui  appliquant  les  données  que  l'on 
a  pu  se  procurer  sur  la  mortalité  causée  par  cette  maladie,  aux 
divers  âges  de  la  vie,  on  trouve  que  son  extinction,  au  moyen  de 
la  vaccine,  augmenterait  de  plus  de  trois  années  la  durée  de  la 
vie  moyenne ,  si  d'ailleurs  cette  durée  n'était  point  restreinte  par 
la  diminution  relative  des  subsistances,  due  à  un  plus  grand  ac- 
croissement de  population. 

37.  Considérons  présentement  la  durée  moyenne  des  mariages. 
Pour  cela  concevons  un  grand  nombre  n  de  mariages  entre  n  gar- 


456      THÉORIE  ANALYTIQUE  DES  PROBABILITÉS. 

çons  de  Tâge  a,  et  n  filles  de  l'âge  a;  et  déterminons  le  nombre 
de  ces  mariages  subsistants  après  x  années  écoulées  depuis  leur 
origine.  Nommons  (p  la  probabilité  qu  un  garçon  qui  se  marie  à 
l'âge  a  parviendra  à  l'âge  a-hx;  et  -^  la  probabilité  qu'une  fiUe 
qui  se  marie  à  l'âge  a  parviendra  à  l'âge  a'-t-a?.  La  probabi- 
lité que  leur  mariage  subsistera  après  sa  x"^  année  sera  ^>|/; 
donc  si  Ton  développe  le  binôme  (9^"+~^  —  9^)"*  '^  terme 
H.{(p'^y.{i — (p-^y-*  de  ce  développement  exprimera  la  probabi- 
lité que  sur  les  n  mariages,  i  subsisteront  après  x  années.  Le  plus 
grand  terme  du  développement  est,  par  le  n®  16,  celui  dans  le- 
quel i  est  égal  au  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  n+i.<p'^; 
et  parle  même  numéro,  il  est  extrêmement  probable  que  le  nombre 
des  mariages  subsistants  ne  s'écartera  que  très-peu  en  plus  ou  en 
moins  de  ce  nombre.  Ainsi,  en  désignant  par  i  le  nombre  des 
mariages  subsistants,  on  pourra  supposer  à  très-peu  près, 

n(p  est  à  fort  peu  près  le  nombre  des  n  maris  vivants  à  l'âge  a -h  a:. 
Les  tables  de  mortalité  le  feront  connaître  d'une  manière  fort 
approchée,  si  elles  ont  été  formées  sur  des  listes  nombreuses  de 
mortalité  ;  car  si  l'on  désigne  par  p  le  nombre  des  hommes  vivants 
à  l'âge  a,  sur  l'ensemble  de  ces  listes,  et  par  q  le  nombre  des 
survivants  à  l'âge  a  -t-^,  on  aura  à  fort  peu  près,  par  le  n®  29, 

Si  l'on  nomme  pareillement  p  le  nombre  des  femmes  vivantes  à 
l'âge  à  y  et  par  (f  le  nombre  des  survivantes  à  l'âge  a'-f-rc,  on 
aura  à  très-peu  près. 


donc 


I        ^'9 


7/" 
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On  formera  ainsi  d'année  en  année  une  table  des  valeurs  de  i.  En 
faisant  ensuite  une  somme  de  tous  les  nombres  de  cette  table,  et 
en  la  divisant  par  n,  on  aura  la  durée  moyenne  des  mariages  faits 
à  l'âge  a  pour  les  garçons,  et  à  Tâge  a  pour  les  filles. 

Cherchons  maintenant  la  probabilité  que  Terreur  de  la  valeur 
précédente  de  i  sera  comprise  dans  des  limites  données.  Suppo- 
sons, pour  simplifier  le  calcul,  que  les  deux  conjoints  soient  du 
même  âge,  et  que  la  probabilité  de  la  vie  des  hommes  soit  la 
même  que  celle  des  femmes;  alors  on  a 

a=a,     9=9,     p=p,     9  =  y' 
et  l'expression  précédente  de  i  devient 

Concevons  que  la  valeur  de  i  soit  —rr-^s;  s  sera  l'erreur  de  cette 

expression  de  i.  On  a  vu  dans  le  n"*  30,  que  si  l'on  a  observé  que 
sur  un  très-grand  nombre  p  d'individus  de  l'âge  a,  (j  sont  parve- 
nus à  l'âge  a-^x;  la  probabilité  que  sur  p  autres  individus  de 

l'âge  a,  ^  -f-z  parviendront  à  l'âge  a-l-a;,  est 


\/; 

7/»' 

•(/>• 

p                                .        7qp:{p-<,).(p-i-p-) 

Si  l'on  suppose  p 

et 

9 

infinis,  on  aura  évidemment 

et  si  l'on  fait 

f+^-9'.- 

on  aura 

TOME   VII. 
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ce  qui  donne,  à  très-peu  près,  en  négligeant  le  carré  -^, 

ainsi  la  probabilité  précédente  de  z  est  en  même  temps  la  proba- 
bilité de  cette  expression  de  n(p\  Supposons  maintenant  i=ii(p*+ 1, 
en  considérant  le  binôme  ((p'+i— 9')^  la  probabilité  de  cette 
expression  de  i  est,  par  le  n"*  16, 


\/w.2n<p*.(i—(p«) 

Mais  la  valeur  précédente  de  i  devient,  en  y  substituant  pour  n^* 
sa  valeur, 

la  probabilité  de  cette  dernière  expression  dé  i  est  égale  au  pro- 
duit de  celles  de  i  et  de  z  trouvées  ci-dessus;  elle  est  donc  égale  à 


27r.\/7ip'.(p».(l  — (p)*.(i  +  (p) 

Ayant  supposé  précédemment  i=  -^  +s,  on  aura  $=l ^; 

en  substituant  donc  pour  /  sa  valeur  tirée  de  cette  équation,  et 

observant  que  l'on  a  à  très-peu  près  ^  =(p,  on  aura,  pour  la 

probabilité  que  la  valeur  de  s  sera  comprise  dans  les  limites  don- 
nées, l'expression  intégrale 

^  (-^y 

ffdz.ds.c     »^(— *)•/>'       «"^-('-^ 
2irW-?'-(l-<P)'-('  +  «P) 

l'intégrale  relative  à  z  pouvant  être  prise  depuis  2  =  —  00  jusqu'à 
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2  =  oo.  De  là  il  est  facile  de  conclure  par  les  méthodes  exposées 
précédemment,  que  si  Ton  fait 


2n(p'.(i-<p).[/>'+(/)'+4n)(p]' 
Tintégrale  précédente  devient 


fkds 


*kds      —  it»j« 

.         .        no'* 
ainsi  la  probabilité  que  Terreur  de   l'expression   i=  --^  sera 

dzs,  est 

rintégrale  étant  prise  depuis  s  nul. 

L'analyse  précédente  s'applique  également  à  la  durée  moyenne 
d'un  grand  nombre  d'associations  formées  de  trois  individus,  ou 
de  quatre  individus,  etc.  Soit  n  ce  nombre,  et  supposons  que  tous 
les  associés  soient  du  même  âge  a  au  moment  de  l'association  ; 
désignons  par  p  le  nombre  des  individus  de  la  table  de  mortalité, 
de  Tâge  a,  et  par  q  le  nombre  des  individus  de  l'âge  a-t-a;;  le 
nombre  i  des  associations  existantes  après  x  années  écoulées  de- 
puis l'origine  des  associations  sera  à  fort  peu  près 

r  étant  le  nombre  des  individus  de  chaque  association.  On  trou- 
vera, par  la  même  analyse,  la  probabilité  que  ce  nombre  sera 
renfermé  dans  des  limites  données.  La  somme  des  valeurs  de  i 
correspondantes  à  toutes  les  valeurs  de  oc,  divisée  par  n,  sera  la 
durée  moyenne  de  ce  genre  d'associations. 
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CHAPITRE  IX. 

DES  BéNÉFIGES  DlÊPENDANTS  DE  LA  PROBABILITE  DES  ÉvEnEMENTsVuTURS. 

38.  Concevons  que  l'arrivée  d'un  événement  procure  le  béné- 
fice V,  et  que  sa  non-arrivée  cause  la  perte  |x.  Une  personne  A 
attend  l'arrivée  d'un  nombre  s  d'événements  semblables,  tous 
également  probables,  mais  indépendants  les  uns  des  autres;  on 
demande  quel  est  son  avantage. 

Soit  (j  la  probabilité  de  l'arrivée  de  chaque  événement,  et  par 
conséquent  i  —  q  celle  de  sa  non-arrivée;  si  l'on  développe  le 
binôme  (7-t-i — (j)',  le  terme 

I.2.3...l.l.2.3...(5— -i)'  '    ^  '^ 

de  ce  développement  sera  la  probabilité  que  sur  les  s  événements, 
i  arriveront.  Dans  ce  cas,  le  bénéfice  de  A  est  iv,  et  sa  perte  est 
{s  —  i).|x;  la  différence  est  z.(t;-|-|x) — s^;  en  la  multipliant  par 
sa  probabilité  exprimée  par  le  terme  précédent,  et  prenant  la 
somme  de  ces  produits  pour  toutes  les  valeurs  de  i,  on  aura  l'a- 
vantage de  A,  qui,  par  conséquent,  est  égal  à 


1.1.2. 3. ..5 


1.2. 3.. .1.1. 2.3.... 5—1 

le  signe  S  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  i.  On  a 

et  1.1.2.0... 5  •/  \  • 


1.2. 3.. .1.1. 2. 3... .1—5 
i.3...5 
1.2. 3. ..1.1.2.3. ...5— 


***  1      O      A  f       1      O     A  C 1  *** 
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pourvu  que  l'on  suppose  f =i,  après  la  dijBerentiation ,  ce  qui  ré- 
duit ce  dernier  membre  à  qs;  Tavantage  de  A  est  donc  s.[(jV'-i—q.(i). 
Cet  avantage  est  nul  si  v(j=^.[i — ^),  c  est-à-dire,  si  le  bénéfice 
de  l'arrivée  de  Tévénement,  multiplié  par  sa  probabilité,  est  égal 
à  la  perte  causée  par  sa  non-arrivée,  multipliée  par  sa  probabilité. 
L'avantage  devient  négatif  et  se  change  en  désavantage,  si  le  se- 
cond produit  surpasse  le  premier.  Dans  tous  les  cas,  l'avantage  ou 
le  désavantage  de  A  est  proportionnel  au  nombre  s  des  événements. 
On  déterminera,  par  l'analyse  du  n°  16,  la  probabilité  que  le 
bénéfice  réel  de  A  sera  compris  dans  des  limites  données,  si  s  est 
un  grand  nombre.  Suivant  cette  analyse,  la  somme  des  divers 
termes  du  binôme  (7-t-i  —  (])%  compris  entre  les  deux  termes  dis- 
tants de  /-f-i,  de  part  et  d'autre  du  plus  grand,  est 


1^  Mtr-''^ î .      "9(^-9) 


V^  \2$'7rq.[\'-q) 

l'intégrale  étant  prise  depuis  t=  o  jusqu'à  t=  — .  L'ex- 

yj2sq.{i-q) 
posant  de  (j  dans  le  plus  grand  terme  est,  à  très-peu  près  par  le 

même  numéro,  égal  à  sq;  et  les  exposants  de  q,  correspondants 
aux  termes  extrêmes  compris  dans  l'intervalle  précédent,  sont 
respectivement  sq  —  l  et  sq-hL  Les  bénéfices  correspondants  à 
ces  trois  termes  sont 

s.{qv—T^.(i)—l{v-{-ii), 
s.[qv—i—q.(i)^ 

$.[qv  —  1 — ^.|x)-f-/(t;-f-|x); 

en  faisant  donc  l  =  r.^,là  probabilité  que  le  bénéfice  réel  de 

A  n'excédera  pas  les  limites  5.(71; — 1 — 7.(x)dzr.\/5.(i;-t-|x),  est 
égal  à 


fdr.c 


19.(1—9) 


29.(1—  9) 


V^        \/29.(i-9)  \j2sn.q.{i-q) 
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l'intégrale  étant  prise  depuis  r=  o,  et  le  dernier  terme  pouvant 
être  négligé.  On  voit  par  cette  formule  que  si  qv — i — q.fi  n'est 
pas  nul,  le  bénéfice  réel  augmente  sans  cesse,  et  devient  infiniment 
grand  et  certain  dans  le  cas  d'un  nombre  infini  d'événements. 

On  peut  étendre,  par  l'analyse  suivante,  ce  résultat  au  cas  où 
les  probabilités  des  s  événements  sont  différentes,  ainsi  que  les 
bénéfices  et  les  pertes  qui  y  sont  attachés.  Soient  q,  q^'\  q^'^^.q^'^ 
les  probabilités  respectives  de  ces  événements;  r,  v^^\  v^*K..v^^^ 
les  bénéfices  que  procurent  leurs  arrivées.  On  peut,  pour  sim- 
plifier, faire  abstraction  des  pertes  que  causent  leurs  non-arrivées, 
en  comprenant  dans  le  bénéfice  que  procure  l'arrivée  de  chaque 
événement,  la  quantité  que  A  perdrait  par  sa  non-arrivée,  et  en 
retranchant  ensuite  de  l'avantage  total  de  A  la  somme  de  ces  der- 
nières quantités;  car  il  est  facile  de  voir  que  cela  ne  change  point 
la  position  dei4. 

Cela  posé,  considérons  le  produit 

{i-q^q.c'^^.{l  —  q^^)-^qi^Kc''''''^.... 

Il  est  clair  que  la  probabilité  que  la  somme  des  bénéfices  sera/4-  /', 

est  égal  au  coefficient  de  c'^~^'*^~"*  dans  le  développement  de 
ce  produit  ;  elle  est  donc  égale  à 

l'intégrale  étant  prise  depuis  'ct=— tt  jusqu'à  isr^ir,  et  les  nombres 
V,  v^'\  etc.  étant  supposés,  comme  on  peut  le  faire,  des  nombres 
entiers.  Prenons  le  logarithme  du  produit 
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en  le  développant  suivant  les  puissances  de  isr,  il  devient 

(5.^(0^(0_j).^.Y/ir7_  ^.  s.  q^^K{i—q^^).  v^^'—  etc. 

le  signe  5  se  rapportant  à  toutes  les  valeurs  de  i,  depuis  i  =  o 
jusquà  i==s — i.  La  supposition  de /égal  à  S.q^'^v^'^  fait  dispa- 
raître la  première  puissance  de  'cr;  et  la  considération  de  s,  un 
très-grand  nombre,  rend  insensibles  les  termes  dépendants  des 
puissances  de  'cr  supérieures  au  carré;  en  repassant  donc  des 
logarithmes  aux  nombres  dans  le  développement  précédent,  le 
produit  [b)  devient  à  très-peu  près, 

~-.5.9(0.(i-_ç(0).,,(0« 

c    '  ; 

ce  qui  change  l'intégrale  (a)  dans  celle-ci. 

L'intégrale  devant  être  prise  depuis  «= — ir  jusquà  'CT==ir,  et 
S.q^^.{i — q^^).v^^^  étant  un  grand  nombre  de  Tordre  s,  il  est  clair 
que  cette  intégrale  peut  être  étendue,  sans  erreur  sensible,  jus- 
qu'aux valeurs  infinies  positives  et  négatives  de  'cr.  En  faisant  donc 

^^^9'-'.(i-y«)..c>    ^  r.\/-i  ^^ 


V2.5.7"'>.(i-9«).f«* 
et  intégrant  depuis  t=  —  oo  jusqu à  t=oo,  l'intégrale  (a)  devient 


î.S.9«.(i-7«).»W* 

)  C/  • 


Si  Ton  multiplie  cette  quantité  par  idl,  et  qu'ensuite  on  l'intègre 
depuis  r=o,  cette  intégrale  sera  l'expression  de  la  probabilité 
que  le  bénéfice  de  A  sera  compris  dans  les  limites  f^l\  ou 
S.q^^v^*^  ±:  ï ;  en  faisant  ainsi 


]:=.r.\JiS.q^\[\  —  q%v^^' 
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la  probabilité  que  le  bénéfice  de  A  sera  compris  dans  les  limites 

est 


— «» 


— .  Çàr.c 

l'intégrale  étant  prise  depuis  r=  o. 

Maintenant  il  faut,  par  ce  qui  précède,  changer  dans  les  limites 
précédentes,  v^'^  dans  t;^'^-f-(x^'\  et  en  retrancher  5.(x^'^;  la  proba- 
bilité que  le  bénéfice  réel  de  A  sera  compris  dans  les  limites 


est  donc 

On  voit  par  cette  formule  que,  pour  peu  que  l'espérance  mathé- 
matique de  chaque  événement  surpasse  zéro,  en  multipliant  les 
événements  à  l'infini ,  le  premier  terme  de  l'expression  des  limites 
étant  de  l'ordre  5,  tandis  que  le  second  n'est  que  de  l'ordre  \/s, 
le  bénéfice  réel  s'accroît  sans  cesse,  et  devienj  àla  fois  infiniment 
grand  et  certain  dans  le  cas  d'un  nombre  infini  d'événements. 

39.  Considérons  maintenant  le  cas  où,  à  chaque  événement,  la 
personne  i4  a  un  nombre  quelconque  de  chances  à  espérer  ou  à 
craindre.  Supposons,  par  exemple,  qu'une  urne  renferme  des 
boules  de  diverses  couleurs;  que  l'on  tire  une  boule  de  cette  urne, 
en  la  remettant  dans  l'urne  après  le  tirage ,  et  que  le  bénéfice  de 
A  soit  Vy  si  la  boule  extraite  est  de  la  première  couleur;  qu'il  soit 
V  ,  si  la  boule  extraite  est  de  la  seconde  couleur;  qu'il  soit  v\  si  la 
boule  extraite  est  de  la  troisième  couleur,  el  ainsi  de  suite  ;  les 
bénéfices  devenant  négatifs,  lorsque  A  est  forcé  de  donner  au  lieu 
de  recevoir.  Nommons  a,  a',  a ,  etc.  les  probabilités  que  la  boule 
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extraite  à  chaque  tirage,  sera  de  la  première,  ou  de  la  seconde, 
ou  de  la  troisième,  etc.  couleur,  et  supposons  que  l'on  ait  ainsi 
s  tirages,  on  aura  d'abord 

a-h-a-ha  -\-  etc.  =  i . 

En  multipliant  ensuite  les  termes  du  premier  membre  de  cette 

équation,  respectivement  par  c*^^^^,  c'"'^^^,  c""*^^^,  etc.  le 

terme  indépendant  des  puissances  de  c*^""* ,  dans  le  développe- 
ment de  la  fonction 


c 


^      '^^    ^      .\a.c    ^      -ha.c     ^      -\-a.c     ^      -h  etc.j , 


sera,  par  ce  qui  précède,  la  probabilité  que  dans  s  tirages,  le 
bénéfice  de  A  sera  s^-hl;  cette  probabilité  est  donc  égale  à 

^./c/«. c-'"^~.  [c-'*"^^.  [a.  c"'^"^- a\  c''^^^^-  etc.)]';  (c) 

Fintégrale  relative  à  ©  étant  prise  depuis  ©  =— tt  jusqu'à  ©=ir. 
Si  l'on  développe  par  rapport  aux  puissances  de  «,  le  logarithme 
hyperbolique  de  la  quantité  élevée  à  la  puissance  s,  sous  le  signe 
y,  et  si  l'on  observe  que  a-ha -ha  -{-etc.  =i,  on  aura  pour  ce 
logarithme, 

'cr. y/ —  i.[av  -h av' -+- a V -h  etc.  —  jx] 

—  T- [_  (a,;  +  a V  -4- a V  -4-  etc.)«J        ^^^• 

On  fera  disparaître  la  première  puissance  de  «,  en  faisant 

(i=av  -+-aV-f-aV-f-  etc. 
Si  l'on  suppose  ensuite 

2  /c*  =  av'  -4-  av'  -h  av'  -f-  etc.  —  [av  -h  dv  4-  dv  +  etc.)  \ 
et  si  l'on  observe  que,  s  étant  supposé  un  grand  nombre,  on  peut 

TOME   Vil.  '  59 
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négliger  les  puissances  de  ^  supérieures  au  carré;  on  aura,  en 
repassant  des  logarithmes  aux  nombres, 

ce  qui  change  l'intégrale  (c)  dans  celle-ci, 

—  .lœTS.c        ^  , 


2W 


qui  devient,  en  intégrant  comme  dans  le  numéro  précédent. 


ksk* 


2k.\lîr 

En  la  multipliant  par  2dl,  et  intégrant  le  produit  depuis  /=o, 
on  aura  la  probabilité  que  le  bénéfice  réel  de  A  sera  compris  dans 
les  limites 

5.  [av  H-  av'  -h  av"  -+-  etc.)  ±  /  ; 
en  faisant  donc 

cette  probabilité  sera,  en  prenant  l'intégrale  depuis  r=o. 

Nous  avons  supposé  dans  ce  qui  précède,  les  probabilités  des 
événements  connues;  examinons  le  cas  où  elles  sont  inconnues. 
Supposons  que  sur  m  événements  semblables  attendus,  n  soient 
arrivés,  et  que  A  attende  s  pareils  événements  dont  chacun  lui 
procure  par  son  arrivée  le  bénéfice  v,  la  non-arrivée  lui  causant 

Ja  perte  (x.  Si  l'on  représente  par  —  .5-+-z,  le  nombre  d'événe- 
ments qui  arriveront  sur  les  5  événements  attendus,  la  probabilité 
que  z  sera  contenu  dans  les  limites  àzkt  sera,  par  le  n°  30, 
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Tintégrale  étant  prise  depuis  f=o;  ft'  étant  égal  à 

2ns.{m—n).{m+s) 
m"  * 

Mais  —.s-\-z  étant  le  nombre  des  événements  arrivés ,  le  bénéfice 
m 

réel  de  A  est 

rintégrale  précédente  est  donc  la  probabilité  que  le  bénéfice  réel 
de  A  sera  compris  dans  les  limites 


k  est  de  Tordre  y/5,  si  m  et  /i  sont  d'un  ordre  égal  ou  plus  grand 
que  s;  ainsi,  quelque  petite  que  soit  l'espérance  mathématique 
relative  à  chaque  événement,  le  bénéfice  réel  devient  à  l'infini 
certain  et  infiniment  grand,  lorsque  le  nombre  des  événements 
passés  est  supposé  infini,  comme  celui  des  événements  futurs. 

40.  Nous  allons  maintenant  déterminer  les  bénéfices  des  éta- 
blissements fondés  sur  les  probabilités  de  la  vie  humaine.  La  ma- 
nière la  plus  simple  de  calculer  ces  bénéfices  est  de  les  réduire 
en  capitaux  actuels.  Prenons  pour  exemple  les  rentes  viagères. 
Une  personne  de  l'âge  A  veut  constituer  sur  sa  tête  une  rente 
viagère  h;  on  demande  le  capital  quelle  doit,  pour  cela,  donner 
à  la  caisse  de  l'établissement  qui  lui  fait  cette  rente. 

Si  l'on  nomme  j,  le  nombre  des  individus  de  l'âge  A ,  dans  la 
table  de  mortalité  dont  on  fait  usage,  et  y  a:  l^  nombre  des  individus 
de  l'âge  A-hx;  la  probabilité  de  payer  la  rente  à  la  fin  de  l'année 

A-hx,  sera  —  ;  par  conséquent,  la  valeur  du  payement  sera 
-^  .  Mais  si  l'on  désigne  par  r  l'intérêt  annuel  de  l'unité,  en 
sorte  que  le  capital  1  devienne  1  -h  r  après  un  an  ;  il  deviendra 


59. 
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(i-hr)*  après  x  années  ;  ainsi  le  payement  (i-hr)*  fait  à  la  fin  de 
la  x^^  année,  réduit  en  capital  actuel,  devient  Tunité,  ou  ce  même 

payement  divisé  par  (i-hr)*;  le  payement  -^  réduit  en  capital 

h  y  ^\ 

actuel  est  donc  — ,  '  v  \^  •  La  somme  de  tous  les  pavements  faits 

jo.(i+r)^  ^       ^  f 

pendant  la  durée  de  la  vie  de  la  personne  qui  constitue  la  rente  » 
et  multipliés  par  leur  probabilité,  équivaut  donc  à  un  capital 
actuel  représenté  par  l'intégrale  finie 

S._A:Zf_, 

la  caractéristique  2  devant  embrasser  toutes  les  valeurs  de  la 
fonction  qu  elle  affecte. 

On  peut  déterminer  cette  intégrale  en  formant  toutes  ces  va- 
leurs diaprés  la  table  de  mortalité,  et  en  les  ajoutant  ensemble: 
on  déduira  ensuite  les  capitaux  les  uns  des  autres,  en  observant 
que  si  Ton  nomme  F  le  capital  relatif  à  l'âge  4,  et  F'  le  capital 
relatif  à  Tâge  il  -h  i ,  on  a 

jo  *  I  +  r  ' 

Mais  ce  procédé  se  simplifie  lorsque  la  loi  de  mortalité  est  connue, 
et  surtout  lorsqu'elle  est  donnée  par  une  fonction  rationnelle  et 
entière  de  a;,  ce  qui  est  toujours  possible,  en  considérant  les 
nombres  de  la  table  de  mortalité  comme  des  ordonnées  dont  les 
âges  correspondants  sont  les  abscisses,  et  en  faisant  passer  une 
courbe  parabolique  par  les  extrémités  des  deux  ordonnées  ex- 
trêmes, et  de  plusieurs  ordonnées  intermédiaires.  Les  différences 
qui  existent  entre  les  diverses  tables  de  mortalité  permettent  de 
regarder  ce  moyen  comme  aussi  exact  que  ces  tables,  et  même 
de  s'en  tenir  à  un  petit  nombre  d'ordonnées. 
Faisons 

'    =p>    ?=«; 


I  +  r         r         y^ 
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reprenons  la  formule  (16)  du  n°  11  du  premier  livre,  qui  donne 


p.c    — 1 


f  étant  une  constante  arbitraire.  Il  faut  dans  le  développement 
du  premier  terme  du  second  membre  de  cette  équation,  par  rap- 
port aux  puissances  de  ^,  changer  une  puissance  quelconque 
l-Y-j  dans  -j^ ,  et  multiplier  par  u  le  premier  terme,  qui  est  indé- 
pendant de  -j- .  On  a  ainsi 

'  ^  1— p  (>""P)       "^  ^'^'V~'P)      "^ 

Pour  déterminer  y)  on  observera  que  Tintégrale  S./)*tt  est  nulle, 
lorsque  a:=  i,  et  quelle  se  termine,  lorsque  x=n-hiy  A-hn 
étant  la  limite  de  la  vie  ;  car  alors  elle  embrasse  les  termes  cor- 
respondants à  tous  les  nombres  i,  2,  3,..-/i.  Désignons  donc  par 

(a),  (  j-)>  etc.  n,  (^— )>  etc.  les  valeurs  de  u,  ^,  etc.  correspon- 
dantes à  x=iy  et  à  x  =  n-+-ij  on  aura 


-L-.[{u)-p'.{u')] 


^  i.2.{ï-py'l\dx')       "'ydar'/J 


{0) 


etc. 


Si  u  ou  ^  est  constant  et  égal  à  Tunité,  depuis  x=  1  jusqu'à 

x=:n;  alors  la  rente  viagère  doit  être  payée  certainement  pen- 
dant le  nombre  n  d'années,  et  elle  devient  une  annuité.  Dans  ce 
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cas,  -1-  ^s*  °^1»  ^*  ^^  formule  précédente  donne    ^'^^""^  ^  pour  le 

capital  équivalent  à  l'annuité  h. 

Si  îi  =  1 ,  alors  la  probabilité  de  la  vie  décroît  en  progres- 
sion arithmétique,  et  la  formule  précédente  donne 


pour  le  capital  équivalent  à  la  rente  viagère  A,  et  ainsi  de  suite. 
Supposons  maintenant  que  Ton  veuille  constituer  une  rente 
viagère  A,  sur  plusieurs  individus  des  âges  A ,  A  +a,  i4+a+a',  etc. 
de  sorte  que  la  rente  reste  au  survivant.  Désignons  par  j^,  j,^, 
y^^^a'y  etc.  les  nombres  de  la  table  de  mortalité,  correspondants 
aux  âges  i4,/l-4-a,y4-4-a-f-a,  etc.  la  probabilité  qua  le  premier 

individu,  de  vivre  à  l'âge  A -+-0-,  étant  —,  la  probabilité  qu'à  cet 

âge  il  aura  cessé  de  vivre  est  i —  ^.  Pareillement,  la  proba- 
bilité  qua  le  second  individu,  de  vivre  à  l'âge  4-f-a-f-a;,  ou  à 
ia  fin  de  la  é^  année  de  la  constitution  de  la  rente,  étant  ^^; 
la  probabilité  qu'il  aura  cessé  de  vivre  alors  est  i  —  ^^^^  ;  la  pro- 
habilité  que  le  troisième  individu  aura  cessé  de  vivre,  à  la  même 
époque  de  la  constitution  de  la  rente,  est  i —  Jx-^-a-Mi^ ^  ^^  ainsi  de 

suite.  La  probabilité  qu'aucun  de  ces  individus  n'existera  à  cette 
époque  est  donc 

(,_ZfW,__Zf:^Wi„Z5^:îL^     etc. 

\       Jo/  \        j«  /  \         ya^'  I 

En  retranchant  ce  produit  de  l'unité,  la  différence  sera  la  proba- 
bilité qu'un  de  ces  individus,  au  moins,  sera  vivant  à  la  fin  de 
la  x"^  année  de  la  constitution  de  la  rente.  Nommons  n  cette 
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probabilité;  ^.hp^'u  sera  le  capital  actuel  équivalent  à  la  rente 
viagère  h.  Mais  on  doit  observer,  en  prenant  cette  intégrale,  que  les 
quantitésj^,  jar^,  etc.  sont  nulles  lorsque  leurs  indices  a?,  oH-a,  etc. 
surpassent  le  nombre  n,  A-^-n  étant  la  limite  de  la  vie. 

Si  ja:  est  une  fonction  rationnelle  et  entière  de  x,  et  d'exponen- 
tielles, telles  que  9*,  r*,  etc.  on  aura  facilement,  par  les  formules 
du  premier  livre,  l'intégrale  A. 2.p*a.  Mais  on  peut,  dans  tous 
les  cas,  former,  au  moyen  d'une  table  de  mortalité,  tous  les  termes 
de  cette  intégrale,  en  prendre  la  somme,  et  construire  ainsi  des 
tables  de  rentes  viagères  sur  une  ou  plusieurs  têtes. 

L'analyse  précédente  sert  pareillement  à  déterminer  la  rente 
viagère  que  l'on  doit  faire  à  un  établissement,  pour  assurer  à  ses 
héritiers  un  capital  après  sa  mort.  Le  capital  équivalant  à  la  rente 
viagère  h,  faite  à  une  personne  de  l'âge  A ,  est,  par  ce  qui  précède, 

A.  5.^-^,  le  signe  5  comprenant  tous  les  termes  inclusivement, 

depuis  x=^  1  jusqu'à  la  limite  de  la  vie  de  la  personne.  Nom- 
mons h(j  cette  intégrale,  et  imaginons  que  l'établissement  reçoive 
de  cette  personne  la  rente  h,  et  lui  donne  en  échange  le  capital 
h(j.  Concevons  ensuite  que  la  même  personne  place  ce  capital  à 
intérêt  perpétuel  sur  l'établissement  lui-même;  l'intérêt  annuel 

de  l'unité  étant  r  ou —.  Il  est  clair  que  l'établissement  doit 

rendre  le  capital  hq,  aux  héritiers  de  la  personne.  Mais  elle  a  fait 
pendant  sa  vie  la  rente  h  à  l'établissement,  et  elle  en  a  reçu 

la  rente  —^ ^  ;  la  rente  qu'elle  a  faite  réellement  est  donc 

—  — — —  ;  c'est  donc  ce  qu'elle  doit  donner  annuellement 

'établissement,  pour  assurer  à  ses  héritiers  le  capital  hq. 

Je  n'insisterai  pas  davantage  sur  ces  objets,  ainsi  que  sur  ceux 
qui  sont  relatifs  aux  établissements  d'assurance  de  tout  genre, 
parce  qu'ils  ne  présentent  aucunes  difficultés.  J'observerai  seule- 


h. 
à 
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ment  que  tous  ces  établissements  doivent,  pour  prospérer,  se 
réserver  un  bénéfice  et  multiplier  considérablement  leurs  affaires, 
afin  que,  leur  bénéfice  réel  devenant  presque  certain,  ils  soient 
exposés  le  moins  qu  il  est  possible,  à  de  grandes  pertes  qui  pour- 
raient les  détruire.  En  effet,  si  le  nombre  des  affaires  est  s,  et  si 
l'avantage  de  l'établissement  dans  chacune  d'elles  est  b;  alors  il 
devient  extrêmement  probable  que  le  bénéfice  réel  de  rétablisse- 
ment sera  sb,  s  étant  supposé  un  très-grand  nombre. 

Pour  le  faire  voir,  supposons  que  s  personnes  de  Tâge  A  cons- 
tituent, chacune  sur  sa  tête,  une  rente  viagère  h,  et  considérons 
une  de  ces  personnes  que  nous  désignerons  par  C.  Si  C  meurt 
dans  l'intervalle  de  la  fin  de  Tannée  x  écoulée  depuis  la  constitu- 
tion de  sa  rente,  à  la  fin  de  Tannée  a; -f-i;  l'établissement  lui  aura 
payé  la  rente  h  pendant  x  années ,  et  la  somme  de  ces  payements , 
réduite  en  capital  actuel,  sera  h.[p-hp^ -f-p*)  ou  2.A/)*^*;  or 

la  probabilité  que  C  mourra  dans  cet  intervalle  est  '^"   ■^'^' ,  ou 

—  -^  ;  la  valeur  de  la  perte  que  Tétablissement  doit  alors  sup- 

y^"                           A  y 
porter  est  donc ^.  S.  hp^\  La  somme  de  toutes  ces  pertes 

y» 
est 


.(^'.S.Ap^*');  (r) 


c'est  le  capital  que  C  doit  verser  à  la  caisse  de  Tétablissement, 
pour  en  recevoir  la  rente  viagère  h.  On  peut  observer  ici  que  Ton  a 

en  intégrant  le  second  membre  de  cette  équation,  la  fonction  (r) 
se  réduit  à 

—  ^.i:.hp'-+-  ^l-IflEl  -f-  constante; 
or  S.^*  se  réduit  à  zéro,  lorsque  a;=i;  et  lorsque  a:=fi-f-i,  j. 
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est  nul  par  ce  qui  précède;  la  fonction  (r),  ou  le  capital  que  C 

doit  payer  à  l'établissement,  est  donc  .J^J-fiE-*  ce  qui  est  conforme 

à  ce  qui  précède.  Mais  sous  la  forme  de  la  fonction  (r) ,  on  peut 
appliquer  au  bénéfice  de  rétablissement  Fanalyse  du  n*"  39.  En 
effet,  on  a  dans  ce  cas,  par  le  numéro  cité, 

av-h-av-hav-h-  etc.  =  — S .  (^ .S. A/>*-'^  ; 

ensuite  a,  a,  etc.  étant  les  valeurs  successives  de ^,  on 

J. 
aura 

ai;»-4-aV»-4-etc.  =  S.r—  ^.(S.A^^')»!, 

en  sorte  que 

En  supposant  que  chacune  des  s  personnes  qui  constitue  la  rente  h 
sur  sa  tête  verse  à  la  caisse  de  rétablissement,  outre  le  capital 
correspondant  à  cette  rente,  une  somme  b,  pour  subvenir  aux 
frais  de  rétablissement;  on  aura,  par  le  n**  39, 

pour  la  probabilité  que  le  bénéfice  réel  de  l'établissement  sera 
compris  dans  les  limites 

sb^akr.^. 

Ainsi,  dans  le  cas  d'un  nombre  infini  d'affaires,  le  bénéfice  réel 
de  l'établissement  devient  certain  et  infini.  Mais  alors  ceux  qui 
traitent  avec  lui  ont  un  désavantage  mathématique  qui  doit  être 
compensé  par  un  avantage  moral,  dont  l'appréciation  va  être  l'objet 
du  chapitre  suivant. 

TOME   TU.  60 
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CHAPITRE  X, 

DE    L'ESPÉRANCE    MOBALE. 


41.  On  a  vu  dans  le  n*"  2  la  différence  qui  existe  entre  Tespé- 
rance  mathématique  et  Tespérance  morale.  L*espéranee  mathéma- 
tique résultante  de  Tattente  probable  d'un  ou  de  plusieurs  biens, 
étant  le  produit  de  ces  biens,  par  la  probabilité  de  les  obtenir, 
elle  peut  être  évaluée  par  l'analyse  exposée  dans  ce  qui  précède. 
L'espérance  morale  se  règ^e  sur  mille  circonstances  qu'il  est  presque 
impossible  de  bien  évaluer.  Mais  nous  avons  donné  dans  le  numéro 
cité  un  principe  qui,  s'appliquant  aux  cas  les  plus  communs,  con- 
duit à  des  résultats  souvent  utiles,  et  dont  nous  allons  développer 
les  principaux. 

D'après  ce  principe,  x  étant  la  fortune  physique  d'un  individu, 
l'accroissement  dx  qu'elle  reçoit,  produit  à  l'individu  un  bien 
moral  réciproque  à  cette  fortune;  l'accroissement  de  sa  fortune 

morale  peut  donc  être  exprimé  par  — — ,  k  étant  une  constante. 

Ainsi  en  désignant  par  y  la  fortune  morale  correspondante  à  la 
fortune  physique  x,  on  aura 

y=k,  log.  X  -h  log.  h , 

h  étant  une  constante  arbitraire  que  l'on  déterminera  au  moyen 
d'une  valeur  de  y  correspondante  à  une  valeur  donnée  de  x.  Sur 
cela,  nous  observerons  que  l'on  ne  peut  jamais  supposer  x  et  y 
nuls  ou  négatifs ,  dans  l'ordre  naturel  des  choses;  car  l'homme  qui 
ne  possède  rien  regarde  son  existence  comme  un  bien  moral  qui 
peut  être  comparé  à  l'avantage  que  lui  procurerait  une  fortune 
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physique  dont  il  est  bien  difficile  d'assigner  la  valeur,  mais  que 
Ton  ne  peut  fixer  au-dessous  de  ce  qui  lui  serait  rigoureusement 
nécessaire  pour  exister;  car  on  conçoit  qu'il  ne  consentirait  point 
à  recevoir  une  somme  modique,  telle  que  cent  fi:ancs,  avec  la 
condition  de  ne  prétendre  à  rien,  lorsqu'il  l'aurait  dépensée. 

Supposons  maintenant  que  la  fortune  physique  d'un  individu 
soit  a,  et  qu'il  lui  survienne  l'expectative  d'un  des  accroissements 
^f^^yf  etc.  ces  quantités  pouvant  être  nulles  ou  même  négatives, 
ce  qui  change  les  accroissements  en  diminutions.  Représentons 
par^,  q,  r,  etc.  les  probabilités  respectives  de  ces  accroissements, 
la  somme  de  ces  probabilités  étant  supposée  égale  à  l'unité.  Les 
fortunes  morales  correspondantes  de  l'individu  pourront  être 

it.log.(a+a)+log.A,    A-.log.(a+ê)+log.A,    kAog.[a+y)+\og.h,  etc. 

En  multipliant  ces  fortunes  respectivement  par  leurs  probabilités 
p,  (f,  r,  etc.  la  somme  de  leurs  produits  sera  la  fortune  morale  de 
l'individu,  en  vertu  de  son  expectative;  en  nommant  donc  F  cette 
fortune,  on  aura 

y=:/f/>.log.  (a+a)  +  A-^.log.  (a  +  ê)  +  /fr.log.  (a+7)-f-etc. +log.A. 

Soit  X  la  fortune  physique  qui  correspond  à  cette  fortune  morale , 
on  aura 

Y=k.\og.X-{-log.h. 

La  comparaison  de  ces  deux  valeurs  de  Y  donne 

A=(a^-a)^(a-^-€)^.(a■+-7)^etc. 

Si  l'on  retranche  la  fortune  primitive  a,  de  cette  valeur  de  A;  la, 
différence  sera  l'accroissement  de  la  fortune  physique  qui  procu- 
rerait à  l'individu  le  même  avantage  moral  qui  résulte  pour  lui 
de  son  expectative.  Cette  différence  est  donc  l'expression  de  cet 
avantage,  au  lieu  que  l'avantage  mathématique  a  pour  expression 

paH-9§-hry-f-etc. 

60. 
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De  là  résultent  plusieurs  conséquences  importantes.  L'une  d'elles 
est  que  le  jeu  mathématiquement  le  plus  égal  est  toujours  désa* 
vantageux.  En  effet,  si  Ton  désigne  par  a  la  fortune  physique  du 
joueur  avant  de  commencer  le  jeu;  par  ^,  sa  probabilité  de  gagner, 
et  par  jx  sa  mise;  celle  de  son  adversaire  doit  être,  par  Tégalité 

du  jeu,  ' lU^.  ainsi  le  joueur  gagnant  la  partie,  sa  fortune 

physique  devient  a-\ ^  -f^j  et  la  probabilité  de  cela  est  p.  S'il 

perd  la  partie,  sa  fortune  physique  devient  a — (x,  et  la  probabi- 
lité de  cela  est  i — p;  en  nommant  donc  X  sa  fortune  physique, 
en  vertu  de  son  expectative,  on  aura,  par  ce  qui  précède, 

or  cette  quantité  est  plus  petite  que  a,  c'est-à-dire  que  Ton  a 

ou,  en  prenant  les  logarithmes  hyperboliques, 

^Jog.(i+i:=^.^)-4-(i— p).log.(i  — ^)^ 

Le  premier  membre  de  cette  équation  peut  être  mis  sous  la 
forme 


n^-p) 


1+^^  ^ 


p  « 

quantité  qui  est  évidemment  négative. 

Il  résulte  encore  de  l'analyse  précédente,  qu'il  vaut  mieux  ex- 
poser sa  fortune,  par  parties,  à  des  dangers  indépendants  les  uns 
des  autres,  que  de  l'exposer  tout  entière  au  même  danger.  Pour 
le  faire  voir,  supposons  qu'un  négociant  ayant  à  faire  venir  par 
mer  une  somme  e,  l'expose  sur  un  seul  vaisseau,  et  que  l'obser- 
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vation  ait  fait  connaître  la  probabilité  p  de  l'arrivée  d'un  vaisseau 
du  même  genre,  dans  le  port;  Tavantage  mathématique  du  négo- 
ciant, résultant  de  son  expectative,  seràpe.  Mais  si  l'on  représente 
par  l'unité  sa  fortune  physique,  indépendamment  de  son  expec- 
tative; sa  fortune  morale  sera,  par  ce  qui  précède, 

/fp .  log.  (  1 -f- e  ) -+- log.  A, 

et  son  avantage  moral  sera,  en  vertu  de  son  expectative, 

(n-e)'»— 1, 
quantité  plus  petite  que  pe  ;  car  on  a 

(i-he/<:n-/>e, 

puisque  log.{i-he)''  ou  p.log.(i-t-e)  est  moindre  que  log.  (i-f-pe), 
ce  qui  est  évident,  lorsqu'on  met  ces  deux  logarithmes  sous  les 

formes  |  ^       ,  et  |      .       . 

Supposons  maintenant  que  le  négociant  expose  la  somme  e  par 
parties  égales  sur  r  vaisseaux.  Sa  fortune  physique  deviendra  i+  e, 
si  tous  les  vaisseaux  arrivent,  et  la  probabilité  de  cet  événement 
estp\  Si  r — i  vaisseaux  arrivent,  la  fortune  physique  du  négo- 
ciant devient  i-h  ^ —^  et  la  probabilité  de  cet  événement  est 

rp"""'.  (i — p).  Si  r — 2  vaisseaux  arrivent,  la  fortune  physique  du 


r  — 2 


négociant  devient  i  H .  e,  et  la  probabilité  de  cet  événement 


r 


r.r — i 


est  -^ 'P'^'  (^  —  pY^  ^t  ^^^^i  ^^  suite;  la  fortune  morale  du 


1.2 


négociant  est  donc,  par  ce  qui  précède, 

p\\og.{i^e)-^-r.p'-\{i—p)Àog.li-h^.e\j 

*-i        rTITi  /  r-2       \  [-^-log.A; 

+--:j-^.p-\(i— p)'.log-(^iH--^.eJH-etc.) 
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expression  que  Ton  peut  mettre  sous  cette  forme, 

j     [  '+-r--      ■•^•('+— ••)        J 

Si  Ton  retranche  de  cette  expression  celle  de  la  fortune  morale 
du  négociant,  lorsqu'il  expose  la  somme  e  sur  un  seul  vaisseau,  et 
que  Ton  obtient  en  faisant  r==i  dans  la  précédente,  ce  qui,  abs- 

— —j  qui  est  égal  à 

kp.f 


la  différence  sera 


cette  différence  étant  positive,  on  voit  qu'il  y  a  moralement  de 
l'avantage  à  partager  la  somme  e  sur  plusieurs  vabseaux.  Cet 
avantage  s'accroît  à  mesure  que  l'on  augmente  le  nombre  r  des 
vaisseaux;  et  si  ce  nombre  est  très-grand,  l'avantage  moral  devient 
à  peu  près  égal  à  l'avantage  mathématique. 

Pour  le  faire  voir,  reprenons  la  formule  (a) ,  et  donnons-lui  cette 

forme, 

_/     «\  _f* 

kp.ff.dx.de.c    ^"^'''\{p.c    ^-M-p)--»  +  log. A;  {a') 

l'intégrale  relative  à  x  étant  prise  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini. 
Dans  cet  intervalle ,  le  coefficient  de  dx  sous  les  signes  //,  n'a  ni 
maximum  ni  minimum;  car  sa  différentielle,  prise  par  rapport  à  x, 
est 


— c 


/       «\  ex  ex 

■^"^^•'.^.(p.c~~+i-;,r.[;,.(i+e).c"~+(,-p).(i  +  l)]; 
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cette  dififérentielle  est  constamment  négative  depuis  a?=o  jusqu  a 
X  infini  ;  ainsi  le  coefficient  lui-même  diminue  constamment  dans 
cet  intervalle.  C*est  donc  ici  le  cas  de  faire  usage  de  la  formule  (A) 
du  n*"  22  du  premier  livre,  pour  avoir,  par  une  approximation 
convergente,  l'intégrale  fydx,  y  étant  égal  à 


ex 


c    ^     ''    .{p.c    '-hi— p)-'. 

La  quantité  que  nous  avons  nommée  t*  dans  le  numéro  cité 
devient  alors 


tx 


ydx p.c     '+i—p 

"  dy'~  Hf  Z         T 

p.{i+e).c     '  +  {i-p).\^x+l.j 


ce  qui  donne 


U= 


i+pe+{i-p).L 


4U_    /'(-ri'-(-7) 

r.rH-pe  +  (i-p).H 


etc. 

U,  -j-,  etc.  étant  ce  que  deviennent  v,  ^,  etc.  lorsque  x  est 
nul.  Cela  posé,  la  formule  (A)  citée  donnera 

fdûc.c    ^     ^'  .{p.c     " -^i—pY" 


/).(!-/)).  e'.^l-ij 


.{  IH F ^ n  •+-  etC- 


i_f.pe+{i-/)).i  )  rr,+pe+{i-p).lj 
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la  formule  (a)  devient  ainsi,  à  très-peu  près,  lorsque  r  est  un 
grand  nombre, 


*./T^-log.'.. 


OU 


k\og.[i-hpe)  -f-log.  h. 

Maintenant,  soit  X  la  fortune  physique  correspondante  à  cette 
fortune  morale;  on  a,  par  ce  qui  précède, 

ft.log. -X-Hlog.A, 

pour  la  fortune  morale  correspondant  à  X;  en  comparant  donc 
ces  deux  expressions,  on  aura 

X=i-i-pe. 

Dans  ce  cas,  Tavantage  moral  est  pe;  il  est  donc  égal  à  Tavantage 
mathématique. 

Souvent  Tavantage  moral  des  individus  est  augmenté  par  le 
moyen  des  caisses  d'assurance,  en  même  temps  que  ces  caisses 
produisent  aux  assureurs  un  bénéfice  certain.  Supposons,  par 
exemple,  qu'un  négociant  ait  une  partie  e  de  sa  fortune  sur  un 
vaisseau  dont  ]a  probabilité  d'arrivée  est  p,  et  qu'il  assure  cette 
partie,  en  donnant  une  somme  à  la  compagnie  d'assurance.  Pour 
l'égalité  parfaite  entre  les  sorts  mathématiques  de  la  compagnie 
et  du  négociant,  celui-ci  doit  donner  (i — p).e  pour  prix  de  l'as- 
surance. En  représentant  par  l'unité  la  fortune  du  négociant, 
indépendamment  de  son  expectative  e,  sa  fortune  morale  sera, 
par  ce  qui  précède, 

kp.  log.  (  1  -f-  e)  H-  log.  h , 

dans  le  cas  où  il  n'assure  pas;  et  dans  le  cas  où  il  assure,  elle 
sera 

A\log.(n-/)e)  -f-log.  A; 
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or  on  a 

log.  {i-hpe)>p.  log.  (  1  -4-e) , 

ou,  ce  qui  revient  au  même, 


Ç_pde_        Çpde 
Ji  +  pe         Ji+e' 


p  étant  moindre  que  Tunité  ;  la  fortune  morale  du  négociant  est 
donc  augmentée  au  moyen  de  son  assurance.  H  peut  ainsi  faire 
à  la  compagnie  d'assurance  un  sacrifice  propre  à  subvenir  aux 
frais  de  rétablissement  et  au  bénéfice  qu  elle  doit  faire.  Si  Ton 
nomme  a  ce  sacrifice,  c est-à-dire,  si  Ton  suppose  que  le  négo- 
ciant donne  à  la  compagnie,  pour  prix  de  son  assurance,  la  somme 
(i — p).e-\-0L,  on  aura,  dans  le  cas  de  l'égalité  des  fortunes  mo- 
rales, lorsque  le  négociant  assure,  et  lorsqu'il  n'assure  point, 

log.(i  — a-h^e)  =  p.  log.(i-4- e)  ; 
ce  qui  donne 

a=i-hpe  —  [i-hey. 

C'est  tout  ce  que  le  négociant  peut  donner  à  la  compagnie,  sans 
désavantage  moral  ;  il  aura  donc  un  avantage  moral,  en  faisant  un 
sacrifice  moindre  que  cette  valeur  de  a,  et,  en  même  temps,  la 
compagnie  aura  un  bénéfice  quiV  comme  on  l'a  vu,  devient  cer- 
tain, quand  ses  relations  sont  très-nombreuses.  On  voit  par  là 
comment  des  établissements  de  ce  genre,  bien  conçus  et  sagement 
administrés,  peuvent  s'assurer  un  bénéfice  réel,  en  procurant  des 
avantages  aux  personnes  qui  traitent  avec  eux  :  c'est  en  général 
le  but  de  tous  les  échanges;  mais  ici,  par  une  combinaison  parti- 
culière, l'échange  a  lieu  entre  deux  objets  de  même  nature,  dont 
l'un  n'est  que  probable,  tandis  que  l'autre  est  certain. 

42.  Le  principe  dont  nous  venons  de  faire  usage  pour  calculer 
l'espérance  morale  a  été  proposé  par  Daniel  Bernoulli,  pour  expli- 
quer la  différence  entre  le  résultat  du  calcul  des  probabilités  et 

TOME    VII.  61 
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Tindication  du  sens  commun,  dans  le  problème 
joueurs  il  et  JB  jouent  à  croix  et  pile,  avec  la  conditio 
B  deux  francs,  si  croix  arrive  au  premier  coup;  qua 
arrive  au  second  coup;  huit  francs,  s'il  arrive  au  ti 
et  ainsi  de  suite  jusqu'au  /i*^"**  coup.  On  demande  < 
donner  à  i4,  en  commençant  le  jeu. 

Il  est  visible  que  l'avantage  de  B,  relatif  au  prei 
un  franc  ;  car  il  a  j-  de  probabilité  de  gagner  deux  în 
Son  avantage  relatif  au  second  coup  est  pareillen 
car  il  a  Y  de  probabilité  de  gagner  quatre  francs  à  ce 
de  suite  ;  en  sorte  que  la  somme  de  tous  ses  avanta^ 
n  coups  est  n  firancs.  Il  doit  donc ,  pour  l'égalité  mal 
jeu,  donner  à  A  cette  somme,  qui  devient  infinie,  j 
que  le  jeu  continue  à  l'infini. 

Cependant  personne,  à  ce  jeu,  ne  risquera  avec 
somme  même  assez  modique,  telle  que  cent  francs, 
l'on  réfléchisse  à  cette  espèce  de  contradiction  enti 
ce  qu'indique  le  sens  commun,  on  voit  facilement 
ce  que  si  l'on  suppose,  par  exemple,  n=5o,  ce 
pour  la  somme  que  B  peut  espérer  au  cinquantiès 
somme  immense  ne  produit  point  à  JB  un  avanta^ 
portionnel  à  sa  grandeur  ;  de  manière  qu'il  y  a  poi 
vantage  moral  à  exposer  un  franc  pour  l'obtenir,  av 

lité  excessivement  petite  —^  de  réussir.  Mais  l'avant 

peut  procurer  une  somme  espérée  dépend  d'une  i: 
constances  propres  à  chaque  individu,  et  qu'il  est  im 
luer.  La  seule  considération  générale  que  l'on  puis 
cet  égard  est  que  plus  on  est  riche ,  moins  une  sono 
peut  être  avantageuse,  toutes  choses  égales  d'aillc 
supposition  la  plus  naturelle  que  l'on  puisse  faire 
avantage  moral  réciproque,  au  bien  de  la  person 


LIVRE  DEUXIÈME.  483 

C'est  à  cela  que  se  réduit  le  principe  de  Daniel  Bemoulli ,  prin- 
cipe qui,  comme  on  vient  de  le  voir,  fait  coïncider  les  résultats 
du  calcul  avec  les  indications  du  sens  commun,  et  qui  donne  le 
moyen  d'apprécier  avec  quelque  exactitude,  ces  indications  tou- 
jours vagues.  Son  application  au  problème  dont  on  vient  de  parler 
va  en  fournir  un  nouvel  exemple. 

Nommons  a  la  fortune  de  B  avant  le  jeu ,  et  a:  ce  qu'il  donne 
au  joueur  A.  Sa  fortune  devient  a  — x-h  2 ,  si  croix  arrive  au  pre- 
mier coup;  elle  devient  a — a?-j-2%  si  croix  arrive  au  second  coup, 
et  ainsi  de  suite  jusqu'au  coup  n,  où  elle  devient  a — ar-j-Q".  si 
croix  n'arrive  qu'au  coup  n*^"**.  La  fortune  de  B  devient  a  —  x,  si 
croix  n'arrive  point  dans  les  n  coups,  après  lesquels  la  partie  est 

supposée  finir;  mais  la  probabilité  de  ce  dernier  événement  est— . 

En  multipliant  les  logarithmes  de  ces  diverses  fortunes  par  leurs 
probabilités  respectives  et  par  k,  on  aura ,  par  ce  qui  précède,  la 
fortune  morale  deJB,  en  vertu  des  conditions  du  jeu,  égale  à 

-.  A.log.  (a — a?-f-2)  H -.  A:.log.(a  —  x-h^*) 

-  -+-  7n-^-  log.(a— rr^-2")  -+-  ^.  k.  log.(a— a;)  -hlog. h. 

Mais  avant  le  jeu,  sa  fortune  morale  était  fe.log.a-t-log./i;  en  éga- 
lant donc  ces  deux  fortunes,  pour  que  B  conserve  toujours  la 
même  fortune  morale,  et  repassant  des  logarithmes  aux  nombres , 

on  aura,  a — x  étant  supposé  égal  à  a,  et  faisant-,  =a, 

i-f-ûw;=(i-t-2a)\(n-2*.a)*\...(i-h2".a)^";  (0) 

les  facteurs  (n-2a)\  (n-2'a)^*  vont  en  diminuant  sans  cesse, 
et  leur  limite  est  l'unité  ;  car  on  a 

(i-Ha-.  a)  ^>  (iH- 2'*'.  a) '^. 

01. 
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En  effet,  si  l'on  élève  à  la  puissance  a"*"',  les  deux  membres  de 
cette  inégalité,  elle  devient 

1-+-  2'^\  a-f-  2*'.  a*>  1-+-  2'^\  a, 
et  sous  cette  forme,  l'inégalité  devient  évidente.  Déplus,  le  loga- 

rithme  de  (i-+-2'.a)''  est  égal  à  ''  ^f'^  -h  -^-log-la-h  -^|;  et  il 

est  visible  que  cette  fonction  est  nulle  dans  le  cas  de  i  infini,  ce 

1 

qui  exige  que  dans  ce  cas,  (i-+-  2*.  a)^  soit  l'unité. 

Si  l'on  suppose  n  infini  dans  l'équation  (o) ,  on  a  le  cas  où  la 
partie  peut  se  prolonger  à  l'infini,  ce  qui  est  le  cas  le  plus  avan- 
tageux à  B.  a,  et  par  conséquent  a  étant  supposés  connus,  on 
prendra  la  somme  des  logarithmes  tabulaires  d'un  assez  grand 
nombre  i — i ,  des  premiers  facteurs  du  second  membre,  pour  que 
2 'a  soit  au  moins  égal  à  dix.  La  somme  des  logarithmes  tabulaires 
des  facteurs  suivants,  jusqu'à  l'infini,  sera  à  très-peu  près  égale  à 

log.  tt  (l  +  l).log.  2  043A29A5 

2-»  2'-»  3a.2'~*      * 

L'addition  de  ces  deux  sommes  donnera  le  logarithme  tabulaire 
de  a-^x  ou  de  a.  Ainsi,  on  aura  pour  une  fortune  physique  a, 
supposée  à  B  avant  le  jeu,  la  valeur  de  x  qu'il  doit  donner  à  il  au 
commencement  du  jeu,  pour  conserver  la  même  fortune  morale. 
En  supposant,  par  exemple,  a  égal  à  cent,  on  trouve  a  =  107^89; 
d'où  il  suit  que  la  fortune  physique  de  B  étant  primitivement 
107^89,  il  ne  doit  alors  risquer  prudemment  à  ce  jeu  que  7^89, 
au  lieu  de  la  somme  infinie  que  le  résultat  du  calcul  indique, 
lorsqu'on  fait  abstraction  de  toutes  considérations  morales.  Ayant 
ainsi  la  valeur  de  a  relative  à  a  =  1 00 ,  il  est  facile  d'en  conclure 
de  la  manière  suivante,  sa  valeur  relative  à  a'=2  0o;  en  effet,  on 
a,  dans  ce  dernier  cas, 

_L  -L  111 

a=(200  +  2)'  .(200+2*)*  .etc.  =  2. (100+1)*  .(100+2)^.(100+4)* .  etc. 
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Mais  on  vient  de  trouver 

(100  +  2)*  .(100+ 4)  • .  etc.=  (107,89)'  ; 
donc 


a=  2.  \/ioi -107,89=  208,78. 

Ainsi  la  fortune  physique  de  B  étant  primitivement  208,78 ,  il  ne 
peut  risquer  prudemment  à  ce  jeu  au  delà  de  8^78- 

43.  Nous  allons  maintenant  étendre  le  principe  exposé  ci-dessus, 
aux  choses  dont  Texistence  est  éloignée  et  incertaine.  Pour  cela , 
considérons  deux  personnes  A  et  B,  qui  veulent  placer  chacune, 
en  viager,  un  capital  q.  Elles  peuvent  le  faire  séparément  :  elles 
peuvent  s  associer  et  constituer  une  rente  viagère  sur  leurs  têtes, 
de  manière  que  la  rente  soit  réversible  à  celle  qui  survit  à  l'autre. 
Examinons  quel  est  le  parti  le  plus  avantageux. 

Supposons  les  deux  personnes  du  même  âge,  et  ayant  la  même 
fortune  annuelle  que  nous  représenterons  par  l'unité,  indépen- 
damment du  capital  qu  elles  veulent  placer.  Soit  ê  la  rente  viagère 
que  ce  capital  leur  produirait  à  chacune,  si  elles  plaçaient  leurs  ca- 
pitaux séparément,  en  sorte  que  leur  fortune  annuelle  devienne  1  +ê. 
Nous  exprimerons,  conformément  au  principe  dont  il  s'agit,  leur 
fortune  morale  annuelle  correspondante,  par  A.log.  (1  -f-ê)  -+-log.  h. 
Mais  cette  fortune  n'aura  lieu  que  probablement  à  la  x"^"*^  année; 
ainsi  en  désignant  par  j,  la  probabilité  que  A  vivra  à  la  fin  de  la 
a?'^"^  année,  on  doit  multiplier  sa  fortune  morale  annuelle  relative  à 
cette  année,  par  j,;  en  ajoutant  donc  tous  ces  produits,  leur  somme, 
que  nous  désignerons  par  [A:.log.(i -hê)-+-log.A].S.j^,  sera  ce 
que  je  nomme  ïci^  fortune  morale  viagère. 

Supposons  maintenant  que  AeiB  placent  la  somme  2^  de  leurs 
capitaux  sur  leurs  têtes,  et  que  cela  produise  une  rente  viagère  ê', 
réversible  au  survivant.  Tant  que  A  et  B  vivront,  chacun  d'eux 
ne  touchera  que  yê'  de  rente  viagère,  et  leur  fortune  morale 


■  ji  m  1  ^  1 1 
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annuelle  sera  /r.log.  (i-f-Yê')-+-log. /i.  En  la  mult 
probabilité  qu'ils  vivront  tous  deux  à  la  fin  de  Tann^ 
lité  égale  à  (y,)*;  la  somme  de  ces  produits  pour  tou1 
de  X  sera  la  fortune  morale  viagère  de  A,  relative 
tion  de  leur  existence  simultanée;  cette  fortune  est 


[Ll0g,(l-h|^)H-l0g.fc].S.tr.)'. 


La  probabilité  que  A  existe  seul  à  la  fin  de  la  x 
y^ —  (j«)*î  sa  fortune  morale  viagère  relative  à  son.e: 
la  mort  de  B,  qui  rend  sa  fortune  morale  annuelle  ( 
est  donc 

[A-.log.(i-f-g')-hlog./t].S.[j.-(j.)'], 
La  somme  de  ces  deux  fonctions, 

A:.log.(i+ ^).S.  (j',)'+ft.log.(i+ ê').[S.;.,-S.(j.)'] 

sera  la  fortune  morale  viagère  de  A  dans  Thypothi 
placent  conjointement  leurs  capitaux. 

Si  Ton  compare  cette  fortune  à  celle  que  nous  venc 
dans  le  cas  où  ils  placent  séparément  leurs  capitaux 
y  aura  pour  A  de  l'avantage  ou  du  désavantage  à  p 
tement,  suivant  que 

log.(i-4-^).s.W-+-log.(i-^ê').[s.j,-: 

sera  plus  grand  ou  moindre  que  log.  (  i-h  ê) .  S .  j^ .  1 
il  faut  déterminer  le  rapport  ê'  à  ê;  or  on  a,  par  le 

7  =  ^-2.^7- 
— -  étant  l'intérêt  annuel  de  l'argent  :  on  a  ensuite 
numéro, 


LIVRE  DEUXIEME.  487 

on  a  donc 

g,_      ag.S.p'j. 

Les  tables  de  mortalité  donneront  les  valeurs  de  S.j,*  2-(7x)N 
S.^'j,,  S.p*  (j«)*;  on  pourra  ainsi  juger  lequel  des  deux  place- 
ments dont  il  s*agit  est  le  plus  avantageux. 

Supposons  ê  et  ê'  de  très-petites  fractions;  la  quantité 
log.  (i-l-ê).S.j,  devient  à  très-peu  près  ê.  S.j^.  La  quantité 

iog-(i-+-^).S.W-hlog.(i-f-6').[S.j.-S.(j.)*] 
devient 

et  en  substituant  pour  ê'  sa  valeur  précédente,  elle  devient 

g  [a.2.y.-£.(j,)'].S.p'y,. 

il  y  a  donc  de  l'avantage  à  placer  conjointement,  si 

[2S.j.-s.(y,)'].s.;)7, 

remporte  sur 
ou  si  Ton  a 

c  est  en  effet  ce  qui  a  lieu  généralement,  p  étant  plus  petit  que 
Tunité. 

L'avantage  de  placer  conjointement  les  capitaux  s'accroît  par 

.6' 
la  considération  que  l'augmentation  -  de  revenu  arrive  au  survi- 
vant à  un  âge  ordinairement  avancé,  dans  lequel  de  plus  grands 
besoins  qui  se  font  sentir  la  rendent  beaucoup  plus  utile.  Cet 
avantage  s'accroît  encore  de  toutes  les  affections  qui  peuvent 
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attacher  les  deux  individus  Tun  à  Tautre,  et  qui  leur  font  désirer 
le  bien-être  de  celui  qui  doit  survivre.  Les  établissements  dans 
lesquels  on  peut  ainsi  placer  ses  capitaux,  et,  par  un  léger  sacrifice 
de  son  revenu,  assurer  lexistence  de  sa  famille  pour  un  temps  où 
l'on  doit  craindre  de  ne  plus  suffire  à  ses  besoins,  sont  donc  très- 
avantageux  aux  mœurs,  en  favorisant  les  plus  doux  penchants  de 
la  nature.  Ils  n'offrent  point  l'inconvénient  que  nous  avons  remar- 
qué dans  les  jeux  même  les  plus  équitables,  celui  de  rendre  la 
perte  plus  sensible  que  le  gain  ;  puisqu'au  contraire  ils  offrent  les 
moyens  d'échanger  le  superflu  contre  des  ressources  assurées 
dans  l'avenir.  Le  Gouvernement  doit  donc  encourager  ces  établis- 
sements, et  les  respecter  dans  ses  vicissitudes;  car  les  espérances 
qu'ils  présentent,  portant  sur  un  avenir  éloigné,  ils  ne  peuvent 
prospérer  qu'à  l'abri  de  toute  inquiétude  sur  leur  durée. 
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CHAPITRE  XL 

DE    LA    PROBABILITÉ    DES    TÉMOIGNAGES. 

44.  Je  vais  d'abord  considérer  un  seul  témoin.  La  probabilité 
de  son  témoignage  se  compose  de  sa  véracité,  de  la  possibilité  de 
son  erreur,  et  de  la  possibilité  du  fait  en  lui-même.  Pour  fixer 
les  idées ,  concevons  que  Ton  ait  extrait  un  numéro  d'une  urne 
qui  en  renferme  le  nombre  n ,  et  qu'un  témoin  du  tirage  annonce 
que  le  n**  i  est  sorti.  L'événement  observé  est  ici  le  témoin  annon- 
çant la  sortie  du  n*^  i.  Soit  p  la  véracité  du  témoin ,  ou  la  proba- 
bilité qu'il  ne  cherche  point  à  tromper;  soit  encore  r  la  proba- 
bilité qu'il  ne  se  trompe  point. 

Cela  posé,  on  peut  former  les  quatre  hypothèses  suivantes  :  ou 
le  témoin  ne  trompe  point  et  ne  se  trompe  point;  ou  il  ne  trompe 
point  et  se  trompe;  ou  il  trompe  et  ne  se  trompe  point;  enfin, 
ou  il  trompe  et  se  trompe  à  la  fois.  Voyons  quelle  est,  à  priori, 
dans  chacune  de  ces  hypothèses,  la  probabilité  que  le  témoin  an- 
noncera la  sortie  du  n*"  i. 

Si  le  témoin  ne  trompe  point  et  ne  se  trompe  point,  le  n°  / 

sera  sorti;  mais  la  probabilité  de  cette  sortie  est  à  priori,  -;  en  la 

multipliant  par  la  probabilité /)r  de  l'hypothèse,  on  aura  ^  pour 

la  probabilité  entière  de  l'événement  observé ,  dans  cette  première 
hypothèse. 

Si  le  témoin  ne  trompe  point  et  se  trompe,  le  n**  i  ne  doit  point 
être  sorti,  pour  qu'il  annonce  sa  sortie;  la  probabilité  de  cela  est 

—  .  Mais  l'erreur  du  témoin  doit  porter  sur  l'un  des  numéros 

TOME   VIT.  02 
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non  sortis.  Supposons  qu  elle  puisse  également  porter  sur  tous  : 
la  probabilité  qu  elle  portera  sur  le  n**  i  sera  — —  ;  la  probabilité 
que  le  témoin ,  ne  trompant  point  et  se  trompant,  annoncera  le 

n*^  i,  est  donc . ou  -.  En  la  multipliant  par  la  probabilité 

^.(i  —  r)  de  l'hypothèse  elle-même,  on  aura  ^ ^  pour  la  pro- 
babilité de  l'événement  observé,  dans  cette  seconde  hypothèse. 
Si  le  témoin  trompe  et  ne  se  trompe  point,  le  n**  i  ne  sera  point 

sorti,  et  la  probabilité  de  cela  est ;  mais  le  témoin  doit  choisir 

parmi  les  n — i  numéros  non  sortis,  le  n^  i.  Si  Ton  suppose  que 
son  choix  puisse  également  porter  sur  chacun  d'eux,  — —  sera 

la  probabilité  que  son  choix  se  fixera  sur  le  n*"  i; .  — —  ou  - 

est  donc  la  probabilité  que  le  témoin  annoncera  le  n*^  i.  En  la 
multipliant  par  la  probabilité  (i — p).r,  de  l'hypothèse,  on  aura 

^ — ^^  pour  la  probabilité  entière  de  l'événement  observé,  dans 

cette  troisième  hypothèse. 

Enfin,  si  le  témoin  trompe  et  se  trompe,  la  probabilité  qu'il  ne 

croira  pas  le  n°  i  sorti  sera ,  et  la  probabilité  qu'il  le  choi- 
sira parmi  les  ^i  —  i  numéros  qu'il  ne  croira  pas  sortis  sera ; 


— —  ou  -  sera  donc  la  probabilité  qu'il  annoncera  la  sortie 
du  n"*  i.  En  la  multipliant  par  la  probabilité  (i — />).  (i  —  ^)  de 
l'hypothèse,  on  aura  ^ — f-^ ^  pour  la  probabilité  de  l'événe- 
ment observé,  dans  cette  quatrième  hypothèse. 

Cette  hypothèse  renferme  un  cas  dans  lequel  le  n"*  i  est  sorti; 
savoir,  le  cas  dans  lequel  le  n^  i  étant  sorti,  le  témoin  ne  le  croit 
pas  sorti,  et  le  choisit  parmi  les  n —  i  numéros  qu'il  ne  croit  pas 
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sortis.  La  probabilité  de  cela  est  le  produit  de  -  par  — — .  En 
multipliant  ce  produit,  par  la  probabilité  (i — p)-(i — r)  de  l'hy- 
pothèse ,  on  aura  ^ — '^  '  ^    —  pour  la  probabilité  du  cas  dont  il 

s'agit. 

On  peut  arriver  aux  mêmes  résultats  de  cette  manière.  Soient 
a,  b,  c,  d,  i,  etc.  les  n  numéros.  Puisque  le  témoin  se  trompe, 
il  ne  doit  point  croire  sorti,  le  numéro  sorti;  et  puisqu'il  trompe, 
il  ne  doit  point  annoncer  comme  sorti,  le  numéro  qu'il  croit  sorti. 
Mettons  donc  à  la  première  place  le  numéro  sorti;  à  la  seconde, 
le  numéro  que  le  témoin  croit  sorti;  et  à  la  troisième,  le  numéro 
qu'il  annonce.  Parmi  toutes  les  combinaisons  possibles  des  nu- 
méros trois  à  trois,  sans  exclure  celles  où  ils  sont  répétés,  il  n'y  a 
de  compatibles  avec  l'hypothèse  présente  que  celles  où  le  numéro 
qui  occupe  la  seconde  place  n'occupe  ni  la  première,  ni  la  troi- 
sième; teUes  sont  les  combinaisons  aba,  abc,  etc.  Or  il  est  facile 
de  voir  que  le  nombre  des  combinaisons  qui  satisfont  aux  deux 

conditions  précédentes  est  n.n — i  ;  car  la  combinaison  ab  peut 
se  combiner  avec  les  ^i  —  i  numéros  autres  que  6,  et  le  nombre 
des  combinaisons  ab,  ba,  ac,  est  n.n — i.  Maintenant  les  combi- 
naisons dans  lesquelles  le  numéro  i  est  annoncé  sans  être  sorti 
sont  de  la  forme  abi,  bai,  aci,  etc.  et  le  nombre  de  ces  combi- 
naisons est  n — 1.71 — 2;  ainsi  la  probabilité  qu'une  de  ces  com- 
binaisons aura  lieu  est  — .  Les  combinaisons  dans  lesquelles 

71.71—1 

le  numéro  i  étant  sorti,  il  est  annoncé,  sont  de  la  forme  iai, 
ibi,  etc.  et  le  nombre  de  ces  combinaisons  est  visiblement  n — i; 
la  probabilité  qu'une  de  ces  combinaisons  aura  lieu  est  donc 

— .  Il  faut  multiplier  toutes  ces  combinaisons  par  la  proba- 

71.71—1 

bilité  (i — />)•(! — r)  de  Thypothèse;  et  alors  on  aura  les  résultats 
précédents. 

i)2. 
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Mâîntenant,  pour  avoir  la  probabilité  de  la  sortie  du  numéro 
i,  on  doit  faire  une  somme  de  toutes  les  probabilités  précédentes, 
relatives  à  cette  sortie,  et  la  diviser  par  la  somme  de  toutes  ces 
probabilités;  ce  qui  donne  pour  cette  probabilité, 

pr    ^    (i-^p).(i^r) 
71  n.(n— i) 


n  n  n  n 


ou  pr-h 


(»-pM»-0 


71—1 


Si  r  est  égal  à  l'unité,  ou  si  le  témoin  ne  se  trompe  point,  la 
probabilité  de  la  sortie  du  numéro  i  sera  p,  c  est-à-dire  la  pro- 
babilité de  la  véracité  du  témoin. 

Si  n  est  un  très-grand  nombre,  cette  probabilité  sera  à  très- 
peu  près  pr,  ou  la  probabilité  de  la  véracité  du  témoin ,  multipliée 
par  la  probabilité  qu'il  ne  se  trompe  point. 

Nous  avons  supposé  que  l'erreur  du  témoin,  lorsqu'il  se  trompe, 
peut  également  tomber  sur  tous  les  numéros  non  sortis;  mais 
cette  supposition  cesse  d'avoir  lieu  si  quelques-uns  d'eux  ont  plus 
de  ressemblance  que  les  autres  avec  le  numéro  sorti,  parce  que 
la  méprise  à  leur  égard  est  plus  facile.  Nous  avons  encore  supposé 
que  le  témoin,  lorsqu'il  trompe,  n'a  pas  de  motif  pour  choisir  un 
numéro  plutôt  qu'un  autre;  ce  qui  peut  ne  pas  avoir  lieu.  Mais  il 
serait  très-difficile  de  faire  entrer  dans  une  formule  toutes  ces 
considérations  particulières. 

45.  Supposons  maintenant  que  l'urne  contienne  n  —  i  boules 
noires  et  une  boule  blanche,  et  qu'en  ayant  extrait  une  boule,  un 
témoin  du  tirage  annonce  la  sortie  d'une  boule  blanche.  Détermi- 
nons la  probabilité  de  cette  sortie.  Nous  formerons  les  mêmes 
hypothèses  que  nous  venons  de  faire.  Dans  la  première,  la  pro- 
babilité delà  sortie  de  la  boule  blanche  est,  comme  ci-dessus,  ^. 
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Dans  la  seconde  hypothèse,  le  témoin  se  trompant  sans  tromper, 

une  boule  noire  doit  être  sortie,  et  la  probabilité  de  cela  est , 

et  comme  le  témoin  supposé  véridique  doit  énoncer  la  sortie  d'une 
boule  blanche,  par  cela  seul  quil  se  méprend,  la  probabilité  de 

cette  annonce  sera  donc ^  probabilité  qu  il  faut  multiplier  par 

la  probabilité  p.[i — r)  de  Thypothèse,  ce  qui  donne  ^ 

pour  la  probabilité  de  Tévénement  observé,  dans  cette  hypothèse. 
Dans  la  troisième  hypothèse,  le  témoin  étant  supposé  tromper  et 
ne  point  se  tromper,  une  boule  noire  doit  être  sortie,  et  la  proba- 
bilité de  cela  est .  En  la  multipliant  par  la  probabilité  (i— />).  r 

de  cette  hypothèse,  on  aura  - — ^^ pour  la  probabilité  de 

l'événement  obsei'vé  dans  cette  hypothèse.  Enfin,  dans  la  qua- 
trième hypothèse,  le  témoin  trompant  et  se  trompant,  ne  peut 
annoncer  la  sortie  de  la  boule  blanche  qu'autant  qu'elle  sera  sortie. 

La  probabilité  de  cette  sortie  est  -.  En  la  multipliant  parla  pro- 
babilité (i — p).[i — r)  de  l'hypothèse,  on  aura  - — ^ ^  pour 

la  probabilité  de  l'événement  observé  dans  cette  hypothèse. 

Présentement,  si  l'on  réunit  parmi  les  probabilités  précédentes 
celles  dans  lesquelles  la  boule  blanche  est  sortie,  on  aura  la  pro- 
babilité de  cette  sortie,  en  divisant  leur  somme  par  la  somme  de 
toutes  les  probabilités,  ce  qui  donne 

pr  +  (i-p).(i-r) 


pr+(i-p).(i-r)  +  [p.{i~r)  +  (i-p).r].(7i-i) 
pour  la  probabilité  de  la  sortie  de  la  boule  blanche;  par  conséquent 

[/>-(i-r)  +  (i-/)).r].(yi~i) 

/>r+(i-p).(i-r)  +  [p.{i-r)-H{i-/)).r].(n-i) 
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est  la  probabilité  que  le  fait  attesté  par  le  témoin  du  tirage  n'a 
pas  eu  lieu. 

On  peut  observer  ici,  que  si  l'on  nomme  q  la  probabilité  que 
le  témoin  énonce  la  vérité,  on  aura 

ci=pr^{i—p).{i  —  r); 

car  il  est  visible  qu'il  dit  vrai  dans  le  cas  dont  il  s'agit,  soit  qu'il 
ne  trompe  point  et  ne  se  trompe  point,  soit  qu'il  trompe  et  se 
trompe.  Cette  expression  de  ^  donne 

,_ci=p{i  —  r)^{i—p).r. 

En  effet,  la  probabilité  i  —  (j  qu'il  n'énonce  pas  la  vérité  est  la 
probabilité  qu'il  ne  trompe  point  et  se  trompe,  plus  la  probabilité 
qu'il  trompe  et  ne  se  trompe  point.  L'expression  précédente  de  la 
probabilité  que  le  fait  attesté  est  faux  devient  ainsi 

Si  le  nombre  n  —  i  des  boules  noires  est  très-grand,  cette  pro- 
babilité devient,  à  très-peu  près,  égale  à  l'unité  ou  à  la  certitude, 
pour  peu  que  l'erreur  ou  le  mensonge  du  témoin  soient  probables. 
Alors  le  fait  qu'il  atteste  devient  extraordinaire.  Ainsi  l'on  voit 
comment  les  faits  extraordinaires  affaiblissent  la  croyance  due 
aux  témoins;  le  mensonge  ou  l'erreur  devenant  d'autant  plus  vrai- 
semblables que  le  fait  attesté  est  plus  extraordinaire  en  lui-même. 

46.  Considérons  présentement  deux  urnes  A  et  B,  dont  la  pre- 
mière contienne  un  grand  nombre  n  de  boules  blanches;  et  la 
seconde,  le  même  nombre  de  boules  noires.  On  tire  de  l'une  de 
ces  urnes  une  boule  que  l'on  remet  dans  l'autre  urne;  ensuite  on 
tire  une  boule  de  cette  dernière  urne.  Un  témoin  du  premier  tirage 
atteste  qu'une  boule  blanche  est  sortie;  un  témoin  du  second 
tirage  atteste  pareillement  qu'il  a  vu  extraire  une  boule  blanche. 
Chacun  de  ces  témoignages,  considéré  isolément,  n'offre  rien 
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d'invraisemblable;  mais  la  conséquence  qui  résulte  de  leur  en- 
semble est  que  la  même  boule  sortie  au  premier  tirage  a  reparu 
au  second,  ce  qui  est  un  phénomène  d'autant  plus  extraordinaire, 
que  n  est  un  plus  grand  nombre.  Voyons  comment  la  valeur  de 
ces  témoignages  en  est  affaiblie. 

Nommons  (j  la  probabilité  que  le  premier  témoin  énonce  la 
vérité.  On  voit,  par  le  numéro  précédent,  que  dans  le  cas  présent 
cette  probabilité  se  compose  de  la  probabilité  que  le  témoin  ne 
trompe  point  et  ne  se  trompe  point,  ajoutée  à  la  probabilité  qu'il 
trompe  et  se  trompe  à  la  fois;  car  le  témoin,  dans  ces  deux  cas, 
énonce  la  vérité.  Soit  (j' la  même  probabilité  relative  au  second 
témoin.  On  peut  former  ces  quatre  hypothèses  :  ou  le  premier  et 
le  second  témoin  disent  la  vérité;  ou  le  premier  dit  la  vérité,  le 
second  ne  la  disant  point  ;  ou  le  second  témoin  dit  la  vérité ,  le 
premier  ne  la  disant  point  ;  ou  enfin  aucun  des  deux  ne  dit  la 
vérité.  Déterminons  à  priori,  dans  chacune  de  ces  hypothèses,  la 
probabilité  de  l'événement  observé. 

Cet  événement  est  l'annonce  de  la  sortie  d'une  boule  blanche 
à  chaque  tirage.  La  probabilité  qu'une  boule  blanche  est  sortie  au 
premier  tirage  est  y,  puisque  la  boule  extraite  peut  être  égale- 
ment sortie  de  l'urne  A  ou  de  furne  B.  Dans  le  cas  où  elle  a  été 
extraite  de  l'urne  A,  et  mise  dans  l'urne  JB,  n-j- 1  boules  sont  con- 
tenues dans  cette  dernière  urne  ;  et  la  probabilité  d'en  extraire  la 

boule  blanche  est ;  le  produit  de  -  par est  donc  la  pro- 
babilité à  priori,  de  l'extraction  d'une  boule  blanche,  dans  les  deux 
tirages  consécutifs.  En  la  multipliant  par  la  probabilité  (jq  que  les 
deux  témoins  disent  la  vérité ,  on  aura 

79' 


2.(n  +  i) 

pour  la  probabilité  de  l'événement  observé,  dans  la  première 
hypothèse. 
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Dans  la  seconde  hypothèse,  la  boule  a  été  extraite  de  Turne  A, 
et  mise  dans  Turne  B  :  la  probabilité  de  cette  extraction  est  y.  De 
plus,  puisque  le  second  témoin  ne  dit  pas  la  vérité,  une  boule 
noire  a  été  extraite  de  Turne  5,  et  la  probabilité  de  cette  extrac- 
tion est .  En  multipliant  donc  \  par ,  et  le  produit  par 

la  probabilité  ^.  (i — ^'),  que  le  premier  témoin  dit  la  vérité, 
tandis  que  le  second  ne  la  dit  pas,  on  aura 

2.(n+i) 
pour  la  probabilité  de  l'événement  observé  dans  la  seconde  hy- 
pothèse. 

Dans  la  troisième  hypothèse ,  une  boule  noire  a  été  extraite  de 
Turne  B,  et  mise  dans  l'urne  A  :  la  probabilité  de  cette  extraction 
est  y.  De  plus,  une  boule  blanche  a  été  ensuite  extraite  de  l'urne 

A,  et  la  probabilité  de  cette  extraction  est ;  en  multipliant 

donc  -5-  par ,  et  le  produit  par  la  probabilité  (1 — 7) -7'*  que 

le  second  témoin  dit  la  vérité ,  tandis  que  le  premier  ne  la  dit 
pas,  on  aura 

2.(71  +  1) 
pour  la  probabilité  relative  à  la  troisième  hypothèse. 

Enfin,  dans  la  quatrième  hypothèse,  une  boule  noire  a  d'abord 
été  extraite  de  l'urne  B,  et  la  probabilité  de  cette  extraction  est  f- 
Ensuite  cette  boule  noire  mise  dans  l'urne  4 ,  en  a  été  extraite  au 

second  tirage,  et  la  probabilité  de  cette  extraction  est  — —  ;  en 

multipliant  donc  le  produit  de  ces  deux  probabilités,  par  la  pro- 
babilité (1  — ^).(i  — q)  qu'aucun  des  témoins  ne  dit  la  vérité, 
on  aura 

('-y)-('-yO 

2.(n  +  i) 
pour  la  probabilité  relative  à  la  quatrième  hypothèse. 
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Maintenant  la  probabilité  du  fait  qui  résulte  de  l'ensemble  des 
deux  témoignages,  savoir,  qu'une  boule  blanche  extraite  au  pre- 
mier tirage  a  reparu  au  second  tirage,  est  visiblement  égale  à  la 
probabilité  relative  à  la  première  hypothèse,  divisée  par  la  somme 
des  probabilités  relatives  aux  quatre  hypothèses;  cette  probabilité 
est  donc 

99  


Le  phénomène  de  la  réapparition  d'une  boule  blanche  au  second 
tirage  devient  d'autant  plus  extraordinaire,  que  le  nombre  n  des 
boules  de  chaque  urne  est  plus  considérable  ;  et  alors  la  probabilité 
précédente  devient  très-petite.  On  voit  donc  que  la  probabilité  du 
fait  résultant  de  l'ensemble  des  témoignages  est  extrêmement  affai- 
blie, lorsqu'il  est  extraordinaire. 

47.  Considérons  les  témoignages  simultanés:  supposons  deux 
témoins  d'accord  sur  un  fait,  et  déterminons  sa  probabilité.  Pour 
fixer  les  idées ,  supposons  que  le  fait  soit  l'extraction  du  n°  ? ,  d'une 
urne  qui  en  renferme  le  nombre  n;  en  sorte  que  l'événement  ob- 
servé soit  l'accord  de  deux  témoins  du  tirage,  à  énoncer  la  sortie 
du  n°  i.  Nommons  p  et  p  leurs  véracités  respectives,  et  suppo- 
sons, pour  simplifier,  qu'ils  ne  se  trompent  point.  Cela  posé,  on 
ne  peut  former  que  ces  deux  hypothèses  :  les  témoins  disent  la 
vérité;  les  témoins  trompent. 

Dans  la  première  hypothèse,  le  numéro  i  est  sorti,  et  la  pro- 
babilité de  cet  événement  est  - .  En  la  multipliant  par  le  produit 
des  véracités  p  et  p  des  témoins,  on  aura  —  pour  la  probabilité 

de  l'événement  observé,  dans  cette  hypothèse. 

Dans  la  seconde,  le  numéro  (  n'est  pas  sorti,  et  la  probabilité 

de  cet  événement  est ;  mais  les  deux  témoins  s'accordent  à 

n 

choisir  le  numéro  i  parmi  les  /i  —  i  numéros  non  sortis.  Or  le 
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nombre  des  combinaisons  différentes  qui  peuvent  résulter  de  leur 
choix  est  {n — i)*,  et  dans  ce  nombre,  ils  doivent  choisir  celle  où 
le  numéro  i  est  combiné  avec  lui-même  ;  la  probabilité  de  ce  choix 

est  donc  .   ^  .^.  En  la  multipliant  par  la  probabilité  précédente 

,  et  par  les  produits  des  probabilités  i — p  et  i — p  que  les 

témoins  trompent;  on  aura  - — ^^'^      ^'  pour  la  probabilité  de 

Tî.n— 1 

l'événement  observé,  dans  la  seconde  hypothèse. 

Maintenant  on  aura  la  probabilité  de  la  sortie  du  numéro  i,  en 

divisant  la  probabilité  relative  à  la  première  hypothèse,  par  la 

somme  des  probabilités  relatives  aux  deux  hypothèses;  on  aura 

donc  pour  cette  probabilité , 

(,-,).(-,')'         (») 

si  71  =  2 ,  alors  la  sortie  du  numéro  i  est  aussi  probable  que  sa 
non  sortie;  et  la  probabilité  de  sa  sortie,  résultante  de  Taccord 
des  témoignages,  est 

PP 

pp'+(i~p).(i-/)')- 

C'est  généralement  la  probabilité  d'un  fait  attesté  par  deux  témoins, 
lorsque  l'existence  du  fait  est  aussi  probable  que  sa  non-existence. 
Si  les  deux  témoins  sont  également  véridiques,  ce  qui  donne  p^p> 
cette  probabilité  devient 

P' 

p'+{'-pY' 

En  général,  si  un  nombre  r  de  témoins  également  véridiques  affir- 
ment l'existence  d'un  fait  de  ce  genre,  sa  probabilité  résultante  des 
témoignages  sera 

P' 

p'M^-pY' 
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Mais  cette  formule  nest  applicable  quau  cas  où  l'existence  du  fait 
et  sa  non-existence  sont  en  elles-mêmes  également  probables. 

Si  le  nombre  n  des  numéros  de  l'urne  est  très-grand,  la  formule 
(o)  devient  à  très-peu  près  l'unité;  et  par  conséquent  la  sortie  du 
numéro  i  est  extrêmement  probable.  Gela  tient  à  ce  qu'il  est  très- 
peu  vraisemblable  que  les  témoins  voulant  tromper,  s'accordent 
à  énoncer  le  même  numéro,  lorsque  l'urne  en  contient  un  grand 
nombre.  Le  simple  bon  sens  indique  ce  résultat  du  calcul  ;  mais 
on  voit  en  même  temps  que  la  probabilité  de  la  sortie  du  numéro  / 
est  beaucoup  diminuée,  si  les  deux  témoins  cherchant  à  tromper, 
ont  pu  s'entendre. 

Supposons  maintenant  que  le  premier  témoin  affirme  la  sortie 
du  numéro  i,  et  que  le  second  témoin  affirme  la  sortie  du  nu- 
méro i.  On  peut  former  alors  les  trois  hypothèses  suivantes.  Le 
premier  témoin  dit  la  vérité  et  le  second  trompe.  Dans  ce  cas,  le 

numéro  i  est  sorti,  et  la  probabilité  de  cet  événement  est  -.  De 

plus,  le  second  témoin  qui  trompe,  doit  choisir  parmi  les  autres 
numéros  non  sortis,  le  numéro  i,  et  la  probabilité  de  ce  choix 

est .  Le  produit  de  ces  deux  probabilités,  par  le  produit  des 

probabilités  p  et  i — p,  que  le  premier  témoin  ne  trompe  pas  et 
que  le  second  trompe,  sera  la  probabilité  de  l'événement  observé, 
ou  de  renonciation  de  la  sortie  des  numéros  /  et  i,  dans  cette 

hypothèse  ;  probabilité  qui  est  ainsi  ^'^       ^  ^ . 

Dans  la  seconde  hypothèse,  le  premier  témoin  trompe,  et  le 
second  ne  trompe  pas.  Alors  le  numéro  i  est  sorti  ;  et  la  proba- 
bilité de  cet  événement  est  -.  De  plus,  le  premier  témoin  choisit 
le  numéro  i  sur  les  n— i  numéros  non  sortis,  et  la  probabilité  de  ce 
choix  est .  En  multipliant  le  produit  de  ces  deux  probabilités, 


63. 
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par  le  produit  des  probabilités  i  — p  et  p\  que  le  premier  témoin 

trompe  et  que  le  second  ne  trompe  pas,  on  aura  - — ^^'^  . 

Enfin,  dans  la  troisième  hypothèse,  les  deux  témoins  trompent 
à  la  fois.  Alors  aucun  des  deux  numéros  i  et  i  n  est  sorti.  La  pro- 

habilité  de  cet  événement  est .  De  plus,  le  premier  témoin 

doit  choisir  le  numéro  (,  et  le  second  doit  choisir  le  numéro  i, 
parmi  les  n—i  numéros  non  sortis,  et  la  probabilité  de  cet  événe- 
ment composé  est  ,  ^  .  .  En  multipliant  le  produit  de  ces  deux 
probabilités,  par  le  produit  des  probabilités  i — p  et  i — p  que  le 
premier  et  le  second  témoin  trompent,  on  aura '— — ^-^ — ^ 

pour  la  probabilité  de  l'événement  observé,  dans  cette  hypothèse. 
Maintenant  on  aura  la  probabilité  de  la  sortie  du  numéro  i,  en 
divisant  la  probabilité  relative  à  la  première  hypothèse,  par  la 
somme  des  probabilités  relatives  aux  trois  hypothèses  ;  la  proba- 
bilité de  cette  sortie  est  donc 


Si  /i  =  2 ,  c'est-à-dire  si  l'existence  de  chaque  fait  attesté  par  les 
deux  témoins  est,  à  priori,  aussi  probable  que  sa  non-existence; 
alors  la  probabilité  précédente  devient  y,  lorsque  p=p  ;  ce  qui 
est  visible  d'ailleurs ,  les  deux  témoignages  se  détruisant  récipro- 
quement. En  général,  si  un  fait  de  ce  genre  est  attesté  par  r 
témoins,  et  nié  par  r  témoins,  tous  également  véridiques^  il  est 
facile  de  voir  que  sa  probabilité  sera 


p'-'+[y-pr'' 

c'est-à-dire,  la  même  que  si  le  fait  était  attesté  par  r — r  témoins. 
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48.  Considérons  présentement  une  chaîne  traditionnelle  de  r 
témoins,  et  supposons  que  le  fait  transmis  soit  la  sortie  du  nu- 
méro i  d'une  urne  qui  renferme  n  numéros.  Désignons  par  y^  sa 
probabilité.  L'addition  d'un  nouveau  témoin  changera  cette  pro- 
babilité en  j^,,  probabilité  qui  sera  formée,  i°  du  produit  de  j^ 
par  la  véracité  du  nouveau  témoin,  véracité  que  nous  désignerons 
par  pr^,;  2°  du  produit  de  la  probabilité  1 — p^,  que  ce  nouveau 
témoin  trompe,  par  la  probabilité  1 — y^  que  le  témoin  précédent 

n'a  pas  dit  la  vérité,  et  par  la  probabilité  — —  que  le  nouveau 

témoin  choisira  le  numéro  sorti,  dans  le  nombre  des  n —  1  nu- 
méros autres  que  celui  qui  lui  a  été  indiqué  par  le  témoin  précé- 
dent; on  aura  donc 

équation  dont  l'intégrale  est 

.        ^  _  i    .   p  (n/),-i).(np,~i) {ripr-i) 

C  étant  une  constante  arbitraire.  Pour  la  déterminer,  on  obser- 
vera que  la  probabilité  du  fait,  d'après  le  premier  témoignage,  est, 
par  ce  qui  précède,  égale  à  p^;  on  a  donc  y,=p,;  ce  qui  donne 

C  = ;  partant 


'     ,    (^-0    (np,~i).(np.^i) [npr-i) 

n 

Si  n  est  infmi,  on  a 


^'~  n  "^      n      •  (n~i)^ 


j,— p,.p, />r. 

Si  n=2 ,  c'est-à-dire,  si  l'existence  du  fait  est  aussi  probable  que 
sa  non-existence,  on  a 

7r=i-f-|.(2p,—  l).(2/>.  — 1) (îPr  — 1). 
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En  général ,  à  mesure  que  la  chaîne  traditionnelle  se  prolonge , 
jr  approche  indéfiniment  de  sa  limite-,  limite  qui  est  la  probabi- 
lité à  priori,  de  la  sortie  du  numéro  /.  Le  terme  -^ .  pP'"~'  j   ^^^ 

de  l'expression  de  j^,  est  donc  ce  que  la  chaîne  des  témoins  ajoute 
à  celle  probabilité.  On  voit  ainsi  comment  la  probabilité  s'aflaiblit 
à  mesure  que  la  tradition  se  prolonge.  A  la  vérité,  les  monuments, 
Timprimerie  et  d'autres  causes  peuvent  diminuer  cet  effet  iné- 
vitable du  temps  ;  mais  ils  ne  peuvent  jamais  entièrement  le  dé- 
truire. 

Si  Ton  a  deux  chaînes  traditionnelles,  chacune  de  r  témoins; 
si  l'on  suppose  les  témoins  de  ces  chaînes,  également  véridiques, 
et  si  le  dernier  témoin  de  l'une  des  chaînes  s'accorde  avec  le 
dernier  de  l'autre  à  affirmer  la  sortie  du  numéro  i;  on  aura  la 
probabilité  de  cette  sortie,  en  substituant  j^  pour  p  et  p,  dans  la 
formule  (o)  du  numéro  précédent,  qui  devient  par  là^ 


Jr*  + 


i^-yrY' 


7Î— 1 


49.  Considérons  deux  témoins  dont  p  et  p  soient  les  véracités 
respectives.  On  sait  que  tous  deux,  ou  du  moins  l'un  d'eux,  sans 
être  contredit  par  l'autre  qui,  dans  ce  cas,  n'a  point  prononcé, 
affirment  que  le  numéro  /  est  sorti  d'une  urne  qui  en  renferme  le 
nombre  n.  En  supposant  toujours  qu'on  n'a  extrait  qu'un  seul 
numéro,  on  demande  la  probabilité  de  la  sortie  du  numéro  i. 

Soient  r  et  r  les  probabilités  respectives  que  les  témoins  pro- 
noncent. On  ne  peut  faire  ici  que  les  quatre  hypothèses  suivantes  : 
1°  les  deux  témoins  prononcent  et  disent  la  vérité;  2**  les  deux 
témoins  prononcent  et  trompent  ;  3*"  l'un  des  témoins  prononce 
et  dit  la  vérité,  et  l'autre  témoin  ne  prononce  pas;  4"*  l'un  des 
témoins  prononce  et  trompe,  et  l'autre  ne  prononce  point. 

Dans  la  première  hypothèse,  le  numéro  i  est  sorti,  et  la  probabi- 
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lité  de  cet  événement  est  - .  Il  faut  la  multiplier  par  le  produit  des 

probabilités  r  et  r  que  les  deux  témoins  ont  prononcé,  et  par  le 
produit  des  probabilités  p  et  p  qu'ils  disent  la  vérité;  on  aura  ainsi 

pp.rr' 
n 

pour  la  probabilité  de  l'événement  observé,  dans  cette  hypothèse. 
Dans  la  seconde,  le  numéro  i  n  est  pas  sorti,  et  la  probabilité 

de  cet  événement  est .  Mais  si  les  deux  témoins  trompent 

sans  s'entendre,  la  probabilité  qu'ils  s'accorderont  à  énoncer  le 

même  numéro  /,  est  i r;.  Il  faut  multiplier  le  produit  de  ces 

probabilités  par  la  probabilité  rr  que  les  deux  témoins  prononcent 
à  la  fois,  et  par  la  probabilité  (i — p).[i — p)  qu'ils  trompent  tous 
deux.  On  aura  ainsi 

(i~/)).(i~/)>rr^ 

n.n—i 

pour  la  probabilité  de  l'événement  observé  dans  la  seconde  hy- 
pothèse. 

Dans  la  troisième,  le  numéro  i  est  sorti,  et  la  probabilité  de  cet 

événement  est  -.  Il  faut  la  multiplier  parla  probabilité /)r.(i—r) 

-t-pV.(i— r),  que  l'un  des  témoins  prononce  en  disant  la  vérité, 
tandis  que  l'autre  témoin  ne  prononce  point.  On  aura  ainsi 

pr.(i-r')+pr.{i^r) 
n 

pour  la  probabilité  de  l'événement  observé  dans  cette  hypothèse. 
Enfin,  dans  la  quatrième,  le  numéro  i  n'est  pas  sorti,  et  la 

probabilité  de  cet  événement  est     ""    ;  mais  le  témoin  qui  trompe 

doit  le  choisir  dans  les  ^ — i  numéros  non  sortis,  et  la  probabilité 
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de  ce  choix  est  — — .  H  faut  multiplier  le  produit  de  ces  proba- 
bilités par  la  probabilité  (i — p).r.(i — ''')-h(i — P)'^'*{^ — ^)  ^}^^ 
Tun  des  témoins  prononçant,  trompe,  tandis  que  l'autre  témoin 
ne  prononce  point.  On  a  ainsi 

(i-.^).  ;^(i-^;/).i,(i-,p-).r\(i-r) 

pour  la  probabilité  correspondante  à  la  quatrième  hypothèse. 

Maintenant  on  aura  la  probabilité  de  la  sortie  du  numéro  i,  en 
divisant  la  somme  des  probabilités  relatives  à  la  première  et  à  la 
troisième  hypothèse,  par  la  somme  des  probabilités  relatives  à 
toutes  les  hypothèses;  ce  qui  donne  pour  cette  probabilité 

/>//.rr'+/^r.(i— r')+/)V'.{i  — r) 

pp  .rr  +  r.(\—r  )  +  r  .(i— r)+  -i U-^ i—i 

n— i 

Ces  exemples  indiquent  suffisamment  la  méthode  d'assujettir  au 
calcul  des  probabilités,  les  témoignages. 

50.  On  peut  assimiler  le  jugement  d'un  tribunal  qui  prononce 
entre  deux  opinions  contradictoires,  au  résultat  des  témoignages 
de  plusieurs  témoins  de  l'extraction  d'un  numéro  d'une  urne  qui 
ne  contient  que  deux  numéros.  En  exprimant  par  p  la  probabilité 
que  le  juge  prononce  la  vérité;  la  probabilité  de  la  bonté  d'un 
jugement  rendu  à  l'unanimité  sera,  par  ce  qui  précède, 

P' 

r  étant  le  nombre  des  juges.  On  peut  déterminer  p  par  l'obser- 
vation du  rapport  des  jugements  rendus  à  l'unanimité  par  le 
tribunal,  au  nombre  total  des  jugements.  Lorsque  ce  nombre  est 
très-grand,  en  le  désignant  par  n,  et  par  i  le  nombre  des  juge- 
ments rendus  à  l'unanimité,  on  aura  à  fort  peu  près 
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la  résolution  de  cette  équation  donnera  la  véracité  p  des  juges. 
Cette  équation  se  réduit  à  un  degré  de  moitié  moindre,  en  faisant 

p=:  — ^.  Elle  devient  alors 

•-» 
équation  qui,  développée,  est  du  degré  -,  ou ,  suivant  que  r 

est  pair  ou  impair. 

La  probabilité  de  la  bonté  d'un  nouveau  jugement  rendu  à 
l'unanimité  sera 


.-f(.-p)'. 

Si  Ion  suppose  le  tribunal  formé  de  trois  juges,  on  aura 

'         *        y    12. n 

Nous  adopterons  le  signe  -h,  car  il  est  naturel  de  supposer  à 
chaque  juge  une  plus  grande  probabilité  pour  la  vérité  que  pour 
Terreur.  Si  la  moitié  des  jugements  rendus  par  le  tribunal  a  été 

rendue  à  l'unanimité,  alors  -  =  -,  et  l'on  trouve  p  =  0,789.  La 

probabilité  d'un  nouveau  jugement  rendu  à  l'unanimité  sera 
0,981.  Si  ce  jugement  n'est  rendu  qu'à  la  pluralité,  sa  proba- 
bilité sera  p  ou  0,789. 

En  général,  on  voit  que  la  probabilité  1 r.(i  —  p)"  de  la 

bonté  d'un  nouveau  jugement  rendu  à  l'unanimité  est  d'autant 
plus  grande  que  r  est  un  plus  grand  nombre,  et  que  les  valeurs 

de  p  et  de  -  sont  plus  grandes,  ce  qui  dépend  des  lumières  des 

juges.  Il  y  a  donc  un  grand  avantage  à  former  des  tribunaux 
d'appel,  composés  d'un  grand  nombre  déjuges  choisis  parmi  les 
personnes  les  plus  éclairées. 

TOME  TH.  04 


ADDITIONS. 


I. 

Nous  avons  intégré  par  une  approximation  très-convergente, 
dans  le  n"*  34  du  premier  livre,  l'équation  aux  différences  finies, 

11  est  facile  de  conclure  de  notre  analyse  l'expression  du  rapport 
de  la  circonférence  au  rayon,  en  produits  infinis,  donnée  par 
Wallis.  En  effet,  cette  analyse  nous  a  conduits  dans  le  numéro 
cité,  à  l'expression  générale 

{n+(i).{n  +  fx  +  i) (yi+5— i) ja«n^- «n^-i  du.{i'-u')'*^'-'         .    . 

(n'+fx+^Y{n'+fx+2)]...{n'+s)        /a"-"»^».  rfa.fi— a»)»*?^  '       '  ^^ 

les  intégrales  étant  prises  depuis  w  =  o  jusqu'à  tt=i.  En  faisant 

d'abord  n  =  o,n=\,  (x==: i ,  et  observant  que  fdu. ( i  —  a*)  *  =-J- tt , 
n  étant  le  rapport  de  la  demi-circonférence  au  rayon ,  on  aura 


4       3. 5.... 25—1 


TT        l\'  6....  2  5./(iH.(i~a')'-~r 
En  supposant  donc  généralement 

I  

on  aura 


^        3.5 — 25—1  3.5 25+1 

-  =  7-71 •  r5-i= .yy4-i=  etc. 

^  4.6.... 25  J        •  4.6....25+2-^        ' 

ce  qui  donne 

25+1 
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Si  Ion  fait  ensuite  dans  la  formule  [a),n=  —  y,  n=-o  et  ft=i, 
elle  donne 


3.6 25—1 


d'où  Ton  tire 


2.4 2; 


25 


équation  qui  coïncide  avec  la  précédente  entre  Jj-i  et  Jj-hi,  en 
y  changeant  s  dans  ^-f-y;  en  sorte  que  cette  équation  a  lieu, 
s  étant  entier,  ou  égal  à  un  entier  plus  y. 

Les  deux  expressions  de  y^,  et  de  -  donnent 


4        3.3    5.5  25  —  1  .25 


n  2.4     4.6  ■XS-2.2S       'J*-'' 

les  équations  aux  différences  en  y,  et  y,  _  ■  donnent 


ys-\ ^^+>      ^i  +  i 3*4-1  25+3         y,  +  i 

—  — zzznz.  • — mzzzzi  • izmzzir  • — 

^''"'  25.25+2         y^  25.25+2      25+2.25  +  /l     ^*-^* 


etc. 


Le  rapport  ^ — ï  est  plus  grand  que  l'unité  :  il  diminue  sans  cesse, 

à  mesure  que  5  augmente;  et  dans  le  cas  de  s  infini,  il  devient 
l'unité.  En  effet,  ce  rapport  est  égal  à 

/(/M.(i-a')^-» 

Or  l'élément  rfu,(i— m')'""'  est  plus  grand  que  l'élément  (/h.(i— u*)*""^, 

ou  rfii.(i— u*)'~'.(i— II")'  ;  l'intégi-ale  du  numérateur  de  la  fraction 
précédente  surpasse  donc  celle  du  dénominateur;  cette  fraction 
est  donc  plus  grande  que  l'unité.  Lorsque  s  est  infini,  ces  intégrales 
n'ont  de  valeur  sensible  que  lorsque  ii  est  infiniment  petit;  car  ii 
étant  fini,  le  facteur  (i— u*)'~*  devient  une  fraction  ayant  un  expo- 

64. 
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sant  infiniment  grand  ;  on  peut  donc  alors  suppos< 
ce  qui  rend  le  rapport  ^-^^^  égal  à  Tunité. 

Ce  rapport  est  égal  au  produit  d'une  suite  infin 

dont  la  première  est  — ^         ,  et  dont  les  autres  s 

25.25  +  2 

en  augmentant  successivement  s  d'une  unité;  il 


en  y  changeant  s  dans  ^-t-^,  et  la  fraction 


25+2 

—  :  ( 

)r  on  a,  quel 

que 

^>  - 

miit  c 

25 

-+-1.25 

+  3 

25  +  2 

25-1-2 

25.  25+2 

25  +  1.25+3 

on 

a  donc 

cette 

inégalité 

1 
1 

y' 
y»-\' 

25. 


En  y  changeant  5  en  5  —  y;  on  aura 


ys- 


ys-\      ys-. 
Ces  deux  inégalités  donnent 

Substituant  au  lieu  des  rapports    ^*    et  ^^"'^ ,  leur 
nées  par  les  équations  aux  différences  en  j„  on  au 


25  —  I 


on  aura  donc 

ADDITIONS. 

4        3.3   6.5 

25  —  1.25  —  1 
.\ 

/-' 

»         2. h    4.6 

25—2.25          ) 

/      ^' 

à        3.3    5.5 

ir^2.4'4.6" 

25—1.25—1 

Al    ' 

1  c o    oc            1 

/               25—1 
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(A). 


Wallis  publia  en  1667,  dans  son  Arithmetica  infinitorum,  ce  beau 
théorème,  Tun  des  plus  curieux  de  l'analyse,  par  lui-même,  et 
par  la  manière  dont  l'inventeur  y  est  parvenu.  Sa  méthode  renfer- 
mant les  principes  de  la  théorie  des  intégrales  définies,  que  les 
géomètres  ont  spécialement  cultivée  dans  ces  derniers  temps,  je 
pense  qu'ils  en  verront  avec  plaisir  une  exposition  succincte,  dans 
le  langage  actuel  de  l'analyse. 

Wallis  considère  la  suite  des  fractions  dont  le  terme  général  est 

-T—,  n  et  s  étant  des  nombres  entiers,  en  commençant 


par  zéro.  En  développant  le  binôme  renfermé  sous  le  signe  inté- 
gral, et  intégrant  chaque  terme  du  développement,  il  obtient  pour 
une  même  valeur  de  /i,  les  valeurs  numériques  de  la  fraction 
précédente,  correspondantes  à  5  =  0,  5=1,  5  =  2,  etc.  ce  qui 
lui  donne  une  série  horizontale  dont  s  est  l'indice.  En  supposant 
successivement  /i  =  o,  n=i,  /i=2,  etc.  il  a  autant  de  séries 
horizontales.  Par  là  il  forme  une  table  à  double  entrée,  dont  s  est 
l'indice  horizontal,  et  n  l'indice  vertical. 

Dans  cette  table,  les  séries  horizontales  et  verticales  sont  les 
mêmes;  en  sorte  qu'en  désignant  par  j„ ,  le  terme  correspondant 
aux  indices  /i  et  5,  on  a  cette  équation  fondamentale, 

Wallis  obsei*ve  ensuite  que  la  première  série  est  l'unité  ;  que  la 
seconde  est  formée  des  nombres  naturels;  que  la  troisième  est 
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formée  des  nombres  triangulaires,  et  ainsi  de  suite;  de  manière 
que  le  terme  général  j„,,  de  la  série  horizontale  correspondante 
à  n  est 


5  +  1.  5-t-2 s+n 


1.2.3.. 

cette  fraction  étant  égale  à 


n  +  i .  w+2 s+n 


1.2.3. 


on  voit  clairement  que  j„ ,  est  égale  à  j,  „ . 

Maintenant,  si  Ton  parvenait  à  interpoler  dans  la  table  précé- 
dente, le  terme  correspondant  k  n  et  s  égaux  à  y,  on  aurait  le 
rapport  du  carré  du  diamètre  à  la  surface  du  cercle;  car  le  terme 

dont  il  s'agit  est r»  ou  -.  Wallis  cherche  donc  à  faire 

cette  interpolation.  Elle  est  facile  dans  le  cas  où  l'un  des  deux 
nombres  w  et  5  est  un  nombre  entier.  Ainsi,  et  faisant  succes- 
sivement s  égal  à  un  nombre  entier  moins  -j,  dans  la  fonction 

'■ — » ,  il  obtient  tous  les  termes  des  suites  horizon* 

1 .2.0 n 

taies,  correspondants  aux  valeurs  de  s,  — i»  y»  f»  ^îtc.  et  en 
faisant  n  égal  à  un  nombre  entier  moins  y,   dans  la   fonction 

' — TT—— ,  il  obtient  tous  les  termes  des  suites  verticales, 

1  .2.0 S 

correspondants  aux  valeurs  de  n,  — y,  \,  etc.  Mais  la  difficulté 
consiste  à  trouver  les  termes  correspondants  k  n  et  s  égaux  tous 
deux,  à  des  nombres  entiers  moins  y. 
Wallis  observe  pour  cela  que  Téquation 


5-f-1.5-f-2 S  +n 

^'''~  1.2.3 n 


do 


nne 


5.5+1 5  +n— 1 

1  .  2.  3..  .  .  71  ' 
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et  qu'ainsi  Ton  a 

en  sorte  que  chaque  terme  d'une  série  horizontale  est  égal  au  pré- 

cèdent,  multiplié  par  la  fraction ;  d'où  il  suit  que  tous  les 

termes  d'une  série  horizontale,  à  partir  de  s  =  —  \,  s  croissant 
successivement  de  l'unité,  sont  les  produits  de  Jn,-i  »  par  les  frac- 

2rt+l       2/1  +  3      27Î  +  5        ^         ^,  .      . 

tions ,  — r — ,  — p — ,  etc.  et  a  partir  de  5=1,  ces  termes 

sont  les  produits  de  j„  »,  par  les  fractions , ,  — 5 — ,  etc. 

1  2  «3 

Il  suppose  que  les  mêmes  lois  subsistent  dans  le  cas  de  n  fraction- 
naire, et  égal  à  y;  en  sorte  que  l'on  a  tous  les  termes,  à  partir 
de  5  =  —  Yi  en  multipliant  j«^_i  par  la  suite  des  fractions  f,  y, 
\ ,  etc.  En  désignant  donc  par  n  le  terme  correspondant  à  /i  =  y 

et  5  =  Yi  terme  qui,  comme  on  l'a  vu,  est  égal  à  -,  on  a 
ce  qui  donne 

A  partir  de  ji^o  ou  de  l'unité,  il  obtient  les  termes  successifs  de 
la  série,  correspondants  à  5  entier,  en  multipliant  successivement 
l'unité  par  les  fractions  y,  y,  ~,  etc.  IHorme  ainsi  la  série  hori- 
zontale suivante,  qui  correspond  à  /i  =  y,  et  à  5  successivement 
égala  — i.,0,1,  i,|,  etc. 

1    ^  _      â      A  3.5      4.6  ^  ,.x 

-.D,     1,    D,     -,     3.0,    ^,     33.  D,   etc.  (i) 

série  qui  représente  celle-ci, 

1  1  I 
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La  série  (z)  donne  généralement,  s  étant  un  nombre  entier, 

4    6  25 

^«''       »  3     5  25  —  1 

3     5  3  5—1 

d'où  Ton  tire 


_  3.3     5.5  25—1.25—1     yi,,-i  /w>v 

^•^     ^-^  25—2.25  J^i,i-i 

Wallis  considère  ensuite  que  dans  la  série  ((),  le  rapport  de 
chaque  terme  à  celui  qui  le  précède  d'une  unité  est  plus  grand 
que  l'unité,  et  diminue  sans  cesse;  en  sorte  que  l'on  a 

Cela  résulte  en  effet  de  l'équation 

25+  1 

11  suppose  que  cela  a  également  lieu  pour  tous  les  termes  consé- 
cutifs de  la  série;  en  sorte  que  l'on  a  les  deux  inégalités 


d'où  ii  tire,  comme  on  Ta  fait  ci-dessus, 


yi.>- 


2  5  —  1 


par  là,  il  change  la  formule  (B)  dans  la  formule  (A). 

Cette  manière  de  procéder  par  voie  d'induction  dut  paraître, 
et  parut  en  effet,  extraordinaire  aux  géomètres  accoutumés  à  la 
rigueur  des  anciens.  Aussi  voyons-nous  que  de  grands  géomètres 
contemporains  de  Wallis  en  furent  peu  satisfaits;  et  Fermât,  dans 
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sa  correspondance  avec  Digby,  fit  des  objections  peu  dignes  de 
lui,  contre  cette  méthode,  qu'il  n'avait  pas  suffisamment  approfon- 
die. Elle  doit  être  sans  doute  employée  avec  une  circonspection 
extrême:  Wallis  dit  lui-même,  en  répondant  à  Fermât,  que  c'est 
ainsi  qu'il  s'en  est  servi;  et  pour  en  confirmer  l'exactitude,  il 
l'appuie  sur  un  calcul  par  lequel  milord  Broun cker  avait  trouvé, 
parle  moyen  de  la  formule  (A),  le  rapport  de  la  circonférence  au 
diamètre ,  compris  entre  les  limites 

3,  i4i59  26535  69, 
3,  1^159  26536  96, 

limites  qui  coïncident,  dans  les  dix  premiers  chiffies,  avec  ce  rap- 
port, que  l'on  a  porté  au  delà  de  cent  décimales.  Nonobstant  ces 
confirmations,  il  est  toujours  utile  de  démontrer  en  rigueur  ce 
que  l'on  obtient  par  ces  moyens  d'invention.  Wallis  observe  que 
les  anciens  en  avaient  sans  doute  de  semblables,  qu'ils  n'ont  point 
fait  connaître,  se  contentant  de  donner  les  résultats  appuyés  de 
démonstrations  synthétiques.  Il  regrette  avec  raison  qu'ils  nous 
aient  celé  leurs  moyens  d'y  parvenir;  et  il  dit  à  Fermât  qu'on 
doit  lui  savoir  gré  de  ne  les  avoir  pas  imités ,  et  de  n'avoir  pas 
détruit  le  pont  après  avoir  passé  lejleuve.  Il  est  digne  de  remarque  que 
Newton ,  qui  avait  profité  de  cette  méthode  d'induction  de  Wailis 
et  de  ses  résultats,  pour  découvrir  son  théorème  du  binôme,  ait 
mérité  les  reproches  que  Wallis  fait  aux  anciens  géomètres,  en 
cachant  les  moyens  qui  l'avaient  conduit  à  ses  découvertes. 
Reprenons  la  formule  (B)  de  Wallis  :  si  l'on  suppose 

cette  formule  donnera 


25  —  1 
2S  —  2.2S 

TOME    Vit.  65 
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ou 


Soit 

u,  =  il^'^  H -—  -h -h  z=- -=  -+-  etc. 

et  considérons  ce  que  produit  dans  le  second  membre  de  f  équa- 
tion (/),  le  terme 

5+1 S  +r 

En  n'ayant  égard  quà  ce  terme  dans  u,,  on  aura 


5.5+1.  5  +  2 S  +  r 


le  terme  2^.  25 —  2.(11, — u^)  de  Téquation  (/)  devient  aijosi 


—  àr.A^'^.  s—i 

5+1 s  +  r 

ou 

—  àr.A^'^  Ar.r  +  i. >!<'•) 


5  +  1 5  +  r  — 1  5+1 5  +  r 

Le  terme  de  n,  dépendant  de  A^*^^*'  produira  des  termes  sem- 
blables, et  ainsi  des  autres.  En  comparant  donc  dans  Téquation 
(/)  les  termes  qui  ont  le  même  dénominateur  5-4-1. ..  5-hr,  on 
aura 


ce  qui  donne 

—      4.(r+i)      • 
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Il  est  visible,  par  ce  qui  précède,  que  a^  se  réduit  à  Tunité,  lorsque 
5  est  infini,  ce  qui  dooine  A^'^  =  i .  De  là ,  on  tire 

tt,=  H =rH + =-==r-=  +  eic.  =  ^^^—^ 

4.5  +  1         4».  1.2. X+ 1.5+2         4*-1.2.3.5+1.5+2.5+3  J'—» 

Le  rapport  du  terme  moyen  du  binôme  (i+-i)",  au  binôme 
entier,  est 

5  +  1.5+2 25 

2".1.2.3 5      ' 

ou 


1.3.5 25— i 

2.4.6 25 

En  nommant  donc  T  ce  terme  moyen,  la  formule  (B)  donnera 

Ce  théorème  et  Texpression  précédente  de  a,  en  série  sont  dus 
à  Stirling,  et  Ton  voit  comme  ils  se  rattachent  au  théorème  et  à 
l'analyse  de  Wallis.  Cette  valeur  de  T*  peut  servir  à  déterminer 
par  approximation  le  rapport  de  la  circonférence  au  diamètre, 
ce  qui  était  Tobjet  de  Wallis;  ou,  ce  rapport  étant  supposé  connu, 
elle  donne  le  terme  moyen  du  binôme,  ce  qui  était  l'objet  de 
Stirling. 

IL 

L'expression  de  A*.  5'  donnée  par  la  formule  (|x')  du  n*  40  du 

premier  livre  a  été  conclue  de  l'expression  de  A".  7 ,  en  changeant 

dans  celle-ci  i  en  —  /•  Ce  passage  du  positif  au  négatif  est  ana- 
logue aux  inductions  que  Wallis  et  d'autres  géomètres  ont  si  heu- 
reusement employées.  Tous  ces  moyens  d'invention,  qui  tiennent 
à  la  généralité  de  l'analyse,  ex:q^nt  dans  leur  usage  une  grande 

65. 
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circonspection,  et  il  est  toujours  bon  d'en  démontrer  directement 
les  résultats.  C'est  ce  que  nous  allons  faire  relativement  à  la  for- 
mule ((x'). 

Considérons  l'intégrale 


J  II- 


prise  depuis  ^0^=  —  oo,  jusqu'à  13^  =  cx).   Cette  intégrale   est 
égale  à 

— -. — . 1 — r- .  ( =z f-  constante. 

Cette  constante  est 

^  étant  supposé  infini.  En  la  réunissant  au  terme 

dans  lequel  on  doit  pareillement  supposer  ts  infini,  on  aura 

\/~i     i  cos.(a5i3').[(i-i!r.\/^iy— (i4-i!r.V~)*]/ 

le  numérateur  de  cette  fraction  est  réel,  ainsi  que  son  dénomina- 
teur, et  il  est  visible  qu'elle  devient  nulle,  en  y  faisant  «  infini; 
on  a  donc 

De  là  il  est  facile  de  conclure  qu'en  faisant  i=r ,  r  étant 
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un  nombre  entier  positif,  on  aura 

Vnr.  c-«»«V-'  a^5'■  /*  rfisr.c-«*«V-' 


rdvr.  c-«»«V-' a\s'        /*  (lia 

J„_..V-^.-,jZ7....(,_^J(,_ 


«  f      .  1         1 


Soil  as'af='a',  et  faisons  as  =  q;  nous  aurons 


I  _    _m=  7  •   I  - 


(^_^'.Y/r7) 


m 
n 


les  intégrales  étant  prises  depuis  «  et  ^cs'  égaux  à  —  oo,  jusqu'à 
ts  et  iït'  égaux  à  H-oo.  Désignons  par  ft  l'intégrale 


I; 


dw'.c— 'V- 


m 
n 


on  aura 

dk_{  _m\     /*  dur'.c-^'V-' 


y— 1.6— «'V-'    /*  dtr'.c-''\/-' 

(7- 


i.6-«'V—    _    /*  (fur'.c— 'V— 

ml  m 


constante. 


On  verra,  comme  ci-dessus,  que  ce  dernier  membre  se  réduit 
au  terme  affecté  du  signe  intégral,  terme  qui  est  égal  à  —  A;  on 
a  donc 

dk  , 

d(i 

ce  qui  donne,  en  intégrant, 

A  étant  une  constante  arbitraire  indépendante  de  (j.  H  est  visible 
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que  cette  équation  suppose  q  positif;  car  ea  faisant  9  infini  posi- 
tif ou  négatif,  k  est  infiniment  petit.  On  a  donc 

Cette  équation  a  lieu  quelle  que  soit  la  valeur  de  a,  pourvu  que 
as  soit  positif.  En  faisant  5=1,  et  changeant  a  dans  une  autre 
constante  a,  on  aura 

on  aura  donc 


/d'à 


,._-      ('-^-v^)'-^ 


ce  qui  donne 


r</«r.c"-('-*-^-''.(c"-<'~*-^'>-i)- 


A-.j-^^  ('-^-V^)' 


J   (-«.V~)'- 

Pour  avoir  en  série  les  intégrales,  im)us  supposerons 

^at.{i—m.\/-i]  iça.(>—m.\/^i)_  ^  y 


, c^.fc*— i)".c-''; 

(,_«,.y/r7).v, 

nous  aurons,  en  prenant  les  logarithmes, 

—  as-W-V—ï-f-n.  log.    i-h  -:^-{c~"''-'^' — 1) 
—  (i-t-i).log.(i — 'a.\J — 1)  =  — 1\ 
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Déterminons  a,  de  manière  que  dans  le  développement  du  pre- 
mier  membre  de  cette  équation^  la  première  puissance  de  tsi  dis- 
paraisse, et  supposons  ce  développement  égal  à 

— /.  a\  «•—/'.  a\  «'  —f.  a*.  «*.—  etc.  =  —  V; 
nous  aurons  d'abord 


ensuite 


^~        4a*        24'c--i  "^34  \c«-ij       2'\c«-i/  +24AC--I/  ' 
etc. 

On  a  ensuite,  par  le  retour  des  séries, 

on  a  donc,  en  prenant  les  intégrales  depuis  ta  et  (  égaux  à  — cx3, 
jusqu'à  f  et  tf  égaux  à  -4-00, 

_  C-jc'-^Y    Çdl     (  f.t  3  (5/'-A//)   .._^etc^ 

Si  l'on  suppose  *  =1,  n=r  o,  et  si  l'on  change  a  en  a,  on  aura 
aW+..    /=;^,    /=3A^.,/=jpi-^.,      etc. 
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on  aura  donc 

De  là  il  est  aisé  de  conclure 

^.J^    (^y  ' ^"^'^'^•::jl.(,^^V--^^^//V^^e.4 

formule  qui  coïncide  avec  la  formule  (fi')  du  n**  40  du  premier 
livre. 

Cette  formule  suppose  a  positif,  et  c'est  ce  qui  a  lieu  lorsque 
«H-i  surpasse  /i.  En  effet,  si  dans  l'équation 


a  c«— i' 


on  suppose  a  infiniment  petit,  le  second  membre  est  positif  et 

égal  à ;  ensuite  a  étant  positif  et  infini,  ce  second  membre 

devient  négatif  et  égal  à  — 5 — n;  il  y  a  donc  une  valeur  positive 
de  a  qui  satisfait  à  cette  équation,  mais  il  n'y  en  a  qu'une;  car  s'il 

y  en  avait  deux,  la  fonction $ —  aurait  un  maximum 

entre  ces  deux  valeurs;  on  aurait  donc  à  ce  maximum 

(t'+i)    ,       n.c'' 

ce  qui  ne  se  peut,  a  étant  positif.  En  effet,  [(f — i)'  est  plus  grand 

a 

que  a\(f,  ou  c" — i  >a.  c^  ;  ce  qui  est  visible,  car  on  a 


c^  —  c    *  =  a  -t-  -; :t  -+-  etc.  >  a; 

4.1.2.3 
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on  a  donc 

71.  c"  n         i  +  i 

Ainsi  la  formule  ((x')  peut  être  employée  tant  que  i-f-i  surpasse 
n;  ce  qui  est  conforme  à  ce  que  Ton  a  dit  dans  le  n*"  41  du  pre- 
mier livre,  d'après  la  considération  des  passages  du  réel  à  l'ima- 
ginaire, passage  que  l'analyse  précédente  confirme. 

III. 

La  formule  [p)  du  n*"  42  du  premier  livre  est  fort  remarquable: 
elle  peut  se  démontrer  de  la  manière  suivante ,  qui  montre  dis- 
tinctement la  raison  pour  laquelle  la  série  des  différences  doit  être 
arrêtée  lorsque  la  quantité  sous  l'exposant  de  la  puissance  devient 
négative. 

Considérons  l'intégrale 

m 

et  donnons-lui  cette  forme 

m 

niTT    ^       n  j                  /sin.j?\" 
COS.  — .  Ix        dx.  COS.  zx.  ( 1 

2/1    "^  \     X     ) 

m 

mit    ^  ■"■JT  I        .  /sln.a:\" 

H-sm.  —  .fx       dx.sin.zxA )  , 

in  ^  \    X    ) 

les  intégrales  étant  prises  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini.  Sup- 
posons d'abord  n  pair  et  égal  à  li;  on  aura,  par  les  formules 
connues, 

/.     V  .      ,     ,.    [cos.nx—n.cos.{n—i).x-\ — '- .cos.f/i— 4).^— etc.] 

/sm.icy^    (— i)'     ]  ^        '  1.2  ^        '  \ 


^8in,a;y'_    (— i)' 


\    a;     /  -A-     .X      j  j      fifi^i^fi^2 /l— l  +  I 

2  '  1.2.3 I 
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le  signe  -f-  ayant  lieu  si  /  est  pair,  et  le  signe  —  si  i  est  impair. 
En  multipliant  cette  équation  par  cos.  zx,  on  aura 


(sin-xV' 


cos.zx=^ — - 


n;  icos.[n±z).X'-n.cos.[n—2±z).x+e\c. 


2".a;"  1  i_  1    n.n— i.n~2..../i— i+i 


±-. 5 : .  COS Adt:zœ)\ 

2  1.2.3....I  ^  ^1 


où  l'on  doit  observer  que  par  cos.(/i —  2r±z).  x,  je  comprends  lar 
somme  des  cosinus,  cos.(/i  —  2rH-2).a;  et  cos.(7i  —  2r — z).x,  21* 
étant  ici  moindre  que  n  ou  21.  Multiplions  le  second  membre  de 

m 

cette  équation  par  x    " .  dx;  on  a  généralement 

m 


dx. 

cos.(/i — 2r 

C0S.(7l- 

±:z).X 
-2rztz),x 

/         m 

m 

1 

("-ir- 

l\.X 

—L 

(n  — 2r 

±2:).sin.(7i- 

-2r 

±z). 

X 

[n  —  2  r  ±  zy.  cos.(n  —  2  r  db  z).  x 


n-f- 3 

X  " 


—  etc. 


m 

-7^ — '--^ V ^— .  fdx.  X       .  COS.  (n —  2r±:z).x. 

(        m        \  m  ^  ^  ' 


On  a  donc 
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fx       .dx.cos.zxA 1  = — ^ — ^-;j- 


2^a; 


COS.[nàzz).X 71.  cos.(n  — 2  dzz).X 


1.2 


cos.(n— 4  ±2).a; 


nH 1 

n 


-.( —  etc. 


Xi 


,     1     n.n—i n  — i+i  /  ,        \ 

±  -. 5 : .cos.fitza;) 


X' 


1.2.3....  I 

(n±  z).sin.(/i±2).â; 
-n.(7i  — 2±z).sin.(n— 2±z).a: 


(»-T-)(»-T-),+  e.o. 

£] Un  àz  zy.  cos.[ndzz).  X 

(„+:^_.).(„_^_,).(„,5_3)i-e.c. 


—  etc. 


V        ji        ;       /i 


./(ir. 


1      Ti.n— 1 

n         ■ 


X 


{nàzzY.cos.[ndzz).x 

n.(n— 2  ±2;)*.cos.(n--2±2;).a: 

(n— 4±2:)\cos.(n~4±^).^ 


1.2. 

—  etc. 


,   1   ji.  ji — I....JI+I — 1     ,        /.      \ 

±  -. 5 : .  Z",  COS.  {±ZX). 

2  1.2. 3... .1  ^  ' 


constante. 


Cette  constante  doit  être  déterminée  de  manière  que  le  second 
membre  de  cette  équation  soit  nul,  lorsque  x  est  nul  :  or  on  a, 
par  ce  qui  précède, 


cos.[n±z).X''n.  cos.(n— 2±z).x+  etc.=(— i)'.  2**.(sin.a:)'*.  cos.  zx. 

66. 
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En  différentiant  cette  équation  par  rapport  à  a;,  on  a 

—  [[ndzz).  s\n.[n±iz).x — 71.(71 — 2  ±2).  sin.(7i —  2 dzz).x -h- etc.] 

I      V .       i.  [(sin.  j?)".  COS.  zx\ 

=  {-A'-'''-^ — Tx ^î 

différentiant  encore,  on  a 

—  [(Tiztz)*. cos.(7i± z). a; —  7i,(7i — 2  ± z)'.  cos.(7i —  2  ± z).  a;  H-  etc.] 

/       \{     *i  (/•.[(sin.  a:)\  cos.  zxl 

={-iy-^"-^ — ^^ï 1; 

et  ainsi  de  suite  :  or  on  a,  aux  deux  limites  a;  =0  et  a?  infini , 


—  n h  I 


X         "       .(sin.a;)\cos.za;  =  o, 


■  ■*■  '   rf.[(sin.  x)".  COS.  zx] 


—  n  — 


etc. 
On  a  donc,  en  intégrant  depuis  x  nul  jusqu  à  x  infini, 

m 

Ix        .  (te.  COS.  zrc.( )  = 7 r 

V    ^    /         2»Yn+^-.) ^ 

1(71  zh  z)**.  COS.  (71  ±  z) .  a: 
71.(71  —  2  itz)\  COS. (71—2  àzz).X 
_^^       — ^  +etc. 

±-. ^^ : .z".  cos.fzhzj.o; 

2  1.2.0 l  ^  ' 

Maintenant  on  a,  en  faisant  (71 — 2r±z).a;=a;', 


fx    '^ .  (te.(7i— 2r±z)".  cos.(7i  — 2r±z).a; 

m                            m 
n— iH 

=  (71— 2r±z)  ""  .fdx.x     "  .cos.x; 
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on  a  de  plus,  comme  nous  le  démontrerons  ci-après, 
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mv 


X       .dx.  COS.  X  =k.  sm.  — , 


2n 


mit 


X       .dx.  sm.  x^=k.  cos.  — , 


an 


/c'  étant  égal  k  ft     ""  .dt  c*,  l'intégrale  étant  prise  depuis  t  nul 
jusqu'à  t  infini.  Cela  posé,  on  aura 


m 

/.  "T    I                  /sin.xY 
Jx       .dx.cos.zx.l I  = 


A'.sin. 


mn 
an 


(n-f-z) 


n— iH 

n 


„+__,j.^„+__,j _ 

m 

Fl— iH 

n.(n-hz — a)  '^ 


ji.ji— 1 


.(/iH-z— 4) 

i.a      ^  ' 


m 

n— iH 

n 


^1    ,      1     Jl.n— 1....71— l  +  l 

X<±   -. 5 : .2" 

a  1.2.0. ...i 

m 
n— iH 

-{n — z)         '^ — n.[n  —  z 


-^) 


m 
fl 


etc. 


,     1    Ti.n— i....n— i+i  /        X 


m 

n— iH 

n 


m 

"  dans 


Il  est  facile  de  voir,  par  l'analyse  précédente,  que  si  n — z — ar 
est  négatif,  il  faut  changer  la  puissance  [n  —  z — ar) 

m 

(ar-f-z — n)         ** ,  parce  que  Ion  a 

cos.(/i — z — ar).  0?=  COS.  (a  rH-z — ri^.x. 
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On  trouvera ,  par  la  même  analyse , 

m 

fx       .dx.sin.zœ.l )  =  — 7— r 

^  ^  2".(  JlH il — 

\        n        J  m 

(n-f- z)".  sin.  (n-h  z) .  a; 

—  n.(n-f-z — 2)''.sin.(/n-z —  2).^:; 

X  fX         •  aXJ  .  \«     •      /  \ 

"^  ^  —  (n — zy.  sm.(n — z).  x 

-+-n.[n — z  —  2)\sin.(n  —  z — i).x 

—  etc. 
Or  on  a 

m 

fx    "  .{nàzz — 2rY.dx.sin[n±:z — 2r).x 

m 

=  (n'±z—2r)"'^'^.k'.cos.—. 
Si  (71 — z  —  2r)  est  négatif,  on  a 

m 

fx     "  .{n — z — 2rY.dx.sin.[n  —  z — 2r).x 

m 

=  — fx     "  .dx.[2r-hz  —  r)\sin.(2r-+-z  —  n).x 

m 

(\  n      1 1  II  lit 

2r^t-z  —  n]  .ft.cos. — . 

'  2/1 

De  là  on  tire 

m 

'ww    /.  ""T    I  /sin,a:\* 

COS.  — .  X       .dx.  cos.zx.  1 1 

2n  ^  \    X    J 

m 

mw    /.  "V    I       •            /sln.xX" 
-hsm.  — .fx       .dx.sin.zxA ) 

271    "^  \      X      / 

m  m         m 

A'.sin.— .[(n+z)  »  _„.(„+2_2)  '•  +  îî:!î_L.(„+2_4)  "-etc.] 


2    ^'       '  i.a  ,. 

»    (0 


■•(-?-)•(""?-) V 
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la    série  étant   continuée   jusqu'à   ce    que    dans    la    puissance 


m 
n-iH 


{n-h-z  —  2r)  **  ,  la  quantité  n-hz — 2r  devienne  négative, 

2r  pouvant  ici  s'étendre  jusqu'à  2/i.  En  effet,  il  est  visible  que 
dans  les  expressions  des  deux  termes  du  premier  membre  de  Té- 


m 

n— iH 

n 


quation  (i),  les  termes  relatifs  à  la  puissance  (nn-z — 2r) 

sont  les  mêmes  et  s'ajoutent.  Les  termes  relatifs  à  la  puissance 


m 
n-iH 


{n — z — 2r)  '*  ,  sont  les  mêmes  et  de  signes  contraires,  tant 

que  n  —  z  —  2r  est  positif;  mais  ils  ont  le  même  signe  lorsque 
n  —  z — 2r  est  négatif,  et  la  puissance  précédente  doit,  par  ce 


m 


qui  précède,  être  changée  dans  [ar-hz — n)         "  •  La  somme 
des  termes  relatifs  à  cette  puissance  est 


m 
n— iH 


/      \r  w- w — i....n — r+1    /     .  X  R 

^      '  1.2.3 r         ^  '  jr    -      mn 

k.sm. ; 


•(--■)■ 


m  n 

n 


or  ce  terme  se  rencontre  dans  la  série  du  second  membre  de  l'é- 
quation (i).  Cette  série  contient  le  terme 


n.n—\ 71— r'+ 1  ""»■*"  " 


mit 


-'Y' — r-ri -^-.(«+^-2r) 

.  k .  sm. 


/        /w        \  m 

.   nH 1    — 

\        n        J  n 


n-h-z  —  2 r  étant  supposé  positif.  Si  l'on  fait  n  —  2r  =  2r — n, 
ce  qui  donne  r=n  —  r,  ce  terme  devient  égal  au  précédent;  car 
alors  on  a  ( — 1)'*'=( — ^Y,  et 


n.  n— 1. . ..  n— r'+i  n.n— i. . ..  n— r+i 

1.2.3. ..  r'  I.  2.3.*.  r 
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La  formule  (T)  du  n**  24  du  premier  livre  donne 

-i- .  /r-»  dt.  c-'.  fl"-'  dt.  C-'  =   .    /   ,    , 
r— 1  •^  ^  sm.(r— iJ.TT 

les  intégrales  étant  prises  depuis  t  nul  jusqu'à  t  infini.  Si  Ton 

m 
suppose  r  —  1  =  —,  on  aura 

m  m 

ft~ .  dt.  c-'./r  ~.dt.c-*=  — - 


mit 


mis 
sin. 

71 


Ce  que  nous  avons  nommé  k  dans  la  formule  (p)  du  n**  42  du 
premier  livre  est  égal  à  ff^'^'dt.cr^*,  et  il  est  facile  de  voir  que, 
les  intégrales  étant  prises  depuis  t  nul  jusqu'à  t  infini,  on  a 


/i"-'*"</f.  c-'"—  -.ft  "  dt.  c-*; 

on  a  donc 

mir 

n  h  k'            " 

mir 

sin. 

71 

En  multipliant  les  deux  membres  de  l'équation  (  i  )  par  — ■ — ,  et 
substituant  dans  le  second  membre  ainsi  multiplié,  au  lieu  de 

nkk'  sa  valeur ,  on  aura  la  formule  (p)  citée. 

mir  w    / 


Sin. 

71 


La  même  analyse  s'applique  au  cas  où  n  est  un  nombre  impair. 
Elle  montre  distinctement  la  raison  pour  laquelle  la  série  des 
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di£Pérences  doit  s  arrêter,  lorsque  la  quantité  élevée  à  la  puissance 

n —  iH devient  négative. 

11  nous  reste  maintenant  à  démontrer  les  formules 


X       dx .  COS.  x=k.  sin.  — , 

n 


fx    **  dx. sin. x= k. cos. 


mn 
n 


Pour  cela,  considérons  Tintégrale  définie 

I — ^ —  .(cos.  ra?  —  y/ — i.sin.rx), 

cette  intégrale  étant  prise  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini;  ^  étant 
moindre  que  Tunité.  En  la  développant  par  les  expressions  con- 
nues de  COS.  rx  et  de  sin.  rx  en  séries,  elle  devient 

1.2  1.2.3.4 

—  rx.\/ — 1.1  1 5^  H 5-7-r  —  etc.) 

^         \         1.2.3        1.2.3.4.0  /j 

Or  on  a  généralement,  en  prenant  l'intégrale  depuis  x  nul  jusqu'à 
X  infini, 

dx.c"^ 


^  a'  J       x^ 

En  faisant  ensuite  aa;=  f,  on  a 

/dx.c-^  1       yy_    .     _,  k' 
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Fintégraie  relative  à  (  étant  prise  depuis  t  nul  jusqu'à  I  infini ,  e 
k'  étant  supposé  exprimer  l'intégrale  ft~^ .  dt  c-*,  prise  dans  cei 
limites.  On  aura  ainsi 

d'où  Ton  tire 


/dx.c-^  i  I .         X 
— .  (cos.  rx — y —  i .  sm.  rx) 


Af      1  1.2  a*  1.2.3.4  a* 


\       ^  L^  'a  1.2.3  a'  J 

Si  l'on  fait  -  =5,  le  second  membre  de  cette  équation  devient 

Soit  A  un  angle  dont  5  soit  la  tangente,  on  aura 

A  ^  A  ^ 

sm.  A  =  ——zzz ,       COS.  il  = 


ce  qui  donne 


i+5.\/— 1 
d'où  Ion  tire,  par  le  théorème  connu, 

1 —  Ù9 

COS.(l  — 6?).yl  — \/-^.sin.(l— to).yl=       >'"^^'L- • 

(l+5.V'-l)'~" 
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La  tangente  s  est  non*-seiilement  la  tangente  de  Fangle  A ,  mais 
encore  celle  du  même  angle  augmenté  d'un  multiple  quelconque 
de  la  demi-circonférence  ;  mais  le  premier  membre  de  cette  équa- 
tion devant  se  réduire  à  Tunité,  lorsque  s  est  nul,  il  est  clair  que 
Ton  doit  prendre  pour  A ,  le  plus  petit  des  angles  qui  ont  s  pour 
tangente. 

Maintenant,  cette  équation  donne,  en  y  restituant  -  au  lieu 
de  s, 

k'  _         k' 

X  [cos.(i—  œ).  A  — \/ — 1 .  sin.(i  — û))]  : 
on  a  donc 

I  — — — .  COS.  \rx —  y —  1 .  sin.  rx) 

=  ^37j.[cos.(i — (ô).A — y — i.sin.(i — û)).i4]. 


{a*+r*)    ' 


En  comparant  séparément  les  quantités  réelles  et  les  imaginaires, 
on  a 

/dx.cos.rz.c-^                k'  i  \    a 
^ = 73;.cos.(i— û)).4, 

(a«4-r*)    ' 

/dx.sxn.rx.c"^                k'  .     ,  v    ^ 
-^ = ^.sm.(i— û)).i4. 


67. 
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Si  a  est  nul,  -  est  infini,  et  le  plus  petit  an^e  dont  il  est  la  tan- 


a 
gente  est  -;  on  a  donc 


/- 


dx.cos.rx  k'       .     cû-k 

=  -T— :.sin. 


dx.sm.  rx  k'  cjv 

=  -:— i.COS. 


m 


En  supposant  r=i  et  w  =  — ,  on  aura  les  équations  qu'il  s'agis- 
sait de  démontrer. 


SUPPLÉMENTS 

LA  THÉORIE  ANALYTIQUE 

DES  PROBABILITÉS- 
PREMIER  SUPPLÉMENT. 


SUR  L'APPLICATION   DU  CALCUL  DES  PROBABILITÉS 
A  LA  PHILOSOPHIE   NATURELLE. 

Les  phénomènes  de  la  nature  sont  le  plus  souvent  enveloppés 
de  tant  de  circonstances  étrangères;  un  si  grand  nombre  de  causes 
perturbatrices  y  mêlent  leur  influence,  quil  est  très-difiicile  de 
les  reconnaître.  On  ne  peut  y  parvenir  qu  en  multipliant  les 
observations  ou  les  expériences,  afin  que,  les  efiets  étrangers  ve- 
nant à  se  détruire  réciproquement,  les  résultats  moyens  mettent 
en  évidence  ces  phénomènes  et  leurs  éléments  divers.  Plus  les 
observations  sont  nombreuses,  et  moins  elles  s'écartent  entre  elles, 
plus  leurs  résultats  approchent  de  la  vérité.  On  remplit  cette  der- 
nière condition  par  le  choix  des  méthodes,  par  la  précision  des 
instruments,  et  par  le  soin  que  Ton  met  à  bien  observer.  Ensuite, 
on  détermine,  par  la  théorie  des  probabilités,  les  résultats  moyens 
les  plus  avantageux,  ou  ceux  qui  donnent  le  moins  de  prise  à  Ter- 
reur. Mais  cela  ne  suffit  pas  ;  il  est  de  plus  nécessaire  d'apprécier 
la  probabilité  que  les  erreurs  de  ces  résultats  sont  comprises  dans 
des  limites  données.  Sans  cela,  on  na  qu  une  o  sance  im» 
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parfaite  du  degré  d'exactitude  obtenu.  Des  formules  propres  à  cet 
objet  sont  donc  un  y  rai  perfectionnement  de  la  méthode  des 
sciences,  et  qu'il  est  bien  important  d'ajouter  à  cette  méthode. 
L'analyse  qu'elles  exigent  est  la  plus  délicate  et  la  plus  difficile 
de  la  théorie  des  probabilités-  C'est  une  des  choses  que  j'ai  eues 
principalement  en  vue  dans  mon  ouvrage,  dans  lequel  je  suis 
parvenu  à  des  formules  de  ce  genre,  qui  ont  l'avantage  remar- 
quable d'être  indépendantes  de  la  loi  de  probabilité  des  erreurs, 
et  de  ne  renfermer  que  des  quantités  données  par  les  observations 
mêmes  et  par  leurs  expressions.  Je  vais  en  rappeler  ici  les  prin- 
cipes. 

Chaque  observation  a  pour  expression  analytique  une  fonction 
des  éléments  que  l'on  veut  déterminer;  et  si  ces  éléments  sont  à 
peu  près  connus,  cette  fonction  devient  une  fonction  linéaire  de 
leurs  corrections.  En  l'égalant  à  l'observation  même,  on  forme  ce 
que  l'on  nomme  équation  de  condition.  Si  l'on  a  un  grand  nombre 
d'équations  semblables,  on  les  combine  de  manière  à  obtenir  au- 
tant d'équations  finales  qu'il  y  a  d'éléments  dont  on  détermine 
ensuite  les  corrections,  en  résolvant  ces  équations.  Maïs  queBe 
est  la  manière  la  plus  avantageuse  de  combiner  les  équations  de 
condition,  pour  obtenir  les  équations  finales?  Quelle  est  la  loi 
des  erreurs  dont  les  éléments  que  l'on  en  tire  sont  encore  suscep- 
tibles? C'est  ce  que  la  théorie  des  probabilités  fait  connaître.  La 
formation  d'une  équation  finale  au  moyen  des  équations  de  condi- 
tion revient  à  multiplier  chacune  de  celles-ci  par  un  facteur  indé- 
terminé, et  à  réunir  ces  produits;  mais  il  faut  choisir  le  système 
de  facteurs  qui  donne  la  plus  petite  erreur  à  craindre.  Or  il  est 
visible  que  si  Ion  multiplie  les  erreurs  possibles  d'un  élément, 
par  leurs  probabilités  respectives ,  le  système  le  plus  avantageux 
sera  celui  dans  lequel  la  somme  de  ces  produits,  tous  pris  positi- 
vement, est  un  minimum:  car  une  erreur,  positive  ou  négative, 
doit  être  considérée  comme  une  perte.  En  formant  donc  cette 
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somme  de  produits ,  la  condition  du  minimum  déterminera  le  sys- 
tème de  facteurs  qu'il  faut  choisir.  On  trouve  ainsi  que  ce  système 
est  celui  des  coefficients  des  éléments  dans  chaque  équation  de 
condition;  en  sorte  que  Ton  forme  une  première  équation  finale, 
en.  multipliant  respectivement  chaque  équation  de  condition  par 
son  coefficient  du  premier  élément,  et  en  réunissant  toutes  ces 
équations  ainsi  multipliées.  On  forme  une  seconde  équation  finale, 
en  employant  de  même  les  coefficients  du  second  élément,  et  ainsi 
de  suite.  De  cette  manière,  les  éléments  et  les  lois  des  phénomènes, 
renfermés  dans  le  recueil  d'un  grand  nombre  d'observations,  se 
développent  avec  le  plus  d'évidence.  J'ai  donné  dans  le  n""  21  du 
second  livre  de  ma  Théorie  analytique  des  probabilités,  l'expres- 
sion de  l'erreur  moyenne  à  craindre  sur  chaque  élément.  Cette 
expression  donne  la  probabilité  des  erreurs  dont  l'élément  est 
encore  susceptible,  et  qui  est  proportionnelle  au  nombre  dont  le 
logarithme  hyperbolique  est  l'unité ,  élevé  à  une  puissance  égale 
au  carré  de  l'erreur  pris  en  moins,  et  divisé  par  le  carré  du  double 
de  cette  expression,  et  par  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre. Le  coefficient  du  carré  négatif  de  l'erreur  dans  cet  exposant 
peut  donc  être  considéré  comme  le  module  de  la  probabilité  des 
erreurs,  puisque  l'erreur  restant  la  même,  la  probabilité  décroît 
avec  rapidité  quand  il  augmente;  en  sorte  que  le  résultat  obtenu 
pèse,  si  je  puis  ainsi  dire,  vers  la  vérité,  d'autant  plus  que  ce 
module  est  plus  grand.  Je  nommerai  par  cette  raison  ce  module, 
poids  du  résultat.  Par  une  analogie  remarquable  de  ces  poids  avec 
ceux  des  corps  comparés  à  leur  centre  commun  de  gravité,  il 
arrive  que  si  un  même  élément  est  donné  par  divers  systèmes 
composés  chacun  d'un  grand  nombre  d'observations,  le  résultat 
moyen  le  plus  avantageux  de  leur  ensemble  est  la  somme  des 
produits  de  chaque  résultat  partiel  par  son  poids,  cette  somme 
étant  divisée  par  la  somme  de  tous  les  poids.  De  plus,  le  poids 
total  des  divers  systèmes  est  la  somme  de  leurs  poids  partiels; 
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en  sorte  que  la  probabilité  du  résultat  moyen  de  leur  ensemble 
est  proportionnelle  au  nombre  qui  a  l'unité  pour  logarithme  hy- 
perbolique, élevé  à  une  puissance  égale  au  carré  de  Terreur,  pris 
en  moins  et  multiplié  par  la  somme  de  tous  les  poids.  Chaque 
poids  dépend,  à  la  vérité,  de  la  loi  de  probabilité  des  erreurs  dans 
chaque  système,  et  presque  toujours  cette  loi  est  inconnue;  mais 
je  suis  heureusement  parvenu  à  éliminer  le  facteur  qui  la  ren- 
ferme, au  moyen  de  la  somme  des  carrés  des  écarts  des  observa- 
tions du  système  de  leur  résultat  moyen.  Il  serait  donc  à  désirer, 
pour  compléter  nos  connaissances  sur  les  résultats  obtenus  par 
l'ensemble  d'un  grand  nombre  d'observations,  qu'on  écrivît  à  côté 
de  chaque  résultat  le  poids  qui  lui  correspond.  Pour  faciliter  le 
calcul  de  ce  poids,  je  développe  son  expression  analytique  lorsque 
Ton  n'a  pas  plus  de  trois  éléments  à  déterminer.  Mais  cette  ex- 
pression devenant  de  plus  en  plus  compliquée,  à  mesure  que  le 
nombre  des  éléments  augmente,  je  donne  un  moyen  fort  simple 
pour  déterminer  le  poids  d'un  résultat,  quel  que  soit  le  nombre 
des  éléments.  Quand  on  a  ainsi  obtenu  l'exponentielle  qui  repré- 
sente la  loi  de  probabilité  des  erreurs,  on  aura  la  probabilité  que 
l'erreur  du  résultat  est  comprise  dans  des  limites  données,  en 
prenant  dans  ces  limites  l'intégrale  du  produit  de  cette  exponen- 
tielle par  la  différentielle  de  l'erreur,  et  en  la  multipliant  par  la 
racine  carrée  du  poids  du  résultat,  divisé  par  la  circonférence 
dont  le  diamètre  est  l'unité.  De  là  il  suit  que  pour  une  même 
probabilité,  les  erreurs  des  résultats  sont  réciproques  aux  racines 
carrées  de  leurs  poids  ;  ce  qui  peut  servir  à  comparer  leur  pré- 
cision respective. 

Pour  appliquer  cette  méthode  avec  succès,  il  faut  varier  les 
circonstances  des  observations  ou  des  expériences,  de  manière  à 
éviter  les  causes  constantes  d'erreur.  Il  faut  que  les  observations 
soient  nombreuses,  et  qu'elles  le  soient  d'autant  plus  qu'il  n'y  a 
plus  d'éléments  à  déterminer;  car  le  poids  du  résultat  moyen 
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croît  comme  le  nombre  des  observations,  divisé  par  le  nombre 
des  éléments-  Il  est  encore  nécessaire  que  les  éléments  suivent 
dans  ces  observations  une  marche  différente;  car  si  la  marche  de 
deux  éléments  était  rigoureusement  la  même,  ce  qui  rendrait 
leurs  coefficients  proportionnels  dans  les  équations  de  condition , 
ces  éléments  ne  formeraient  qu  une  seule  inconnue,  et  il  serait 
impossible  de  les  distinguer  par  ces  observations.  Enfin,  il  faut 
que  les  observations  soient  précises.  Cette  condition,  la  première 
de  toutes,  augmente  beaucoup  le  poids  du  résultat  dont  l'expres- 
sion a  pour  diviseur  la  somme  des  carrés  de  leurs  écarts  de  ce 
résultat.  Avec  ces  précautions,  on  pourra  faire  usage  de  la  mé- 
thode précédente,  et  mesurer  le  degré  de  confiance  que  méritent 
les  résultats  déduits  d'un  grand  nombre  d'observations. 

1.  Un  grand  avantage  de  cette  méthode,  qui  permet  d'en  éva- 
luer numériquement  les  expressions,  est,  comme  nous  l'avons  dit, 
d'être  indépendante  de  la  loi  de  probabilité  des  erreurs  des  ob- 

ik"  . 

servations.  Le  facteur -7-.  a*^  qui  dépend  de  cette  loi  a  été  éli- 
miné des  formules  des  n"**  19  et  21  du  second  livre,  en  observant 
que  ce  facteur,  qui  est  la  somme  des  carrés  de  toutes  les  erreurs 
possibles  des  observations,  multipliées  par  leurs  probabilités  res- 
pectives, et  qui  exprime  ainsi  la  vraie  moyenne  de  ces  carrés,  est 
très-probablement  égal  à  la  somme  des  carrés  des  restes  des  équa- 
tions de  condition,  lorsqu'on  y  a  subtitués  les  éléments  déterminés 
par  la  méthode  la  plus  avantageuse.  L'importance  de  cette  mé- 
thode dans  la  philosophie  naturelle  exige  que  l'incertitude  qu'elle 
peut  laisser  soit  dissipée;  et  la  seule  qui  reste  encore  est  relative 
à  Tégalité  dont  je  viens  de  parier.  Je  vais  d'abord  éclaircir  ce  point 
délicat  de  la  théorie  des  probabilités,  et  faire  voir  que  l'égalité 
précédente  peut  être  employée  sans  erreur  sensible. 

La  somme  des  carrés  des  erreurs  des  observations  dont  le 

nombre  est  s,  étant  supposée  égale  à  -j-.a*5-f-aV.y5;  la  proba- 

TOME   TH.    .  OS 
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biiité  que  la  valeur  de  r  est  comprise  dans  les  limites  données 
est,  par  le  n**  19  cité, 


.  f%'  dr.  c 


4 


Tintégrale  étant  prise  dans  ces  limites.  Représentons  Téquation 
générale  de  condition,  des  éléments  z,  z',  etc.  par  celle-ci 

e^)  =  p^^K  z  H-  (j^«.  z'  -4-  etc.  —  a^^  ; 

fî^'^  étant  Terreur  de  Tobservation.  Les  éléments  z,  z^  etc.  étant 
déterminés  par  la  méthode  la  plus  avantageuse,  désignons  par 
u,  u,  etc.  leurs  erreurs;  nous  aurons,  en  nommant  e^^  le  reste 
de  la  fonction, 

p^\z^q^\  z-h  etc..  —  (x/'\ 

lorsqu'on  y  a  substitué  pour  z,  z,  etc.  leurs  valeurs  ainsi  déter- 
minées , 

g(0  _  ^'(.)  -f-p(')  n  -|_  ^«  n'  ^  etc. 

ce  qui  donne 

5e«'=:5e  î'>+25£'<'\(/)^')tt+9«a'+  etc.)  +5(/?^'^tt+ 9%'+ etc.)*, 

le  signe  intégral  S  s  étendant  à  toutes  les  valeurs  de  i,  depuis  î=o 
jusquà  1=^ — 1.  Mais  par  les  conditions  de  la  méthode  la  plus 
avantageuse,  on  a 

5^(ijg'(0  ^  o ,        Sq^^e^^^  =  o ,        etc. 
on  a  donc 

5£^'>  =  5e't'>  -+-  S{p^^^u  -4-  fu  -f-  etc.)*  ; 
en    comparant   cette   valeur  de   5e^'^*  à   sa   valeur  précédente 
--r~a*5-4-aV.  Y5,  on  aura 

aV.  v/7=5.e  «^—  ^.  a's-i-S{p^^u-hfa-h  etc.)". 
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Faisons 


5e'">       ""^".a^s—t.s/s; 

V 

,         v'             „        v" 

etc 

nous  aurons 

• 

a'r= 

ff'r' 

L'exponentielle  c      * 

s. y  s 
devient  ainsi 

ainsi  la  probabilité  de  t  est  proportionnelle  à  cette  exponentielle. 
L'analyse  du  n"*  21  du  second  livre  conduit  à  ce  théorème  gé- 
néral, savoir  que  la  probabilité   de  l'existence  simultanée  des 
quantités  u,  u,  u\  etc.  est  proportionnelle  à  l'exponentielle 


àk  a*s 
C 


t: 5(pWi>-|-9Wr'-+.etc.)* 


la  probabilité  de  l'existence  simultanée  de  t,  v,  v,  v  y  etc.  est  donc 
proportionnelle  à 

En  substituant  pour  — -^ — ,  sa  valeur  2  5e'^'^' — af.ys,  cette  expo- 
nentielle se  réduit ,  en  négligeant  les  termes  de  Tordre  -^ ,  à  la 
fonction  suivante  : 


s   • 


!, ^-V^     <:/«(«),»  _i_ ^(0./ _L_  ^f^  \t 


—  ^?%-5(p<''v+9"V-+-etc.)* 

__£^    (        5(/)C0i;-f-9t0y Vetc.)«ji      5(p<0p^-yWt^-H  etc.)' 

68. 
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Maintenant,  pour  avoir  la  probabilité  que  la  valeur  v  est  com- 
prise dans  les  limites  données,  il  faut  i""  multiplier  cette  fonction 
par  dt,  dv,  dv,  etc.  2**  prendre  l'intégrale  du  produit,  pour  toutes 
les  valeurs  possibles  de  t,  v,  v",  etc.  et  par  rapport  à  v,  intégrer 
seulement  dans  les  limites  données;  3**  diviser  le  tout  par  cette 
même  intégrale  prise  par  rapport  à  toutes  les  valeurs  possibles 
de  t,  V,  V,  etc.  En  regardant  Se^'^*  comme  une  donnée  de  l'ob- 
serva tion,  t  ne  varie  qu'à  raison  de  la  valeur  inconnue  — t — ,  et 
cette  valeur  peut  varier  depuis  zéro  jusqu'à  l'infini;  t  peut  donc 
varier  depuis jusqu'à  l'infini  négatif;  et  comme  5e'^*^*  est  de 

l'ordre  s,  t  peut  varier  depuis  l'infini  négatif  jusqu'à  une  valeur 
positive  de  l'ordre  yV.  L'exponentielle  précédente  devient  à  cette 
limite  de  l'intégrale  prise  par  rapport  à  t,  de  la  forme  cr^'',  et 
pourra  être  supposée  nulle,  à  cause  de  la  grandeur  des.  Ainsi 
l'on  peut  prendre  l'intégrale  relative  à  t,  depuis  t==  —  c»  jusqu'à 
t=ioo.  Pareillement  les  intégrales  relatives  à  v,  v",  etc.  peuvent 
être  prises  dans  les  mêmes  limites.  Si  l'on  fait 


S[p^^vA-q^^v'+  etc.)' 


=  t\ 


l'intégrale  relative  à  {  pourra  être  prise  par  rapport  à  {,  depuis 
t'=  — oo  jusqu'à  {=  oo. 

De  là  il  est  facile  de  conclure  que  la  probabilité  que  v  est  com- 
pris dans  les  limites  données  est  proportionnelle  à  l'intégrale 


2.(Se'W«)«.5 


5(/)t'îp4-9tOt,'4-etc.)' 
.  C 


les  intégrales  étant  prises  depuis  v,  v\  etc.  égaux  à  — oo  jusqu'à 
leurs  valeurs  infinies  positives,  et  par  rapport  à  v,  dans  les  limites 
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données;  et  étant  divisées  par  la  même  intégrale  étendue  aux  va- 
in^ leurs  infinies  positives  et  négatives  de  v,  v\  v\  etc. 

2  A" 
^*^      La  considération  de  la  différence  qui  peut  exister  entre  -r-.  cCs 

et  5e'^'^*  n'introduit  donc  dans  l'expression  de  la  probabilité  dont 

il  s'agit,  qu'un  terme  de  l'ordre  -,  ordre  que  je  me  suis  permis 

-      de  négliger  dans  mon  ouvrage.  Par  là  l'intégrale  précédente  de- 
vient 


Si  l'on  fait 


-'^  exponentielle 


,S(pt')r-i-yCOp^H-etc.)« 

fdv.  dv.  etc.  c  * 


etc. 


S[p<.Ot^qWv-+r<')v"+  etc.)' 
C 


rra  être  mise  sous  cette  forme 

^(p/''»+r,W»"4-etc.)*      SyW    /  ,    /i<..S/>'V'  +  ti'..Sf Wy('>+ (;tc.\\i 
S^tôï  Î&^'-V"*"V  SJwî  )) 

multipliant  cette  quantité  par  dv,  et  en  l'intégrant  depuis 
—  OD,  jusqu*à  v=c»,  on  aura  une  quantité  proportionnelle  à 


C 


a  variable  v  a  disparu.  En  suivant  le  même  pro- 
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cédé,  on  fera  disparaître  les  variables  v\  v",  etc.  On  arrivera  ainsi 

v*,Sp 

à  une  exponentielle  de  la  forme  c  '•^'^^'  ,  n  étant  le  nombre  des 
éléments.  Si  l'on  restitue  au  lieu  de  r,  sa  valeur  h  y/5,  cette  expo- 
nentielle devient 

en  faisant 

'■Spt, . 


p= 


2  5e^')* 


u  étant  Terreur  de  la  valeur  de  z,  jP  est  ce  que  je  nomme  poids 
de  cette  valeur.  La  probabilité  que  cette  erreur  est  comprise  dans 
des  limites  données  est  donc 

V/w 

l'intégrale  étant  prise  dans  ces  limites,  et  w  étant  la  circonférence 
dont  le  diamètre  est  l'unité.  Mais  il  est  plus  simple  d'appliquer  le 
procédé  dont  nous  venons  de  faire  usage,  aux  équations  finales 
qui  déterminent  les  éléments ,  pour  les  réduire  à  une  seule  ;  ce 
qui  donne  une  méthode  facile  de  résoudre  ces  équations. 

2.  Reprenons  l'équation  générale  de  condition,  et  pour  plus 
de  simplicité,  bornons-la  aux  six  éléments,  z,  z,  z",  z",  z\  z;  elle 
devient  alors. 

En  la  multipliant  par  X^'\  et  réunissant  tous  les  produits  sem- 
blables, on  aura 

5X^'^e^'^  =  z .  SX^^p^^^  -h  z.  SVY  -+-  ^t^-  —  ^^^''^^^'^' 

le  signe  intégral  S  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  i,  depuis 
i=o  jusqu'à  i=s —  1,  s  étant  le  nombre  des  observations  em- 


PREMIER  SUPPLEMENT.  543 

ployées.  Par  les  conditions  de  la  méthode  la  plus  avantageuse, 
on  a  5X'''e''*  =  o;  l'équation  précédente  donnera  donc 

*•  Sx"""  "'""Sx^' 
Si  l'on  substitue  cette  valeur,  dans  l'équation  (i),  et  si  l'on  fait 

r(') rf'l  —  X''")    ^ 

o(0  =  o(.-)._x('')  £UL 
^'        ?  Sx'O'  ' 

-„•,_«(.•, _x(.-)  ^2^ 

on  aura 

e"i =/*.«.  2  -h  9,"''.  2'-+-r,"\  z'  -h  «.«.  2"  -f-  y^'K  z"—  a.'''  ;     (a) 

par  ce  moyen,  l'élément  z'  a  disparu  des  équations  de  condition 
que  représente  l'équation  (a).  En  multipliant  cette  équation  par 
y,'"'  et  réunissant  tous  les  produits  semblables;  en  observant  en- 
suite que  l'on  a  .Sy,''^e'''  =  o ,  en  vertu  des  équations 

o  =  5X'''>ef',       o  =  5y""'2<'', 
que  donnent  les  conditions  de  la  méthode  la  plus  avantageuse  ;  on 


aura 


o  =  z .  57/^ /).('•'  H-  z'.  Sy,^^  9,<''  -f-  z" .  57,"'  r,"')  -+-  z".  Sy,^'^  (,« 
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d'où  l'on  tire 

^  --^  ■     5y,(0.        ^-     iy.W.        ^-     5y/'>        ^'     Sy.f"»*    "^     5y.»» 

Si  l'on  substitue  cette  valeur  dans  l'équation  (a),  et  si  Ton  fait 


r."''  —  r,"'  —7/''^ 


9;''=  9/"— 7.' 


p,"' =/>."■' 


«,('■' =a,('') — 7,''i 


5y." 
5y.<'V,"^ 

5y,"^y.c'' 
5y.">    ' 

5y.t'V."-> 
5y.(0a,"') 

5y. 


(■■)« 


on  aura 


©('■) =p.(').  z  H-  <y.«''.  2'  H-  r.»'"».  /  -H  f."\  2"  —  a,<''.  (3) 

En  continuant  ainsi,  on  parviendra  à  une  équation  de  la  forme 

e« =/).('■).  2— <x.«.  (4) 

Il  résulte  du  n"  20  du  second  livre,  que  si  la  valeur  de  2  est 
déterminée  par  cette  équation,  et  que  a  soit  l'erreur  de  cette  va- 
leur, la  probabilité  de  cette  erreur  est 


/ 


S  .5p, 


(0« 


S' S  Pi 


.(0« 


i5«'W« 


5e'^''*  étant  la  somme  des  carrés  des  restes  des  équations  de  condi- 
tion, lorsqu'on  y  a  substitué  les  éléments  déterminés  par  la  mé- 
thode la  plus  avantageuse.  Le  poids  P  de  cette  erreur  est  donc 

égal  a       ''    . 

il  S  agit  maintenant  de  déterminer  5/?,^*^*.  Pour  cela,  on  multi- 
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pliera  respectivement  chacune  des  équations  de  condition,  repré- 
sentées par  Téquation  (i),  d'abord  par  le  coefficient  du  premier 
élément,  et  Ton  prendra  la  somme  de  ces  produits;  ensuite  par 
le  coefficient  du  second  élément,  et  l'on  prendra  la  somme  de  ces 
produits;  et  ainsi  du  reste.  On  aura,  en  observant  que  par  les 
conditions  de  la  méthode  la  plus  avantageuse,  Sp^'e^^  =  o , 
5^(i)g(0_.  Q^  gjç  jgg  gjj^  équations  suivantes  : 


pa      p^*Kz-\-pq 

.z'-\-pr 

.z'-hpt 

.z-hpy. 

,  2"-f-/>X, 

r 

.2  , 

(ja — pq.z-hq^'K 

.z'-hqr 

.z''-hqt 

.z''-+-(iy. 

z'^H-^X. 

■  Z  . 

ra      rp  .z-^rq  . 

.2'^r'". 

.z'-\-rl  . 

.z"-^ij  . 

2"-hrX. 

1 

ta,       tp.z-hlq 

.z'-{-tr 

.2"H-f<" 

.  z'"-{-  ty . 

.2"+7x. 

,/. 

ya — yp.z-hyq 

.  z'-h  yr 

.z-\-yt 

.2"-+- y, 

,z"-f-yX, 

r 

Xa      X/j.zH-X^ 

.z'+XT 

.z'-^-kt 

.z"-hXy, 

.2"-t-XW. 

r 

2; 

(^) 


où  Ton  doit  observer  que  nous  supposons 

pw  =  5/)t'> ,    j^=  Sp^Y  '     7^*^ = •^ç^'^ ,     ^=  59t.V(0  ^     etc. 

Si  Ton  multiplie  pareillement  les  équations  de  condition  re- 
présentées par  l'équation  (2),  respectivement  par  les  coefficients 
de  z,  et  que  l'on  ajoute  ces  produits;  ensuite  par  les  coefficients 
de  z,  en  ajoutant  encore  ces  produits,  et  ainsi  de  suite;  on  aura 
le  système  suivant  d'équations  en  observant  que  5/?/'^e^'^  =  o, 
5^  (i)g{i)__  Q^  e^ç  pg^j.  les  conditions  de  la  méthode  la  plus  avan- 
tageuse, 

qAi  =/>i7i  •  ^  -+-  7/*^  •  ^'-+-  7i  ^i  •  2"-+-  7i  '1  •  ^''-+-  7i7i  •  ^''> 
r^a,=p^r,  .z-h  (fA  .  z  H-  r/*^  .  /-h  r»  f^  .  z'^-h  /\y , .  2",         (B) 

7«ai=/>,r, .  z  -+-  7,y> .  z'-h  r,y, .  z'-i-  f,y,  .  z'^-l-y/^J .  z '; 

TOMr  VII.  69 


OU 


on  a  pareillement 


V  ^'^=:n^*^ .—  ^        a  w  =  (ït*)  _  ^         Dr  =Dr—  ^^'^^    etc 


pA.  =  pcL ^,  etc 


Ainsi  les  coefficients  du  système  des  équations  (B)  se  déduisent 
facilement  des  coefficients  du  système  des  équations  (-4). 

Les  équations  de  condition  représentées  par  Téquation  (3)  don- 
neront semblablement  le  système  suivant  d*équations 


{C) 


/).«. 

P."^  • 

■  2  H-  p.7. 

.2  -f-p.''..^    -hpJ,.Z  , 

^.a. 

—  M» 

.z-h^w 

.z'-^q,r,.z'-^qj,.z'". 

r.a. 

_/),r.. 

.2-l-9.r. 

.z'-h  r.w.2'-4-  ^^.2", 

r.a. 

-p»U. 

z-f-7.f., 

.z'-h  r.f..z''-f-   /,'*'. z"; 

et  l'on  a 


n(«)  —  nW M»        ï)a=:va y^^'*^'^'     etc 

7i  /i 
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On  aura  pareillement  le  système  d'équations 

/),«,  =  p/*' .  z  -H-  /),  9 , .  z'  -h  /),  r, .  /, 
<y,a,  r=  p,^, .  «  -H  <y,w  .  2  H-  9,  r, .  /,  (  D) 

r,a,  =  p,  r, .  z  -f-  9,  r, .  z'  H-  r,'" .  z; 
en  faisant 


o  (.)  —  D  (.) M»        _  o  —  -  o  p*U'g,t, 

P,      Pt  ,  (,)     »       PjV»  P»^t  ,  (,)        .    *Ji^- 

jB,a,  =  pA ^^(î) — ,    etc. 

on  aura  encore 


p«a.  =  /)«.z-i-p.9..z', 

en  faisant 

p(.)  _  pw  _f!i!î'        rr  =  ;^  _  Ei^ilM? 

»  3  »  s 

pA  =  p.«.-^      „     ,    etc. 

Enfin  on  aura 

pÂ.  =  p.^'^.z,  [F) 

en  faisant 

.(«)  — D^^J  — M*'        ^  —  7^       M4'y4«> 
/?,^*  est  la  valeur  de  5/?/'^%  et  le  poids  P  sera 

On  voit  par  la  suite  des  valeurs  de  p^'^  p/*\  p,^'^  etc.  qu  elles  vont 

69. 
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en  diminuant  sans  cesse,  et  qu  ainsi  pour  le  même  nombre  (inob- 
servations, le  poids  P  diminue  quand  le  nombre  des  éléments 
augmente. 

Si  Ton  considère  la  suite  des  équations  qui  déterminent  />,a, , 
on  voit  que  cette  fonction  développée  suivant  les  coefficients  du 
système  des  équations  (il  )  est  de  la  forme 

pa  -i-M.cja  -+-N.r(t  -h  etc. 

le  coefficient  pa  étant  l'unité  :  il  suit  de  là  que,  si  Ton  résout  les 
équations  (A),  en  y  laissant  pa,  qa,  ra,  etc.  comme  indétermi- 
nées, — j^  sera,  en  vertu  de  Téquation  (F),  le  coefficient  àe pa 

dans  l'expression  de  z.  Pareillement  — j^  sera  le  coefficient  de  ^a 

dans  l'expression  de  z  ;  —^  sera  le  coefficient  de  ra  dans  l'expres- 
sion de  z,  et  ainsi  du  reste;  ce  qui  donne  un  moyen  simple  d'ob- 
tenir p,^*\  (f,^*\  etc.  mais  il  est  plus  simple  encore  de  les  déterminer 
ainsi. 

D'abord  l'équation  (F)  donne  la  valeur  de  p,^*^  et  de  z.  Si  dans 
le  système  des  équations  (F)  on  élimine  z  au  lieu  de  z,  on  aura 
une  seule  équation  en  z,  de  la  forme 

7»a.  =  q.^'K  z; 
en  faisant 

Si  dans  le  système  des  équations  (D),  on  élimine  z  au  lieu 
de  z,  pour  ne  conserver  à  la  fin  du  calcul  que  /;  on  aura  rj*^ 
en  changeant  dans  la  suite  des  équations  qui,  à  partir  de  ce 
système,  déterminent  p,^*^,  la  lettre  p  dans  la  lettre  r,  et  récipro- 


PREMIER  SUPPLEMENT. 

5/ 

quement.  On  aura  ainsi 

Pour  avoir  fs^*^  on  partira  du  système  des  équations  (C),  en  chan- 
geant dans  la  suite  des  valeurs  de  p,^^\  p,^,,  etc.  r,^*\  (j^r,,  etc. 
la  lettre  p  dans  la  lettre  t,  et  réciproquement. 

On  aura  pareillement  la  valeur  de  y/*^  en  partant  du  système 
des  équations  (B),  et  en  changeant  dans  la  suite  des  valeurs  dep^^^\ 
p,^*\  etc.  la  lettre  p  dans  la  lettre  y,  et  réciproquement. 

Enfin,  on  aura  la  valeur  de  \^*\  en  changeant  dans  la  suite 
des  valeurs  de  /)/*\  p,^*\  etc.  la  lettre  p  dans  la  lettre  X,  et  récipro- 
quement. 

3.  L'erreur  dont  la  valeur  de  z  est  susceptible  étant  a,  sa  pro- 
babilité est,  comme  nous  l'avons  vu, 

En  la  multipliant  par  udu,  et  prenant  l'intégrale  depuis  u  nul 
jusqu'à  u  infini,  on  aura 


2\j7r.\/P 

pour  l'erreur  moyenne  à  craindre  en  plus  dans  la  valeur  de  2. 
Cette  expression  aflPectée  du  signe  —  sera  l'erreur  moyenne  à 
craindre  en  moins  sur  cette  valeur.  J'ai  donné  dans  le  n*'  21  du 
second  livre,  l'expression  analytique  de  ces  erreurs  moyennes, 
quel  que  soit  le  nombre  des  éléments.  On  aura  donc,  en  la  com- 
parant à  la  précédente,  la  valeur  de  P;  et  il  est  facile  de  recon- 
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naître  l'identité  de  ces  expressions.  On  trouve  ainsi  dans  le  cas 
d*un  seul  élément 

Si  Ton  fait  généralement  pour  un  nombre  quelconque  d'éléments 

p  — _J_  A. 

on  trouve  pour  deux  éléments 

A=zp^*K(f^*'  —  pq\ 

En  appliquant  ces  résultats  aux  équations  (E),  on  am^a  la  valeur 
de  P  relative  à  l'élément  z. 

On  trouve  pour  trois  éléments 

A=p^' .  q^'  .r^'  — p^^Kqr  — (]^*Kpr'  —  r^'Kpq' -h2.p(j.pr.(fr. 

Ces  résultats  appliqués  aux  équations  (D)  donneront  la  valeur 
de  P  relative  à  l'élément  z. 

En  continuant  ainsi,  on  aura,  quel  que  soit  le  nombre  des 
éléments,  le  poids  relatif  au  premier  élément  z.  En  changeant 
dans  son  expression  p  en  qf  et  ^  en  /),  on  aura  le  poids  relatif  au 
second  élément  z\  En  changeant  dans  l'expression  du  poids  du 
premier  élément  p  en  r  et  r  en  p,  on  aura  le  poids  relatif  au  troi- 
sième élément  z,  et  ainsi  de  suite.  Mais,  lorsque  le  nombre  des 
éléments  surpasse  trois,  il  est  beaucoup  plus  simple  de  faire 
usage  de  la  méthode  du  numéro  précédent. 

Nous  observerons  ici  que  l'erreur  moyenne  à  craindre  sur 
chaque  élément  étant,  par  les  n""  20  et  21  du  second  livre,  pins 
petite  dans  le  système  de  facteurs  qui  constitue  la  méthode  la 
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plus  avantageuse,  que  dans  tout  autre  système,  la  valeur  de  P  y 
est  la  plus  grande  possible.  Ainsi,  pour  une  même  erreur  d!un 
élément  dans  cette  méthode,  la  probabilité  est  plus  petite  que 
dans  toute  autre  méthode,  ce  qui  assure  sa  supériorité. 

4.  Toute  mon  analyse  repose  sur  l'hypothèse  que  la  facilité 
des  erreurs  est  la  même  pour  les  erreurs  positives  et  pour  les  er- 
reurs négatives ,  ce  qui  rend  nulle  l'intégrale  du  produit  de  Ter- 
reur par  sa  probabilité  et  par  sa  dififérentielle,  l'intégrale  étant 
prise  dans  toute  l'étendue  des  limites  des  erreurs,  et  l'origine  des 
erreurs  étant  au  milieu  de  l'intervalle  qui  sépare  ces  limites. 
Mais  si  la  loi  de  facilité  est  différente  pour  les  erreurs  positives  et 
pour  les  erreurs  négatives ,  alors  l'intégrale  précédente  ne  devient 
nulle  que  dans  le  cas  où  cette  origine  est  au  point  de  l'abscisse 
par  où  passe  l'ordonnée  du  centre  de  gravité  de  la  courbe  dont 
les  ordonnées  représentent  la  loi  de  facilité  des  erreurs  représen- 
tées elles-mêmes  par  les  abscisses.  Pour  tout  autre  point,  l'erreur 
moyenne  de  l'observation  est  cette  intégrale  divisée  par  l'inter- 
valle des  limites;  et  si  l'on  a  un  grand  nombre  d'observations,  la 
moyenne  des  erreurs  de  ces  observations  sera,  par  ce  que  l'on  a  vu 
dans  le  second  livre,  égale  à  très-peu  près  à  ce  quotient.  En  fai- 
sant donc  en  sorte  que  la  somme  des  erreurs  soit  nulle,  on  pourra 
supposer  nulle  l'intégrale  dont  nous  venons  de  parler,  et  alors 
toute  mon  analyse  subsiste  et  devient  indépendante  de  l'hypothèse 
d'une  égale  facilité  des  erreurs  positives  et  des  erreurs  négatives. 
On  peut  toujours  obtenir  cet  avantage  en  ajoutant  aux  équations 
de  condition  un  élément  indéterminé  dont  le  coefficient  soit  l'u- 
nité. C'est  ce  qui  a  lieu  de  soi-même,  dans  les  équations  de  con- 
dition relatives  au  mouvement  des  planètes  en  longitude,  car  la 
correction  de  l'époque  y  a  pour  coefficient  l'unité.  Mais  l'addition 
d'un  élément,  affaiblissant,  comme  nous  l'avons  dit,  la  probabilité 
des  erreurs  des  autres  éléments,  probabilité  qui,  pour  le  même 
nombre  d'observations,  diminue  quand  le  nombre  des  éléments 
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qui  s*appuient  sur  elles  est  plus  grand,  il  ne  faut  recourir  à  cette 
addition  que  lorsque  Ton  peut  craindre  qu'une  cause  constante 
favorise  plutôt  les  erreurs  d'un  signe  que  celles  du  signe  con- 
traire. Au  reste,  on  s  en  assurera  facilement  en  faisant  la  somme 
des  restes  positifs  et  celle  des  restes  négatifs  des  équations  de 
condition,  lorsqu'on  y  aura  substitué  les  valeurs  des  éléments  dé- 
terminés par  la  méthode  la  plus  avantageuse,  sans  l'addition  dont 
on  vient  de  paiier;  et  en  voyant  si  l'excès,  da  l'une  de  ces  sommes 
sur  l'autre  indique  une  cause  constante. 

Pour  ne  laisser  aucun  doute  sux  cet  objet,  j6  vais  y  appliquer 
le  calcul.  Il  résulte  du  n""  22  du  second  livre,  que  la  probabilité 
que  la  somme  des  erreurs  des  observations  égale 

est  proportionnelle  à  l'exponentielle 


^       2ikk"-k'') 


Cette  somme  est  Se^'\  et  par  le  n*'  1  oh  a 

5e«  =  Se'^^  -h5  (/)«u  +  (y(Ott'_^etc.) 
Par  la  nature  des  équations  finales,  on  a  5e'^'^=o;  on  a  donc 

-T- .  5  H-  ar.  \/5  =  5.  {p^'^a  -+-  q^^a  -f-  etc.  ) . 

Si  l'on  fait,  comme  dans  ce  numéro,  u=  — ,  u  =  — zn  6tc.  on 
aura  ainsi 

r=  —  I' .  v/7-t-  ^ .  S  {p%  -+-  fv  -f-  etc.  ) 
Ainsi  r  est  de  l'ordre  — = ,  et  son  carré  est  de  l'ordre  -  ;  on  peut 
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donc  le  négliger,  eu  égard  à  y.  La  probabilité  de  lexistence  si- 
multanée de  r,  r,  v\  etc.  est  ainsi  proportionnelle  à  l'exponentielle 

c 

En  la  multipliant  par  dr,  dv\  etc.  en  l'intégrant  par  rapport  à 
r,  v\  v\  etc.  depuis  l'infini  négatif  jusqu'à  l'infini  positif,  on  aura 
une  quantité  proportionnelle  à  la  probabilité  de  v.  En  multipliant 
donô  cette  quantité  par  dv,  et  en  prenant  l'intégrale  dans  les  limites 
données;  en  la  divisant  ensuite  par  cette  même  intégrale,  prise 
depuis  v=  —  oo,  jusqu'à  i>  =  -f-oo,  on  aura  la  probabilité  que 
la  valeur  de  v  est  contenue  dans  ces  limites.  On  voit  ainsi  que  la 
considération  des  valeurs  que  A:'  peut  avoir,  et  dont  dépend  la 
différence  de  probabilité  des  erreurs  positives  et  négatives,  n'a 
aucune  influence  sensible  sur  les  résultats  de  la  méthode  générale 
exposée  ci-dessus. 

5.  Appliquons  maintenant  cette  méthode  à  un  exemple.  Pour 
cela,  j'ai  profité  de  l'immense  travail  que  Bouvard  vient  de  ter- 
miner sur  les  mouvements  de  Jupiter  et  de  Saturne,  dont  il  a 
construit  des  Tables  très-précises.  Il  a  fait  usage  de  toutes  les 
oppositions  observées  par  Bradley  et  par  les  astronomes  qui  l'ont 
suivi  :  il  les  a  discutées  de  nouveau  et  avec  le  plus  grand  soin, 
ce  qui  lui  a  donné  1 2  6  équations  de  condition  pour  le  mouvement 
de  Jupiter  en  longitude,  et  1 29  équations  pour  le  mouvement  de 
Saturne.  Dans  ces  dernières  équations,  Bouvard  a  fait  entrer  la 
masse  d'Uranus,  comme  indéterminée.  Voici  les  équations  finales 
qu'il  a  conclues  par  la  méthode  la  plus  avantageuse. 

72  l2^6oo  =  795938.2—1 2729398.^+6788,2./ 
—  1959,0.2'^+     696,13.2"^+    2  602.Z^ 
—  738297  ,800  =  —  12729398. z-i-424865729. 2'— i53io6, 5./ 
—     397^9»  i.^;'^—  5459.2'*^+       5722,/, 

TOME    VII.  70 
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237,782=    6788,2,2;  —153106,5.^+71,8720.2" 

—  3,2  252.2;''+    1,2484.  ^"^+    1,337 1.Z^ 
—  4o,335=—  1959,0.2—39749,1.^2^'—  3,2252.2'' 

+57,191  1.2%     3,6213.2'''+     1,1  128. 2^ 

—  343,455=     696,13.2—       5459.2+  1,2484.2" 
+  3,6213.2'V   21,543.2'''+  46,3io.2^ 

— 1002,900=    2  602. 2+ 57  2  2. 2 +  1,337 1.2"+ 1,1 128.2'^ 
+  46,3io.2"+  129. 2^ 

Dans  ces  équations,  la  masse  d'Uranus  est  supposée  — r— r;  ia 
masse  de  Jupiter  est  supposée  — ^^ ;  z  est  le  produit  de  Té- 

quation  du  centre,  par  la  correction  du  périhélie  employé  d^abord 
par  Bouvard;  z  est  la  correction  de  Téquation  du  centre;  2'"  est 
la  correction  séculaire  du  moyen  mouvement;  z  est  la  correction 
de  Tépoque  de  la  longitude  au  commencement  de  1750.  La  se- 
conde du  degré  décimal  est  prise  pour  unité. 

Au  moyen  des  équations  précédentes  renfermées  dans  le  sys- 
tème (4),  j*ai  conclu  les  suivantes  renfermées  dans  le  système  (  JB)  : 

2744i\68=  743454.2-1 2844814. 2'+676i,23.2"' 
-1981,45.2"-   237,97.2", 

—  69381 2, 58  =  -1284481 4. 2  +  42461 1920.2-1 53 165,81.2' 
-39798,46.2"-   75i3,i5.2"   • 

248,1772  =   6761,23.2  —  1 53 165,81.2  +  71,8581.2" 

—  3,2367.2'"+   0,7684.2"^, 

-3i,6836  =  -  1981,45.2-  39798,46.2-3,2367.2' 
+  57,1815.2'"+   3,2218.2", 

16,5783  =  —   237,97.2  —   7513,15.2+0,7684.2' 
+  3,2218.2'+    4,9181.2'. 

De  ces  éijuations  j'ai  tiré  les  quatre  suivantes,  renfermées  dans 
le  système  (C)  : 
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28243^85=     73  i939,5.z-i32o835o.z'+ 6798,41-^'' 

—  1825,56. z^ 

—  668486,70  =  — i32o835o.  z4-4i3i34432.z  — 1519920.2' 

—  34876,7.  z"', 

245 ,5870=       6798,41.2  —  151992,0.2-1-71,7381./ 

—  3,7401./, 

—  42,5434  =  —     1825,56. z—  34876,7./-  3,7401./ 
+     55,0710./. 

Ces  dernières  équations  donnent  les  suivantes,  renfermées  dans  ie 
système  (D)  : 

26833\55=    671414,7.  z—    i436454i./+  6674,43.  /, 

-  695430,  00=— 14364541.2+391046861./—  i5436o,6./, 

242,6977=       6674,43.2—    i5436o,6./+  71,4841.2"'. 

Enfin,  j'ai  conclu  de  là  les  deux  équations  suivantes,  renfermées 
dans  le  système  [E): 

4172^,95  =  48442.2+       48020./, 
—  171455,02  =48020.2  +  57725227./. 

Je  m'arrête  à  ce  système,  parce  qu'il  est  facile  d'en  conclure 
les  valeurs  du  poids  P,  relatives  aux  deux  éléments  z  et  z,  que 
je  désirais  particulièrement  de  connaître.  Les  formules  du  n**  3 
donnent  pour  z 

2.Se  ^'f*  \  57720227/ 

et  pour  z 

Le  nombre  s  des  observations  est  ici  129,  et  Bouvard  a  trouvé 

5/î'>  =  3i096; 

70. 
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on  a  donc  pour  z, 

log.  P  =  2 ,00 1 3596, 
et  pour  z, 

log.  P=  5,0778624. 

Les  équations  précédentes  donnent 

z=  — o,oo3o5, 
z=     0,08916. 

La  masse  de  Jupiter  est  — ^ .(i-hz);  en  substituant  pour 

z  sa  valeur  précédente,  cette  masse  devient ^  :  la  masse 

du  soleil  est  prise  pour  unité.  La  probabilité  que  Terreur  de  z 
est  comprise  dans  les  limites  rfc  U,  est,  par  le  n"*  1, 


Vp 


.-Pu* 


— .fdtt.c 

rîntégrale  étant  prise  depuis  tt= — U  jusqu'à  u=:  U.  On  trouve 
ainsi  la  probabilité  que  la  masse  de  Jupiter  est  comprise  dans  les 
limites 


1070,55        100'  1067,09' 

égale ;  en  sorte  qu'il  y  a  un  million  à  très-peu  près  à  pa- 
rier contre  un  que  la  valeur ^-^  n'est  pas  en  erreur  d'un  cen- 

^  1070,35  ^ 

tième  de  sa  valeur,  ou,  ce  qui  revient  à  fort  peu  près  au  même, 
qu'après  un  siècle  de  nouvelles  observations  ajoutées  aux  précé- 
dentes, et  discutées  de  la  même  manière,  le  nouveau  résultat  ne 
différera  pas  du  précédent,  d'un  centième  de  sa  valeur. 

Newton  avait  trouvé,  par  les  observations  de  Pound  sur  les 
élongations  des  satellites  de  Jupiter,  la  masse  de  cette  planète, 
égale  à  la  1067*^  partie  de  celle  du  soleil;  ce  qui  diffère  très-peu 
du  résultat  de  Bouvard. 
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La  masse  d'Uranus  est  — ^-r;  en  substituant  pour  z  sa  valeur 

précédente,  cette  masse  devient .  La  probabilité  que  cette 

valeur  est  comprise  dans  les  limites 


1 7907       A ' 19604 

est  égale  à  — r —  ;  et  la  probabilité  que  cette  masse  est  comprise 
dans  les  limites 


±1, 


17907       5  * 19Ô04 

Les  perturbations  qu  Uranus  produit  dans  le  mouvement  de 
Saturne  étant  peu  considérables,  on  ne  doit  pas  encore  attendre 
des  observations  de  ce  mouvement  une  grande  précision  dans 
la  valeur  de  sa  masse.  Mais  après  un  siècle  de  nouvelles  observa- 
tions ajoutées  aux  précédentes  et  discutées  de  la  même  manière, 
la  valeur  de  P  augmentera  de  manière  à  donner  cette  masse,  avec 
une  grande  probabilité  que  sa  valeur  sera  contenue  dans  d'étroites 
limites;  ce  qui  sera  de  beaucoup  préférable  à  l'emploi  des  élon- 
gations  des  satellites  d'Uranus,  à  cause  de  la  difficulté  d'observer 
ces  élongations. 

Bouvard,  en  appliquant  la  méthode  précédente  aux  cent  vingt- 
six  équatioiis  de  condition  que  lui  ont  données  les  observations 

1  -l-  z 
de  Jupiter,  et  en  supposant  la  masse  de  Saturne  égale  à  ^^^ ,    ^  , 

a  trouvé 

z  =  0,00620, 
et 

log.P=  4,8856829. 

Ces  valeurs  donnent  la  masse  de  Saturne  éffale  à  -5^ — -0-;  et  la 

^  35i2,3 

probabilité  que  cette  masse  est  comprise  dans  les  limites 
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-4- 


65i2,'à        loo'  3534,08 
est  égale  à  ii|^. 

Newton  avait  trouvé,  parles  observations  de  Pound,  sur  la  plus 
grande  élongation  du  quatrième  satellite  de  Saturne,  la  masse  de 

celte  planète  égale  à  -^ ;  ce  qui  surpasse  d'un  sixième  le  ré- 
sultat précédent.  Il  y  a  des  millions  de  milliards  à  parier  contre 
un,  que  celui  de  Newton  est  en  erreur;  et  Ton  nen  sera  point 
surpris,  si  Ton  considère  la  difficulté  d'observer  les  plus  grandes 
élongations  des  satellites  de  Saturne.  La  facilité  d'observer  celles 
des  satellites  de  Jupiter  a  rendu,  comme  on  l'a  vu,  beaucoup 
plus  exacte  la  valeur  que  Newton  a  conclue  des  observations 
de  Pound. 

De  la  probabilité  des  jugements. 

J'ai  assimilé,  dans  le  n""  50  du  second  livre,  le  jugement  d'un 
tribunal  qui  prononce  entre  deux  opinions  contradictoires,  au 
résultat  des  témoignages  de  plusieurs  témoins  de  l'extraction  da 
numéro  d'une  urne  qui  ne  contient  que  deux  numéros.  Il  y  a 
cependant,  entre  ces  deux  cas,  cette  difierence,  savoir,  que  la 
probabilité  du  témoignage  est  indépendante  de  la  nature  de  la 
chose  attestée ,  parce  que  l'on  suppose  que  le  témoin  n'a  pu  se 
tromper  sur  cette  chose,  au  lieu  qu'un  objet  en  litige  peut  être 
environné  d'obscurités  telles  que  les  juges,  en  leur  supposant 
toute  la  bonne  foi  désirable,  peuvent  être  cependant  d'avis  con- 
traires. La  nature  de  l'aflFaire  qui  leur  est  soumise  doit  donc 
influer  sur  leur  jugement.  Je  vais  faire  entrer  cette  considération 
dans  les  recherches  suivantes,  en  l'appliquant  aux  jugements  en 
matière  criminelle. 

Il  faut  sans  doute  aux  juges,  pour  condamner  un  accusé,  les 
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plus  fortes  preuves  de  son  délit;  mais  une  preuve  morale  nest 
jamais  qu  une  probabilité,  et  l'expérience  n'a  que  trop  fait  con- 
naître les  erreurs  dont  les  jugements  criminels,  ceux  même  qui 
paraissent  être  les  plus  justes,  sont  encore  susceptibles.  La  pos- 
sibilité de  réparer  ces  erreurs  est  le  plus  solide  argument  des 
philosophes  qui  ont  voulu  proscrire  la  peine  de  mort.  Nous  de- 
vrions donc  nous  abstenir  de  juger,  s'il  nous  fallait  attendre  l'évi- 
dence mathématique.  Mais  lorsque  les  preuves  ont  une  force  telle 
que  le  produit  de  Terreur  à  craindre,  par  sa  faible  probabilité, 
soit  inférieure  au  danger  qui  résulterait  de  l'impunité  du  ci'ime, 
le  jugement  est  commandé  par  Tintérêt  de  la  société.  Ce  juge- 
ment se  réduit,  si  je  ne  me  trompe,  à  la  solution  de  la  question 
suivante  :  la  preuve  du  délit  de  l'accusé  a-t-elle  le  haut  degré  de 
probabilité  nécessaire  pour  que  les  citoyens  aient  moins  à  redou- 
ter les  erreurs  des  tribunaux,  s'il  est  innocent  et  condamné,  que 
ses  nouveaux  attentats,  et  ceux  des  malheureux  qu'enhardirait 
l'exemple  de  son  impunité,  s'il  était  coupable  et  absous?  La  solu- 
tion de  cette  question  dépend  de  plusieurs  éléments  très-difficiles 
à  connaître.  Tdie  est  l'imminence  du  danger  qui  menacerait  la 
société,  si  l'accusé  criminel  restait  impuni.  Quelquefois  ce  danger 
est  si  grand,  que  le  magistrat  se  voit  obligé  de  renoncer  aux  formes 
sagement  établies  pour  la  sûreté  de  l'innocence.  Mais  ce  qui  rend 
presque  toujours  la  question  dont  il  s'agit  insoluble  est  l'impos- 
sibilité d'apprécier  exactement  la  probabilité  du  délit,  et  de  fixer 
cdle  qui  est  nécessaire  pour  la  condamnation  de  l'accusé.  Chaque 
juge,  à  cet  égard,  est  forcé  de  s'en  rapporter  à  son  propre  tact. 
Il  forme  son  opinion,  en  comparant  les  divers  témoignages  et  les 
circonstances  dont  le  délit  est  accompagné ,  aux  résultats  de  ses 
réflexions  et  de  son  expérience;  et,  sous  ce  rapport,  une  longue 
habitude  d'interroger  et  de  juger  les  accusés  donne  beaucoup 
d'avantages  pour  saisir  la  vérité,  au  milieu  d'indices  souvent  con- 
tradictoires. 
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La  question  précédente  dépend  encore  de  la  grandeur  de  la 
peine  appliquée  au  ddit;  car  on  exige  naturellement,  pour  pro- 
noncer la  mort,  des  preuves  beaucoup  plus  fortes  que  pour  in^ 
fliger  une  détention  de  quelques  mois.  Cest  une  raison  de  pro- 
portionner la  peine  au  déHt,  une  peine  grave,  appliquée  à  un 
léger  délit,  devant  inévitablement  fiaire  absoudre  beaucoup  de 
cbupableSi'Le  produit; de  la  probabilité;>du  délit,  par  sa  gravité, 
étant  la  mesure  du  danger  quei'absoltitiqn  deT-accusé  peut  faire 
éprouver  à  la  société,  on  pourrait  :penser  que  la  peine  doit  dé- 
pendre de  cettB' probabilité.  G'iest  oe^queJfOn  fait  indirectement 
dans  les  tribunaux.,  où  Ton  retient:  pendant  quelque  lemps  Tacr 
cusé  contre  lequel  s  élèvent  des  preuves  très-fortes»  mais  insufiQ- 
santes  pour  le  condamner.  Dans  la  vue  d  acquérir  de  nouv^es 
lumières,  on  ne  le  remet  point  sur-le^aœp  au  milieu  de  ses 
concitoyens,  qui  ne  le  reverraient  pas  sans  de  vives,  alarmes. 
Mais  Farbitraire  de  cette  me$ure,  et  l'abus  quon  en  peut  faire, 
lont  fait  rejeter  dans  les  pays  où  Ion  attache  un  très-grand  prix 
à  la  liberté  individuelle.  i^»q       • .  ; 

Maintenant,  quelle  est  la  probabilité  que  k  décision  d'un  tri- 
bunal, qui  ne  peut  condamner  quà  une  majorité  donnée,  sera 
juste,  cest-à-dire  conforme  à  la  vraie  solution  de  la  question 
posée  ci-dessus?  Ce  problème  important,  bien  résolu,  donnera 
le  moyen  de  comparer  entre  eux  les  tribunaux  divers.  La  majo- 
rité d'une  seule  voix,  dans  un  nombreux  tribunal,  indique  que 
lafiPaire  dont  il  s'agit  est  à  peu  près  douteuse.  La  condamnation 
de  l'accusé  serait  donc  alors  contraire  aux  principes  d'humanité 
protecteurs  de  l'innocence.  L'unanimité  des  juges  donnerait  une 
très-grande  probabilité  d'une  décision  juste;  mais,  en  s'y  astrei- 
gnant, trop  de  coupables  seraient  absous.  Il  faut  donc,  ou  limiter 
le  nombre  des  juges,  si  l'on  veut  qu'ils  soient  unanimes,  ou  ac- 
croître la  majorité  nécessaire  pour  condamner,  lorsque  le  tribu- 
nal devient  plus  nombreux.  Je  vais  essayer  d'appliquer  le  calcul 
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à  cet  objet,  persuadé  que  les  applications  de  ce  genre,  lors- 
qu'elles sont  bien  conduites  et  fondées  sur  des  données  que  le 
bon  sens  nous  suggère,  sont  toujours  préférables  aux  raisonne- 
ments les  plus  spécieux. 

La  probabilité  que  lopinion  de  chaque  juge  est  juste  entre 
comme  élément  principal  dans  ce  calcul.  Cette  probabilité  est 
évidemment  relative  à  chaque  affaire.  Si  dans  un  tribunal  de 
mille  et  un  juges,  cinq  cent  «m  sont  d'une  opinion  et  cinq  cents 
sont  d'une  opinion  oon traire,  il  est  visible  que  l'opinion  de  chaque 
juge  surpasse  bien  peu  y;  car,  en  la  supposant  sensiblement  plus 
grande,  une  seule  voix  de  différence  serait  un  événement  invrai- 
semblable. Mais  si  les  juges  sont  unanimes,  cela  indique  dans  les 
preuves  ce  degré  de  force  qui  entraîne  la  conviction.  La  proba- 
bilité de  l'opinion  de  chaque  juge  est  donc  alors  très-prés*  de 
l'unité  ou  de  la  certitude,  à  moins  que  des  passions  ou  des  pré- 
jugés communs  n'égarent itons  les  juges.  Hors  de  ces  cas,  le  rap- 
port des  voix  pour  ou  contre  l'accusé  doit  seul  déterminer  cette 
probabilité.  Je  suppose  ainsi  qu'elle  peut  varier  depuis  \  jusqu'à 
l'unité,  mais  qu  elle  ne  peut  être  au-dessous  de  y.  Si  cela  n'était 
pas,  la  décision  du  tribunal  serait  insignifiante  comme  le  sort: 
elle  n'a  de  valeur  qu'autant  que  l'opinion  du  juge  a  plus  de  ten- 
dance à  la  vérité  qu'à  l'erreur.  C'est  ensuite  par  le  rapport  des 
nombres  de  voix  favorables  ou  contraires  à  l'accusé  que  je  déter- 
mine la  probabilité  de  cette  opinion. 

Ces  données  sufiQsent  pour  avoir  l'expression  générale  de  la 
probabilité  que  la  décision  du  tribunal,  jugeant  à  une  majorité 
donnée,  est  juste.  Dans  nos  tribunaux  spéciaux,  composés  de 
huit  juges,  cinq  voix  sont  nécessaires  pour  la  condamnation  d'un 
accusé  :  la  probabilité  de  l'erreur  à  craindre  sur  la  justesse  de  la 
décision  surpasse  alors  ■^.  Si  le  tribunal  était  réduit  à  six  .mem- 
bres, qui  ne  pourraient  condamner  qu'à  la  pluralité  de  quatre 
voix,  la  probabilité  de  l'erreur  à  craindre  serait  alors  au^essous 

*    TOME  TH.  71 
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de  y;  il  y  aurait  donc,  pour  l'accusé,  un  avantage  à  cette  réduc- 
tion du  tribunal.  Dans  Tun  et  l'autre  cas,  la  majorité  exigée  est 
la  même  et  iégale  à  deux.  Ainsi  cette  majorité  demeurant  cons- 
tante, la  probabilité  de  Terreur  augmente  avec  le  nombre  des 
juges.  Cela  est  général,  quelle  que  soit  la  majorité  exigée,  pourvu 
qu  elle  reste  la  même.  En  prenant  donc  pour  règle  le  rapport 
arithmétique,  Taccusé  se  trouve  dans  une  position  de  moins  en 
moins  avantageuse,  à  mesure  que  le  tribunal  devient  plus  nom- 
breux. Ce  rapport  est  suivi  dans  la  chambre  des  pairs  d'Angle- 
terre. On  y  exige,  pour  la  condamnation,  une  majorité  de  douze 
voix,  quel  que  soit  le  nombre  des  juges.  Si  l'on  a  cru  que  les 
voix  opposées,  se  détruisant  réciproquement,  les  douze  voix  res- 
tantes représentent  l'unanimité  d'un  jury  de  douze  membres, 
exigée  dans  le  même  pays  pour  la  condamnation  d'un  accusé,  on 
a  été  dans  une  grande  erreur.  Le  bon  sens  fait  voir  qu'il  y  a 
différence  entre  la  décision  d'un  tribunal  de  deux  cent  douze 
juges,  dont  cent  douze  condamnent  l'accusé,  tandis  que  cent 
l'absolvent,  et  celle  d'un  tribunal  de  douze  juges  unanimes  pour 
la  condamnation.  Dans  le  premier  cas,  les  cent  voix  favorables  à 
l'accusé  autorisent  à  penser  que  les  preuves  sont  loin  d'atteindre 
le  degré  de  force  qui  entraîne  la  conviction;  dans  le  second  cas, 
l'unanimité  des  juges  porte  à  croire  qu'elles  ont  atteint  ce  degré. 
Mais  le  simple  bon  sens  ne  suffit  pas  pour  apprécier  l'extrême 
dififérence  de  la  probabilité  de  l'erreur  dans  ces  deux  cas  ;  il  faut 
alors  recourir  au  calcul,  et  Ton  trouve  à  très-peu  près  un  cin- 
quième pour  la  probabilité  de  l'erreur  dans  le  premier  cas,  et 
seulement  ^  pour  cette  probabilité  dans  le  second  cas,  proba- 
bilité qui  n'est  pas  un  millième  de  la  première.  C'est  une  confir- 
mation du  principe  que  le  rapport  arithmétique  est  défavorable 
à  l'accusé,  quand  le  nombre  des  juges  augmente.  Au  contraire, 
si  l'on  prend  pour  règle  le  rapport  géométrique,  la  probabilité 
de  l'erreur  de  la  décision  diminue  quand  le  nombre  des  juges 
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s  accroît.  Par  exemple,  dans  les  tribunaux  qui  ne  pourraient  con- 
damner qu'à  la  pluralité  des  deux  tiers  des  voix ,  la  probabilité 
de  Terreur  à  craindre  est  à  peu  près  un  quart,  si  le  nombre  des 
juges  est  de  six;  elle  est  au-dessous  de  y  si  ce  nombre  s'élève  à 
douze.  Ainsi  Ton  ne  doit  se  régler,  ni  sur  le  rapport  arithmétique, 
ni  sur  le  rapport  géométrique,  si  Ton  veut  que  la  probabilité 
de  Terreur  ne  soit  jamais  au-dessus  ni  au-dessous  d'une  fraction 
déterminée. 

Mais  à  quelle  fraction  doit-on  se  fixer?  C'est  ici  que  Tarbitraire 
commence,  et  les  tribunaux  ofiPrenl  à  cet  égard  de  grandes  va- 
riétés. Dans  les  tribunaux  spéciaux,  où  cinq  voix  sur  huit  suffi- 
sent pour  la  condamnation  de  Taccusé,  la  probabilité  de  Terreur 
à  craindre  sur  la  bonté  du  jugement  est  ^,  ou  au-dessus  de  -J-. 
La  grandeur  de  cette  fraction  est  effrayante;  mais,  ce  qui  doit 
rassurer  un  peu,  cest  la  considération  que,  le  plus  souvent,  le 
juge  qui  absout  un  accusé  ne  le  regarde  pas  comme  innocent  :  il 
prononce  seulement  qu'il  n  est  pas  atteint  par  des  preuves  suffi- 
santes pour  qu'il  soit  condamné.  On  est  surtout  rassuré  par  la 
pitié  que  la  nature  a  mise  dans  le  cœur  de  Thomme,  et  qui  dis- 
pose Tesprit  à  voir  difficilement  un  coupable  dans  Taccusé  sou- 
mis à  son  jugement.  Ce  sentiment,  plus  vif  dans  ceux  qui  n'ont 
point  Thabilude  des  jugements  criminels,  compense  les  inconvé- 
nients attachés  à  Tinexpérience  des  jurés.  Dans  un  jury  de  douze 
membres,  si  la  pluralité  exigée  pour  la  condamnation  est  de  huit 
voix  sur  douze,  la  probabilité  de  Terreur  à  craindre  est  ^,  ou 
un  peu  moindre  qu'un  huitième  ;  elle  est  à  peu  près  ^  si  cette 
pluralité  est  de  neuf  voix.  Dans  le  cas  de  Tunanimité,  la  proba- 
bilité de  Terreur  à  craindre  est  ^,  c'est-à-dire  plus  de  mille  fois 
moindre  que  dans  nos  jurys. 

La  solution  du  problème  que  nous  venons  de  considérer  ne 
suffit  pas  pour  fixer  la  majorité  convenable,  dans  un  tribunal 
d'un  nombre  quelconque  de  juges.  Il  faut  pour  cela  connaître  la 
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probabilité  du  délit  au-dessous  de  laquelle  un  accusé  ne  peut 
être  condamné  ♦  sans  que  les  citoyens  aient  plus  à  redouter  les 
erreurs  des  tribunaux  que  les  attentats  qui  pourraient  nattre  de 
Timpunité  d^un  coupable  absous.  Il  faut  ensuite  déterminer  la 
probabilité  du  délit  résultante  de  la  décision  du  tribunal,  et  fixer 
là  majorité  dé  manière  que  ces  probabilités  soient  égales.  Mais  ii 
est  impossible  de  lès  obtenir.  La  première  est,  comme  nous 
Tavons  dit,  relative  à  la  position  dans  laquelle  la  société  se  trouve, 
position  variable,  très-difficile  à  biëri  définir,  et  toiyoure  trop 
compliquée  pour  être  soumise  axi:  calcul- ;  la  seconde  dépend 
d'une  chose  entièrement  inconnue,  la  loi  de  probabilité  de  Topi- 
nion  de  chaque  juge  dans  l'estimation  quil-  fait  de  la  probabilité 
du  délit.  Vu  notre  ignorance  de  ces  àe%n  éléments  du  calcul, 
quoi  de  plus  raisonnable  que  de  partir  de  la  solution  du  seul 
problème  que  nous  puissions  résoudre  dans  cette  matière,  celui 
de  la  probabilité  de  Terreur  de  la  décision  d'un  tribunal?  Cette 
probabilité  me  paraît  trc^  Ibrte  dans  nos  tribunaux,  et  je  pense 
quà  cet  égard  il  convient  dé  se  rapprocher  du  jury  anglais,  où 
elle  n  est  que  de  ^.  En  la  fixant  à  la  fraction  i^«  et  en  détermi- 
nant la  majorité  nécessàim  pour  l'atteindre,  on  place  l'accusé 
dans  la  position  où  il  serait  vis-à-vis  d'un  jury  de  neuf  membres 
dont  on  exigerait  l'unanimité  ;  ce  qui  me  paraît  garantir  suffisam- 
ment l'innocence  des  erreurs  des  tribunaux,  et  la  société  des 
maux  que  produirait  l'impunité  des  coupables.  11  doit  être  extrême- 
ment rare  alors  qu'un  accusé  soit  condamné  avec  une  probabilité 
moindre  que  celle  qui  est  nécessaire  à  sa  condamnation  ;  car  la 
majorité  qui  le  condamne  déclare  que  la  probabilité  de  son  délit 
est  au  moins  égale  à  cette  probabilité  nécessaire;  la  minorité  qui 
Tabsout  déclare  que  la  première  de  ces  probabilités  lui  parait 
inférieure  à  la  seconde  ;  mais  il  est  naturel  de  croire  que  cette 
infériorité  est  peu  considérable.  Il  devra  donc  rarement  arriver 
que  la  probabilité  moyenne,  qui  résulte  de  l'ensemble  des  juge- 
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ments  des  membres  du  tribunal,  soit  inférieure  à  la  probabilité 
requise  pour  la  condamnation  de  Taccusé,  si  Ion  réduit,  par  une 
majorité  convenable,  la  probabilité  de  Terreur  à  omindre  sur  la 
justesse  de  la  décision,  à  la  fraction  y^.  I^ analyse  iournity  pour 
avoir  cette  majorité,  des  formules  que  je  vais  exposer  ici>  et  qu  il 
est  facile  de  réduire  dans  une  table  dépendante  du  nombre  des 
juges.  Mais  une  pareille  table  paraîtra  trop  arbitraire  au  commun 
des  homn^es,  qui  préféreront  toujours  Tun  ou  Tautre  des  rapports 
arithmétique  et  géométrique,  qu'ils  peuvent  aisément  concevoir. 
1.  Le  juge  ne  doit  pas,  pour  condamner  un  accusé,  attendre 
révidence  mathématique,  qu'il  est  impossible  d'atteindre  dans 
les  choses  morales;  mais,  lorsque  la  probabilité  du  délit  est  telle 
que  les  citoyens  aient  plus  à  redouter  les  attentats  qui  pourraient 
naître  de  son  impunité  que  les  erreurs  des  tribunaux,  l'intérêt 
de  la  société  exige  la  condamnation  de  l'accusé.  Je  nomme  a  ce 
degré  de  probabilité,  et  je  suppose  que  le  juge  qui  condamne 
un  accusé  prononce  par  là  que  la  probabilité  de  son  délit  est  au 
moins  a.  Je  nomme  x  la  probabilité  de  cette  opinion  du  juge, 
probabilité  que  je  supposerai  égale  ou  supérieure  à  y  et  variant 
par  des  degrés  infiniment  petits,  égaux  à  dx,  et  également  pro- 
bables à  priori  Je  suppose  encore  que  le  tribunal  est  composé 
de  p+9  jug^9  dont  p  condamnent  l'aceusé  et  q  l'absolvent  :  la 
probabilité  que  l'opinion  d\t  tribunal  est  juste  sera  proportion- 
nelle à  af[i — x^,  et  la  probabilité  quelle  ne  l'est  pas  sera  propor- 
tionnelle à  (i — xy.afl.  La  probabilité  de  la  bonté  du  jugement 
sera  donc,  par  le  n**  1  du  second  livre, 

^^ ^ (a) 


arP.  (  1  —  a?)9+ (  I  — x)^.  j;^  * 

11  faut  multiplier  cette  quantité  par  la  probabilité  de  la  v^çur  de 
X|  prise  de  l'événement  observé.  Cet  événement  est  que, le  tribu- 
nal s'est  divisé  en  deux  parties,  dont  l'une,  composée  de />  juges, 


566      THÉORIE  ANALYTIQUE  DES  PROBABILITÉS. 

condamne  laccusé,  et  dont  l'autre,  formée  de  q  juges,  labsout. 
La  probabilité  de  x  est  donc  la  fonction  af(i — xY-^-  (i —  xy.  afl, 
divisée  par  la  somme  de  toutes  les  fonctions  semblables,  rdatives 
à  toutes  les  valeurs  de  x,  depuis  X'=:^  jusqu'à  ar=i;  elle  est 
par  conséquent 

[xP.{i'-x)'i+{i'-x)P.xi].dx 
JxPdx^i'-xY 

l'intégrale  du  dénominateur  étant  prise  depuis  ic=o  jusqu'à  a;=i . 
En  multipliant  cette  fonction  par  la  fonction  (a) ,  on  aura 

xPdx.[i—xY 
fxPdx.{i  —  x)i 

pour  la  probabilité  de  la  bonté  du  jugement,  relative  à  x.  La 
même  probabilité  relative  à  toutes  les  valeurs  de  x  est  donc 

fxPdx.{i'-'X)i  ... 

fxPdx.{i-x)^'  W 

l'intégrale  du  numérateur  étant  prise  depuisa;=yjusquàa?=i, 
et  celle  du  dénominateur  étant  prise  depuis  x=o  jusqu'à  x=i . 
Il  suit  de  là  que  la  probabilité  de  l'erreur  à  craindre  sur  la  bonté 
du  jugement  est  encore  exprimée  par  la  formule  [b),  pourvu 
que  l'on  prenne  l'intégrale  du  numérateur,  depuis  a?  =  o  jusqu'à 
x  =  Y'  On  trouve  ainsi  cette  dernière  probabilité  égale  à 

,  P+9+^   ,  (/>+?+0'(p-H)  .  (/^+?+i).(/>+y).(p+y-i)     i 

H 1 1 5 ...I 

1  1.2  1.2.0  f         .     V 

''*''*'' l I    {p+q+i).{p+q).{p+q-i) (p4-2)  "     ^'' 

\ 1.2.3 q  ! 

Si  Ton  exige  l'unanimité,  q  est  nul,  et  cette  expression  devient 

1 
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2.  Déterminons  présentement  la  probabilité  de  Terreur  à 
craindre  sur  la  justesse  de  la  décision  d*un  tribunal ,  lorsque  p  et 
q  sont  de  grands  nombres;  ce  qui  rend  la  formule  (c)  très-diffi- 
cile à  évaluer  en  nombres.  Il  faut  distinguer  ici  deux  cas,  l'un 
dans  lequel  p — q  est  considérable;  l'autre  dans  lequel  p  —  q  est 
assez  petit.  Dans  le  premier  cas,  on  fera  usage  de  la  formule  (o) 
du  n**  28  du  second  livre,  qui  donne  pour  la  probabilité  de 
l'erreur 


tp+1)'^*'- 


2 


/)+9+f      p+\      q+i 


/^^<,^-^^(p-9)V^ 


TT  étant  la  circonférence  dont  le  diamètre  est  l'unité. 

Dans  le  second  cas,  oix  p — q  est  un  petit  nombre  relativement 
àp,  on  trouvera  facilement,  par  l'analyse  du  n""  19  du  second 
livre,  la  probabilité  de  l'erreur  à  craindre,  égale  à 

l'intégrale  étant  prise  depuis 

- {p-9y-{p+9) 

»P9 
jusqu'à  l'infini. 

Pour  donner  un  exemple  de  chacune  de  ces  formules,  suppo- 
sons un  tribunal  formé  de  cent  quarante-quatre  juges,  et  qu'il 
faille  les  cinq  huitièmes  pour  la  condamnation  de  l'accusé.  Alors 
on  a 

/;  =  90,        7  =  54, 

et  la  formule  (e)  donne  ^  pour  la  probabilité  de  l'erreur  à  craindre 
sur  la  bonté  de  la  décision  du  tribunal.  Dans  le  cas  de  l'unanimité 
d'un  jury  de  huit  membres,  la  probabilité  de  l'erreur  à  craindre 
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est  5X5  ;  l'accusé  est  donc  alors  dans  une  position  plus  favorable 
que  vis-à-vis  d'un  semblable  jury. 

Supposons  le  tribunal  formé  de  deux  cent  douze  juges,  et 
qu'une  majorité  de  douze  voix  suffise  pour  la  condamnation.  Dans 
ce  cas 

P-4-7--212,    p  —  ^  =  12, 

et  la  formule  (/)  donne  .  ^^    pour  la  probabilité  de  Terreur 
à  craindre. 


DEUXIÈME  SUPPLÉMENT. 


APPLICATION  DU  CALCUL   DES   PROBABILITÉS 
AUX  OPÉRATIONS  GÉODÉSIQUES. 

On  détermine  la  longueur  d'un  grand  arc  à  la  surface  de  la 
terre  par  une  chaîne  de  triangles  qui  sappuient  sur  une  base 
mesurée  avec  exactitude;  mais,  quelque  précision  que  Ton  ap- 
porte dans  la  mesure  des  angles,  leurs  erreurs  inévitables  peu- 
vent, en  s'accumulant,  écarter  sensiblement  de  la  vérité  la  valeur 
de  Tare  que  Ion  a  conclue  d'un  grand  nombre  de  triangles.  On 
ne  connaît  donc  qu'imparfaitement  cette  valeur,  si  Ton  ne  peut 
pas  assigner  la  probabilité  que  son  erreur  est  comprise  dans  des 
limites  données.  Le  désir  d'étendre  l'application  du  calcul  des 
probabilités  à  la  philosophie  naturelle  m'a  fait  rechercher  les  for- 
mules propres  à  cet  objet. 

Cette  application  consiste  à  tirer  des  observations  les  résultats 
les  plus  probables,  et  à  déterminer  la  probabilité  des  erreurs  dont 
ils  sont  toujours  susceptibles.  Lorsque  ces  résultats,  étant  connus 
à  peu  près,  on  veut  les  corriger  par  un  grand  nombre  d'observa- 
tions, le  problème  se  réduit  à  déterminer  la  probabilité  d'une  ou 
de  plusieurs  fonctions  linéaires  des  erreurs  partielles  d.es  obser- 
vations, la  loi  de  probabilité  de  ces  erreurs  étant  supposée 
connue.  J'ai  donné,  dans  le  second  livre  de  ma  Théorie  analytique 
des  probabilités,  une  méthode  et  des  formules  générales  pour  cet 
objet,  et  je  les  ai  appliquées,  dans  le  premier  supplément,  à  quel- 
ques points  intéressants  du  Système  du  monde.  Dans  les  questions 
d'astronomie,  chaque  observation  fournit,  pour  corriger  les  élé- 
ments, une  équation  de  condition;  lorsque  ces  équations  sont 

TOME   TH.  72 


570      THÉORIE  ANALYTIQUE  DES  PROBABILITÉS. 

très-muitipliées,  mes  formules  donnent  à  la  fois  les  corrections 
les  plus  avantageuses  et  la  probabilité  que  les  erreurs,  après  ces 
corrections,  seront  contenues  dans  des  limites  assignées,  quelle 
que  soit  d'ailleurs  la  loi  de  probabilité  des  erreurs  de  chaque 
observation.  Il  est  d  autant  plus  nécessaire  de  se  rendre  indépen- 
dant de  cette  loi  4  que  les  lois  les  plus  simples  sont  toujours  infi- 
niment peu  probables^  vu  le  nombre  infini  de  celles  qui  peuvent 
exister  dans  la  nature.  Mais  la  loi  inconnue,  que  suivent  les  ob^ 
servations  dont  on  fait  usage,  introduit  dans  les  formules  une 
indéterminée  qui  ne  permettrait  point  de  les  réduire  en  nombres  ^ 
si  Ton  ne  parvenait  pas  à  Téliminer.  C  est  ce  que  j'ai  £ait  au 
moyen  de  la  somme  des  carrés  des  restes,  lorsque  Ton  a  substi- 
tué, dans  chaque  équation  de  condition,  les  corrections  les  plus 
probables.  Les  questions  géodésiques  n  ofirant  point  de  sanbla- 
bles  équations,  il  a  fallu  chercher  un  autre  moyen  d'éliminer  des 
formules  de  probabilité  l'indéterminée  dépendante  de  la  loi  de 
probabilité  des  erreurs  de  chaque  observation  partielle.  La  quan- 
tité dont  la  somme  des  angles  de  chaque  triangle  observé  sur^ 
passe  deux  angles  droits  plus  l'excès  sphérique  m'a  fourni  ce 
moyen,  et  j'ai  remplacé  par  la  somme  des  carrés  de  ces  quantités 
ia  somme  des  carrés  des  restes  des  équations  de  condition.  Par  là 
on  peut  déterminer,  numériquement,  la  probabilité  que  le  résultat 
final  d'une  longue  suite  d'opérations  géodésiques  n'excède  pas 
une  quantité  donnée.  En  appliquant  ces  formules  à  la  mesure 
d'une  perpendiculaire  à  la  méridienne,  elles  feront  apprécier  les 
erreurs,  non-seulement  de  l'are  total,  mais  encore  de  la  difiérence 
en  longitude  de  ses  points  extrêmes,  conclue  de  la  chaîne  des 
triangles  qui  les  unissent,  et  des  azimuts  du  premier  et  du  der^ 
nier  côté  de  cette  chaîne.  Si  l'on  diminue  autant  qu'il  est  possible 
le  nombre  des  triangles,  et  si  l'on  donne  une  grande  précision  à 
la  mesure  de  leurs  angles,  deux  avantages  que  procure  l'emploi 
du  cercle  répétiteur  et  des  réverbères,  ce  moyen  d'avoir  la  difie- 
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rence  en  longitude  des  points  extrêmes  de  la  perpendiculaire 
sera  Tun  des  meilleurs  dont  on  puisse  flaire  usage. 

Pour  s  assurer  de  l'exactitude  d*un  grand  arc  qui  sappuie  sur 
une  base  mesurée  vers  une  de  ses  extrémités,  on  mesure  une 
seconde  base  vers  Tautre  extrémité,  et  Ton  condut  de  Tune  de 
ces  bases  la  longueur  de  lautre.  Si  la  longueur  ainsi  calculée 
s'écarte  très-peu  de  l'observation,  il  y  a  tout  lieu  de  croire  que 
la  chaîne  des  triangles  est  exacte  à  fort  peu  près,  ainsi  que  la 
valeur  du  grand  arc  qui  en  résulte.  On  corrige  ensuite  cette  va- 
leur en  modifiant  les  angles  des  triangles,  de  manière  que  les 
bases  calculées  s'accordent  avec  les  bases  mesurées,  ce  qui  peut 
se  faire  d'une  infinité  de  manières.  Celles  que  l'on  a  jusqu'à  pré- 
sent employées  sont  fondées  sur  des  considérations  vagues  et 
incertaines.  Les  méthodes  exposées  dans  le  second  livre  con- 
duisent à  des  formules  très-simples  pour  avoir  directement  la 
correction  de  l'arc  total,  qui  résulte  des  mesures  de  plusieurs 
bases.  Ces  mesures  ont  non-seulement  l'avantage  de  corriger 
l'arc,  mais  encore  d'augmenter  ce  que  j'ai  nommé  le  poids  d'un 
résultat,  c'est-à-dire  de  rendre  la  probabilité  de  ses  erreurs  plus 
rapidement  décroissante,  en  sorte  que  les  mêmes  erreurs  de- 
viennent moins  probables  par  la  multiplicité  des  bases.  J'expose 
ici  les  lois  de  probabilité  des  erreurs  que  fait  naitre  l'addition  de 
nouvelles  bases.  La  mesure  d'une  seconde  base  sert  pareillement 
à  corriger  la  différence  en  longitude  des  points  extrêmes  d'une 
perpendiculaire  à  la  méridienne,  et  à  augmenter  le  poids  de  la 
valeur  de  cette  différence. 

Avant  que  Ton  apportât  dans  les  observations  et  dans  les  calculs 
l'exactitude  que  l'on  exige  maintenant,  on  «considérait  les  côtés 
des  triangles  géodésiques  comme  rectilignes,  et  l'on  supposait  la 
somme  de  leurs  angles  égale  à  deux  angles  droits.  Legendre  a 
remarqué,  le  premier,  que  les  deux  erreurs  qu'on  commet  ainsi 
se  compensent  mutuellement;  c'est-à-dire  qu'en  retranchant  de 
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chaque  angle  d'un  triangle  le  tiers  de  Texcès  sphérique,  on  peut 
négliger  la  courbure  de  ses  côtés  et  les  regarder  comme  recti- 
lignes.  Mais  Texcès  des  trois  angles,  observés  sur  deux  angles 
droits,  se  compose  de  l'excès  sphérique  et  de  la  somme  des  er- 
reurs de  la  mesure  de  chacun  des  angles.  L'analyse  des  probabi- 
lités fait  voir  que  Ton  doit  encore  retrancher  de  chaque  angle  le 
tiers  de  cette  somme  pour  avoir  la  loi  de  probabilité  des  erreurs 
des  résultats  le  plus  rapidement  décroissante.  Ainsi,  par  la  répar- 
tition égale  de  Terreur  de  la  somme  observée  des  trois  angles  du 
triangle,  considéré  comme  rectiligne,  on  corrige  à  la  fois  l'excès 
sphérique  et  les  erreurs  des  observations.  Le  poids  des  an^es  ainsi 
corrigé  augmente,  en  sorte  que  les  mêmes  erreurs  deviennent, 
par  cette  correction,  moins  probables.  Il  y  a  donc  de  l'avantage  à 
observer  les  trois  angles  de  chaque  triangle,  et  à  les  corriger, 
comme  on  vient  de  le  dire.  Le  simple  bon  sens  fait  pressentir  cet 
avantage;  mais  le  calcul  des  probabilités  peut  seul  l'apprécier  et 
faire  voir  que,  par  cette  correction,  il  devient  le  plus  grand  qu'il 
est  possible. 

Les  formules  dont  je  viens  de  parler  sont  relatives  à  des  obser^ 
vations  futures  ;  ainsi ,  lorsqu'on  les  applique  à  des  observations 
passées,  on  fait  abstraction  de  toutes  les  données  que  la  compa- 
raison de  ces  observations  peut  fournir  sur  les  erreurs,  données 
dont  on  peut  faire  usage  quand  on  connaît  la  loi  de  probabilité 
des  erreurs  des  observations  partielles.  Si  cette  loi  est  exprimée 
par  une  constante  moindre  que  l'unité,  dont  l'exposant  soit  le 
carré  de  l'erreur,  alors  mes  formules  conviennent  aux  observa- 
tions passées  comme  aux  observations  futures,  et  elles  satisfont  à 
toutes  les  données  de  ces  observations,  comme  je  l'ai  fait  voir 
dans  le  n""  25  du  second  livre.  Dans  le  cas  où  les  angles  sont  me- 
surés- au  moyen  d'un  cercle  répétiteur,  chaque  angle  simple  est 
le  résultat  moyen  d'un  grand  nombre  de  mesures  du  même  angle, 
contenues  dans  l'arc  total  observé.  L'erreur  de  l'angle  est  donc 
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la  moyenne  des  erreurs  de  toutes  ces  mesures,  et,  par  le  n°  18 
du  second  livre,  la  probabilité  de  cette  erreur  est  exprimée  par 
une  constante  dont  l'exposant  est  égal  au  carré  de  Terreur.  L'em- 
ploi du  cercle  répétiteur  réunit  donc  à  l'avantage  de  donner  une 
mesure  précise  des  angles,  celui  d'établir  une  loi  de  probabilité 
des  erreurs  qui  satisfait  à  toutes  les  données  des  observations. 

Pour  appliquer  avec  succès  les  formules  de  probabilité  aux  ob- 
servations géodésiques ,  il  faut  rapporter  fidèlement  toutes  celles 
que  l'on  admettrait  si  elles  étaient  isolées,  et  n'en  rejeter  aucune 
par  la  seule  considération  qu'elle  s'éloigne  un  peu  des  autres. 
Chaque  angle  doit  être  uniquement  déterminé  par  ses  mesures, 
sans  égard  aux  deux  autres  angles  du  triangle  auquel  il  appartient; 
autrement  l'erreur  de  la  somme  des  trois  angles  ne  serait  pas  le 
simple  résultat  des  observations,  comme  les  formules  de  proba- 
bilité le  supposent.  Cette  remarque  me  paraît  importante  pour 
démêler  la  vérité  au  milieu  des  légères  incertitudes  que  les  obser- 
vations présentent. 

1 .  Concevons  sur  une  sphère  un  arc  de  grand  cercle  A  A'  A\  etc. 
et  supposons  que  l'on  ait  formé  autour  la  chaîne  des  triangles 
ACC\  CCC\  CCC\  CrC",  etc.  dont  les  côtés  CC\CC\ 
C'C\  etc.  coupent  cet  arc  en  4',  ^ y  A'",  etc.  Je  ne  donne  point  de 
figure,  parce  qu'il  est  facile  de  la  tracer  d'après  ces  indications. 
Soit  A  l'angle  CAA';  A^^^  l'angle  C  A' A' ;  i^  l'angle  C  A" A\  etc. 
Soit  encore  C  l'angle  iCC;  0>)  l'angle  CCC;  C^  l'angle  CCC\  etc. 
On  aura 

a  étant  l'erreur  de  l'angle  observé  C,  t  étant  l'excès  des  angles  du 
triangle  sphérique  ACA'  sur  tt  qui  exprime  deux  angles  droits 
ou  la  demi-circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité.  On  aura  pa- 
reillement 
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a^'*  étant  Terreur  de  Tangle  observé  CCC\  et  t^'^  étant  Texcès  des 
angles  du  triangle  sphériques.i'C'il''  sur  deux  angles  droits.  On 
formera  semblablement  les  équations 

etc. 
d  où  Ton  tire  facilement 


— 1 


A^-)  =  A-hC—  O'^  ^-  O'^  —  Q'^ -hC^"-*^  — C^'^' 

—  a  -H  é'^  —  a^*'-H  a^'' —  a^'^*^^  -H  a<"-^^' 

-ha— (x}'^  -4-  a^*^  —  a^^^ -i-  a^**'"'^ 

-^t  —  t^'^^t^'^~&^ ^«f*'-'^; 

en  supposant  donc  A  bien  connu,  Terreur  de  Tangle  A^"^  est 
a("-')  —  a<«-*)  -4-  a<«-') -b  a, 

le  signe  supérieur  ayant  lieu  si  n  est  impair,  et  le  signe  inférieur 
ayant  lieu  si  n  est  pair.  Les  valeurs  de  t,  &\  etc.  sont  fort  petites 
et  peuvent  être  déterminées  avec  précision.  Il  s'agit  maintenant 
d'avoir  la  probabilité  que  cette  erreur  sera  contenue  dans  des 
limites  données. 

Pour  cela,  je  supposerai  d'abord  que  la  probabilité  d'une  erreur 
quelconque  a  est  proportionnelle  à  c~  '**',  c  étant  le  nombre  dont 
le  logarithme  hyperbolique  est  Tunité.  Cette  supposition,  la  plus 
naturelle  et  la  plus  simple  de  toutes ,  résulte  de  Temploi  du  cercle 
répétiteur  dans  la  mesure  des  angles  des  triangles.  En  eflfet,  nom- 
mons (p(^)  la  probabilité  d'une  erreur  q,  dans  la  mesure  d'un 
angle  simple,  cette  probabilité  étant  supposée  la  même  pour  les 
erreurs  positives  et  pour  les  erreurs  négatives.  Supposons  encore 
que  s  soit  le  nombre  des  angles  simples  contenus  dans  toutes  les 


DEUXIÈME  SUPPLÉMENT.  575 

séries  que  Ton  a  faites  pour  déterminer  cet  angle.  La  probabilité 
que  Terreur  du  résultat  moyen,  ou  de  Tangle  conclu  par  ces  séries 

sera  ±  -— ,  est,  par  le  n**  18  du  second  livre,  proportionnelle  à 

VT 

k  étant  égal  à  fdq.(p{(i),  l'intégrale  étant  prise  depuis^  nuljusquà 
(j  égal  à  sa  plus  grande  valeur,  que  Ton  peut  toujours  supposer 
infinie,  en  faisant  ^(^)  discontinu  et  nul  au  delà  de  la  limite  de^; 
k"  est  égal  kfq^dq.<p[q).  En  supposant  donc 

r=a\/s,  A=^, 

c-^*'  sera  la  probabilité  de  Terreur  a.  On  verra  à  la  fin  de  cet 
article,  que  les  résultats  suivants  ont  toujours  lieu,  quelle  que 
soit  la  probabilité  de  a. 

Soient  ê  et  y  les  erreurs  des  deux  angles  ACC  et  CAO  dn  pre- 
mier triangle  ACC;  la  probabilité  des  trois  erreurs  a,  ê  ety,  sera 
proportionnelle  à 

mais  Tobservation  de  ces  angles  donne  la  somme  a-+-ê-4-y  des 
trois  erreurs;  car  la  somme  des  trois  angles  devant  être  égale  à 
deux  angles  droits  plus  à  la  surface  du  triangle  ACC,  si  Ton 
nomme  TTexcès  des  trois  an^es  observés  sur  cette  quantité,  on 
aura 

a-Hê-hy  =  r; 

Texponentielle  précédente  devient  ainsi 

c 
ê  étant  susceptible  de  toutes  les  valeurs  depuis— oo  jusqu'à +00, 


576      THÉORIE  ANALYTIQUE  DES  PROBABILITÉS. 

il  faut  multiplier  cette  exponentielle  par  de,  et  prendre  Tintégraie 
dans  ces  limites,  ce  qui  donne  une  intégrale  qui  a  pour  facteur 

c  '     ; 

la  probabilité  de  a  est  donc  proportionnelle  à  ce  facteur.  La  va- 
leur de  a,  la  plus  probable,  est  évidemment  celle  qui  rend  nulle 
la  quantité  a—  y  T;  il  faut  donc  corriger  les  trois  angles  de  chaque 
triangle,  du  tiers  de  Fexcès  T  de  leur  somme  observée,  sur  deux 
angles  droits  plus  Fexcès  sphérique.  Cest  ce  que  Ton  fait  com* 
munément. 

Nommons  a  et  ê,  les  quantités  a —  y  T,  ê  —  y  T;  la  probabilité 
de  a  sera  donc  proportionnelle  à 

c 

Si  Ton  diminue  Tangle  C  de  y  T,  c  est-à-dire  si  Ton  emploie 
les  angles  corrigés  de  chaque  triangle;  en  nommant  C,  0'\  etc. 
ce  que  deviennent  par  ces  corrections,  les  angles  C,  0^\  etc.  on 
aura 

Ai-)  =  A-+-C  —  â'^  -hÔ'^—  etc. 

—  â-f-â^*^  — â^*^-4-  etc. 

—  t  -+-  t^'^  —etc. 
A^'^-^^=  TT  - i  —  C-H Ô'^  —  etc. 

-f-a  —  a^'^-h  etc. 
H-  t  —  t^'^  -+-  etc. 

La  probabilité  que  la  quantité 

â('-')_â('»~» ±â, 

ou  Terreur  de  Fangle  A^"^  sera  comprise  dans  les  limites  ihr.  y/zi, 
sera,  par  le  n°  18  cité, 
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On  peut  observer  ici  Tavantage  que  produit  Tobservation  des  trois 
angles  de  chaque  triangle,  par  la  correction  de  ces  angles.  Sans 
cette  correction,  Terreur  de  Tangle  A^"^  serait 

a^"-') — a^«-*) ±a, 

et  la  probabilité  que  cette  erreur  est  comprise  dans  les  limites 
±r\//i serait  >^  'M       ..... 

probabilité  moindre  que  la  précédente,  dans  laquelle  le  poids  du 
résultat  est  ^A,  au  lieu  qu'il  est  ici  h. 

Déterminons  maintenant  la  valeur  de  h.  Parmi  les  données  des 
observations,  les  quantités  dont  les  sommes  des  angles  de  chaque 
triangle  surpassent  deux  angles  droits  plus  l'excès  sphérique  pa- 
raissent être  les  plus  propres  à  faire  connaître  cette  valeur.  Par 

ce  qui  précède,  la  probabilité  de  Texistence  simultanée  de  a  et  de 
T  est  proportionnelle  à 

C      ^ 

En  multipliant  cette  exponentielle  par  d(x,  et  prenant  l'intégrale 
depuis  a  =  —  oo  jusqu'à  a  =  00,  l'intégrale  aura  pour  facteur 

c  ;  et  ce  facteur  sera  proportionnel  à  la  probabilité  de  T. 
Cette  probabilité  sera  donc 


dT.c    ' 


C 


fdT. 


l'intégrale  du  dénominateur  étant  prise  depuis  7= — 00  jusqu'à 

TOME   VII.  73 
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r=  oo.  Elle  sera  ainsi  proportionnelle  à 


Ici  Tévénement  observé  est  que  les  sommes  des  angles  du  pre- 
mier triangle,  du  second,  du  troisième,  etc.  surpassent  deux 
angles  droits  plus  l'excès  sphérique,  respectivement  des  quantités 

Ty  T^'\ r^"~'^  n  étant  le  nombre  des  triangles;  la  probabilité 

de  cet  événement  sera  donc  proportionnelle  à 

en  faisant 

Maintenant  si  Ton  considère  les  diverses  valeurs  de  h  comme 
causes  de  l'événement  observé ,  la  probabilité  de  h  sera ,  par  le 
principe  de  la  probabilité  des  causes,  tirée  des  événements  obser- 
vés, égale  à 

h^dh,c    ^ 

fh'dh.c    ^ 

l'intégrale  du  dénominateur  étant  prise  pour  toutes  les  valeurs  de 
A,  c'est-à-dire  depuis  h  =  o  jusqu'à  h=oo.  La  valeur  de  h  qu'il 
faut  choisir  est  évidemment  l'intégrale  des  produits  des  valeurs 
de  h,  multipliées  par  leurs  probabilités;  cette  valeur  est  donc 

fh  '   .dh.c    ^ 


fhUh. 


c 


> 


les  intégrales  étant  prises  depuis  A =0  jusqu'à  A  =  00.  L'intégrale 
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du  numérateur  est  égale  à 

La  fraction  précédente  devient  ainsi  ^  ^;  cest  donc  la  valeur 
de  h  qu'il  faut  adopter.  Si  Ton  suppose  n  un  grand  nombre,  cette 
valeur  devient  à  fort  peu  près  -^,.  Cette  quantité  est  la  valeur  de 
h  qui  rend  l'événement  observé  le  plus  probable ,  la  probabilité 

de  cet  événement,  à  priori,  étant  proportionnelle  à  h^  .c  ^  .En 
prenant  pour  h  la  quantité  —r; ,  la  probabilité  que  Terreur  de 
l'angle  ^4^"^  sera  comprise  dans  les  limites  ±r\//i,  est 

^^.fclr.c   ''''; 

la  probabilité  qu'elle  sera  comprise  dans  les  limites  ± \ Or,  est 
donc 

l'intégrale  étant  prise  depuis  r  nul. 

2.  Supposons  Tare  A  A'  A",  etc.  perpendiculaire  au  méridien 
du  point  A.  Soit  ^  Tangle  formé  par  ce  méridien  et  par  celui  du 
point  extrême  ^^"^  et  V  le  plus  petit  des  angles  que  ce  dernier 
méridien  fait  avec  Tare  A  A' y  etc.  on  aura 

^  COS.  V 

sm.  0  =z  — — -  ^ 

73. 
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/  étaot  la  latitude  du  point  A.  En  désignant  donc  par  S<p  et  hV 
les  erreurs  des  angles  ^  et  F,  on  aura 

^F.sin.K 


sin.  / .  COS.9  ' 

Si  Ton  a  mesuré  avec  une  grande  exactitude  l'angle  que  le  der- 
nier côté  de  la  chaîne  des  triangles  forme  en  A^""^  avec  la  méri- 
dienne de  ce  point,  il  est  facile  de  voir  que 

5F=±5i^ 

5i4^"^  étant  Terreur  de  il^"^;  l'intégrale  précédente  en  r  est  donc 
la  probabilité  que  Terreur  S^,  de  la  longitude  ^  conclue  des  azi- 
muts observés  en  A  et  A^''\  sera  comprise  dans  les  limites 

sin.  F 
'         sm./.cos.^ 

Il  résulte  de  Tanalyse  exposée  dans  le  chapitre  v  du  troisième 
livre  de  la  Mécanique  céleste,  que  s'il  existe  une  excentricité  dans 
les  parallèles  terrestres,  elle  n'a  aucune  influence  sensible  sur  la 
valeur  de  (^  conclue  de  cette  manière ,  pourvu  que  Tare  mesuré 
soit  peu  considérable.  En  mesurant  donc  avec  une  grande  préci- 
sion les  angles  des  divers  triangles,  et  les  amplitudes  des  points 
extrêmes,  on  aura  fort  exactement  la  diflférence  en  longitude  de 
ces  points,  et  Ton  pourra,  par  la  formule  précédente,  apprécier 
la  probabilité  des  petites  erreurs  à  craindre  sur  cette  différence. 

Déterminons  présentement  la  probabilité  que  Terreur  de  la  me- 
sure de  la  ligne  AA'A\  etc.  sera  comprise  dans  des  limites  données. 
Pour  cela,  supposons  que  dans  les  triangles  CAC\  CCC\  etc.  on 
ait  corrigé  les  angles  comme  on  le  fait  ordinairement,  c'est-à-dire 
en  retranchant  de  chacun  le  tiers  de  la  quantité  dont  la  somme 
des  trois  angles  observés  surpasse  deux  angles  droits  plus  Texcès 
sphérique.  Que  Ton  abaisse  des  sommets  C,  C,  C\  etc.  des  per- 
pendiculaires CI,  Cl  y  C'î\  sur  la  ligne  AAA\  etc.  on  aura,  à  très- 
peu  près, 

AI=AC.  COS. lAC. 
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On  aura  ensuite,  à  fort  peu  près, 

//'  =  ce.  COS.  iw, 
et  généralement 

/(.•)  /(^-.)  ^  Qi)  C^^,)^  COS.  i"*". 

En  supposant  donc  que  â  soit  la  caractéristique  des  erreurs,  on 
aura 

/(0/(.-^.)   =  -cWC'î^  ~  ^^      •  *^"8-  ^      • 
On  a,  par  ce  qui  précède. 

Si"*"  =  â»  — â''-'»  -f-  â"-" ±  â, 

ensuite  on  a,  dans  le  (i-f-i)'*~  triangle, 

r(.)  rc-)_  c^^C''-"-sin.cc-)ct-)C(o . 

^    ^      ~         sin.C"-')C('-')C« 
ce  qui  donne 

C<'^C('--"    ~    C'«C'<'-"    "*"^-^     ^     'G'.cot.L     'L'    'C' 

— (î.r:''-'C''"-"C"i  cot.  c"-')C''*"C"'. 

Mais  a'*'  est,  par  ce  qui  précède,  l'erreur  de  l'angle  C''  ou 
C''~''C'''C'''*"'',  corrigé  en  en  retranchant  le  tiers  de  l'excès  de  la 
somme  des  trois  angles  observés  du  triangle  sur  deux  angles  droits. 
Soitl«  l'erreur  de  l'angle  C''-"C"*"C"\  ainsi  corrigé;  -(«">+€  '") 
sera  l'erreur  du  troisième  an^e  C''"*"''C''~''C'''.  On  aura  donc 

C'W(;(^')    ~~    C«6'<'-"         l*   -^^^  J.COI.U      i.      ^ 

—  l<'lcot.C"-'>C<'*"C<''; 


582      THÉORIE  ANALYTIQUE  DES  PROBABILITÉS. 

ce  qui  donne,  en  observant  que,  dans  le  premier  triangle,  le  côté 
0'~'^C  est  AC,  que  je  suppose  mesuré  très-exactement. 


j(a(0_|-g(0).cot.C^'-îCf'--*^C<''Ji 


le  signe  S  servant  à  exprimer  la  somme  de  toutes  les  quantités 
qu'il  renferme  depuis  i  =  o,  jusqu'à  /  inclusivement.  On  aura 
donc  ainsi  la  valeur  de  S./^'^  7^'"*"'^  En  réunissant  toutes  ces  valeurs, 
on  aura,  pour  Terreur  entière  de  la  somme  ou  de  la  ligne  mesu- 
rée, une  expression  de  cette  forme, 

pâ-^q'i-^p^'^â^'^-+-f^'è^'^-h-  etc.  (o) 

La  probabilité  des  valeurs  simultanées  de  a  et  de  ê  est ,  par  ce 
qui  précède,  proportionnelle  à 

c 
En  faisant 

ê-+-|â  =  |a.v/3, 
l'exponentielle  précédente  devient 

c        -     •      ; 

ainsi  les  lois  de  probabilité  des  valeurs  de  a  et  de  a  sont  les 
mêmes.  La  fonction  (o)  prend  alors  cette  forme, 

ra -h  r^'^â  -t- r^'^  a^'^  -f-  H^^â^*^  -+-  etc.  (o'). 

La  probabilité  que  l'erreur  de  cette  fonction,  et  par  conséquent 
de  la  fonction  (o),  est  comprise  dans  les  limites  ±5,  est,  par  le 
n*"  20  du  second  livre, 
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l'intégrale  étant  prise  depuis  t  nul  jusqu'à  /  égal  à 


'•\/r'4-r"''+rW«+etc.' 
On  a  évidemment 

ce  qui  donne,  en  l'égalant  à  ra-hr^'^a, 

la  valeur  de  t  sera  donc,  en  y  substituant  pour  h  sa  valeur 


2fl'' 


3 


tVp-- 


26     y  /)*—p7  +  7'+p^*^*  —  p^'^  7^*^+7^*^*+ etc.* 

La  longueur  de  Tare  mesuré  fait  connaître  celle  du  rayon  oscu- 
lateur  de  la  surface,  au  point  A  de  départ.  Soit  i-hii  le  rayon 
mené  du  centre  de  gravité  de  la  terre  à  sa  surface,  u  étant  une 
fonction  de  la  longitude  et  de  la  latitude,  le  demi-axe  de  la  terre 
étant  pris  pour  unité;  si  Ton  nomme  R  le  rayon  osculateur  à  ce 
point,  dans  le  sens  AA';  on  aura,  par  le  chapitre  cité  du  troisième 
livre  de  la  Mécanique  céleste, 

/ddu\ 

et  si  Ton  nomme  e  la  longueur  de  Tare  mesuré  AA^''\  on  aura,  à 
fort  peu  près, 

9  COS./     V  3  D        / 

ce  qui  donne,  à  fort  peu  près. 


(p.  COS.  /  <P*.  COS.  / 
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Mais  on  a,  par  ce  qui  précède, 

Se  z=  pa  -h  ^  ê  -+-  etc. 

^  sin./  sin./  ' 

le  signe  inférieur  ayant  lieu  si  n  est  pair,  et  le  signe  supérieur  si 
n  est  impair.  En  faisant  donc 

- p  g  - g 

'         9. COS./  ^  ^*. sin. / . COS. /  '      '        ^.cos./' 


etc. 

9.  ces. 

î*^ 

'.sm.l.cos.l  '  ^ 

~  (p.cos.f 

la  probabilité 
sera 

que  Terreur 

SU  sera  comprise 

dans  les  limites 

±5, 

Tintégrale  étant  prise 

depuis  t  nul  jusqu'à 

3.5    y  » 


p'—pq  +  9«+p^*'*— jE><'J9<»)+  etc. 

La  différence  en  latitude  des  points  extrêmes  de  la  perpendicu- 
laire dépend,  par  le  chapitre  cité  de  la  Mécanique  céleste,  de 
l'excentricité  des  parallèles  terrestres,  qui  introduit  dans  son  ex- 
pression la  quantité 

-?.|(^)..a.g.,^(^)|:  („, 

la  partie  de  cette  expression  qui  est  indépendante  de  cette  excen- 
tricité est  proportionnelle  à  (p*;  ainsi  la  petite  erreur  dont  (p  est 
susceptible  n  a  point  d'influence  sensible  sur  la  diflFérence  en 
latitude.  En  observant  donc  avec  un  grand  soin  cette  différence, 
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l'excentricité  des  parallèles  terrestres  doit  se  manifester,  pour  peu 
qu  elle  soit  sensible. 

Si  la  ligne  géodésique  a  été  tracée  dans  le  sens  du  méridien , 
lazimut,  à  l'extrémité  de  Tare  mesuré,  fera  connaître  l'excentricité 
des  parallèles  terrestres;  et  il  est  remarquable  que  cet  azimut  soit 
la  fonction  (a),  en  y  changeant  ^  dans  la  différence  en  latitude 
des  points  extrêmes  de  l'arc  mesuré,  et  en  la  multipliant  par  le 
sinus  de  la  latitude  divisé  par  le  carré  du  cosinus  de  la  latitude 
à  l'origine  de  l'arc. 

L'arc  mesuré  dans  le  sens  du  méridien  fera  connaître  le  rayon 
osculateur  de  la  terre  dans  ce  sens;  et  par  les  formules  précé- 
dentes, on  aura  la  probabilité  des  erreurs  dont  sa  valeur  est  sus- 
ceptible. 

On  obtiendra  plus  de  précision  dans  tous  les  résultats ,  en  fixant 
vers  le  milieu  de  l'arc  mesuré  l'origine  des  angles,  car  alors  les 
puissances  supérieures  de  ces  angles,  que  l'on  néglige,  deviennent 
beaucoup  plus  petites. 

3.  Supposons  que,  pour  vérifier  les  opérations,  on  mesure  vers 
l'extrémité  ^4^"^  de  l'arc  A  A' A" y  etc.  une  seconde  base.  L'expression 
de  l'erreur  de  cette  base,  conclue  de  la  chaîne  des  triangles  et  de 
la  base  mesurée  au  point  A,  sera,  par  ce  qui  précède,  de  la  forme 

/.âH-m.i-H/^*^â^^^-f-m(^>.€^«J-h  etc.  (p)^ 

soit  X  cette  erreur,  qui  sera  connue  par  la  mesure  directe  de  la  se- 
conde base.  Si  dans  la  fonction  (p)  on  fait  comme  précédemment 

elle  prend  cette  forme 

/.a  ^p\  a  -f-/^a^»i  -hp\  â^'^  -h  etc. 

En  désignant  par  s  la  valeur  de  la  fonction  (o)  ou  de  son  équi- 
valente {o)  et  observant  que  les  probabilités  de  a  et  de  a  suivent 
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la  même  loi,  et  sont  proportionnelles  à  c""«^?'  et  cr*^-^';  la  pro- 
babilité de  la  fonction  précédente  sera  proportionnelle  à 

En  supposant  la  fonction  égale  à  X ,  cette  exponentielle  devient 

F  exprimant  la  somme  des  carrés/* -h/^*^*-l-/^*^* -h  etc.  Les  va- 
leurs de  a,  a,  a^'\  etc.  les  plus  probables  sont  évidemment  celles 
qui  rendent  un  minimum  l'exposant  de  cette  exponentielle,  ce  qui 
donne 

Si  Ton  observe  ensuite  que  Ton  a,  par  ce  qui  précède, 

€=|a.\/3-ia; 

on  aura 

(/-|m).X             5_    {m-{l).-k 
a—   p ,  5—    p , 

-,.._(^'"->">)->       g,.)_('»">-|/<")-> 
*    —  F  '     °    —  p  ' 

etc. 
et  F  deviendra 

l'  —  m/  -t-m'-h  /""  —  m<"  /"'  h-  m""  -h  etc. 

Si  l'on  substitue  ces  valeurs  dans  la  fonction  (o),  on  aura  la  cor- 
rection résultante  de  la  mesure  d'une  seconde  base,  en  l'afifectant 
d'un  sign«  contraire.  Mais  on  peut  directement  arriver  à  ce  ré- 
sultat, par  le  n°  21  du  second  livre,  d'après  leqfoel  on  voit  que  s 
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étant  la  valeur  de  la  £Dnction  (o),  sa  probabilité  est  proportion- 
nelle à 

'"y  *•  s.fi')' ) 

C 

le  signe  5  s'étendant  à  toutes  les  valeurs  de  i,  depuis  i  =  o  in- 
clusivement. La  valeur  de  «,  la  plus  probable,  est  celle  qui  rend 
nul  l'exposant  de  c,  ce,  qui  donne 

il  faut  donc  retrancher  de  Tare  mesuré  ^4^4^" A^''\  cette  valeur 

de  s;  et  si  Ton  nomme  a  Terreur  de  Tare  ainsi  corrigé,  la  proba- 
bilité de  II  sera  proportionnelle  à 


C 


On  voit,  par  cette  expression,  que  le  poids  du  résultat  est  aug- 
menté, en  vertu  de  la  mesure  de  la  seconde  base;  car  avant  cette 
mesure,  le  coefficient  de  — s*  était,  par  le  numéro  précédent, 

et  par  cette  mesure,  le  coefficient  de  —  u'  devient 

La  même  erreur  devient  donc  moins  probable  par  cette  mesure 
et  par  la  correction  précédente  de  cet  arc. 
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On  peut  observer  ici  que  ies  valeurs  précédentes  de  r,  W'^/  et 
y*"',  donnent 

r*  H-  H')'  =/)' — pq-h  9', 

rf-hr")/'"  =  ?.(P  -19)  +  '"•(9-iP)- 
On  pourra  donc  former  aisément  S.  r^'^'.et  S.r^^J^'\  au  moyen  des 
coefficients  de  a,  €^  a^'\  etc.  dans  les  fonctions  (o)  et  (p). 

Si  Ton  avait  mesuré  d autres  bases,  on  aurait,  par  iWaiyse  du 
n**  21  du  second  livre,  les  corrections  qu'il  faudrait  faire  à  lare 
mesuré  et  la  loi  de  ses  erreurs. 

La  mesure  d'une  nouvelle  base  peut  servir  à  corriger,  non- 
seulement  Tare  mesuré,  mais  encore  la  différence  en  longitude 
de  ses  points  extrêmes,  ou  l'angle  A^'^KU  suffira  de  substituer  à  la 
fonction  (o),  celle-ci 

±{â  —  â^'^-ha^'^—  etc.), 

qui  exprime  l'erreur  de  A^"^;  le  signe  supérieur  ayant  lieu  si  n 
est  impair,  et  l'inférieur  si  n  est  pair.  Alors  on  a 

p=±i,       7  =  o,       pf»^=zf:i,       ^^*^=o,etc. 

de  là  il  est  facile  de  conclure  que  pour  corriger  l'angle  i4^"\  il  faut 
lui  ajouter  la  quantité 

_^  /   /-/(o  +  zw-  etc.  \ 

"^     y— -m+lmt'^-  etc./ 

l*—ml+  m»-|-/W«—  m^')  /<»)  +  m^'^'+  etc.  ' 

La  probabilité  que  l'erreur  de  ^4^"^  ainsi  corrigé  est  dans  les  li- 
mites ±  Il  sera 

2fdt.  c-'' 
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l'intégrale  étant  prise  depuis  t  nul  jusqu'à 

a.yJTh 


t= 


_  (  / — /^'^  +  /<»)—  etc.— 7  m  +  T  m  t^)  —  etc.)' 
P— m/+m*+^'^*— etc. 


4.-  Nous  sommes  parvenus  aux  résultats  précédents  en  partant 
de  la  loi  de  probabilité  de  Terreur  a,  proportionnelle  à  cr^**,  et 
nous  avons  prouvé  que  cette  loi  de  probabilité  peut  être  admise 
à  Fégard  des  angles  mesurés  avec  le  cercle  répétiteur.  Nous  allons 
faire  voir  ici  que  ces  résultats  ont  lieu  généralement,  quelle  que 
soit  la  loi  de  probabilité  de  l'erreur  a.  Soit  ^(a),  cette  loi  :  nous 
la  supposerons  telle  que  les  mêmes  erreurs  positives  et  négatives 
soient  également  probables.  Nous  supposerons  de  plus  que  (p[a) 
s*étend  depuis  a= —  oo  jusqu'à  a=  -hoo  :  cette  supposition  est 
toujours  permise,  car  si  la  probabilité  devient  nulle  au  delà  de 
certaines  limites,  la  fonction  (p[a)  est  alors  discontinue  et  nulle 
au  delà  de  ces  limites.  Cherchons  maintenant  la  probabilité  des 
valeurs  de  la  fonction  (o)  du  n°  1 .  Cette  fonction  a  été  calculée 
en  corrigeant  les  angles  de  chaque  triangle,  du  tiers  de  la  somme 
observée  de  leurs  erreurs.  Supposons  généralement  que  dans  le 
premier  triangle  on  corrige  Terreur  a,  de  [i-h^).T;  Terreur  ê, 
de  [i,  +  y) .  T;  et  par  conséquent  la  troisième  erreur,  de  (y  —  i  —  i,) .  T; 
en  désignant  par  a  et  ê  les  erreurs  a  et  ê  ainsi  corrigées,  on  aura 

En  désignant  pareillement  par  a^*^  et  è^'\  les  erreurs  a^**  et  ê<*^ 
respectivement  corrigées  de  (i^'^-hy).  T^'\  (ïV*^-^i)-  ^^*^  ^^  ^^r^ 

«(»  =  a«'>  -4-  (i'^'^ -H i).  r\      êw  ^  g(o  ^  (i/o  ^  1).  p), 
et  ainsi  de  suite.  La  fonction  (o)  est,  par  le  n^  1,  égale  à 
pâ^^ql  ^p(0i(i)-t-^(0g(i)^.  etc. 
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ensuite  on  a 

a=  a-f- 1.  r=:a-4- (i  - 1- y),  r, 
ce  qui  donne 

a  =  a  -hiT; 
on  a  pareillement 

g  =  6  -f.  i\  r,      â^^î  =  a^^î  -4-  i^'K  T,  etc. 
La  fonction  (o)  devient  ainsi 

pa -f- 7 6 -4-p^*)a^') --H  9^*^ ê^'^ -4- etc. -}- 5 (/)i ^ 

5.  [pi  -4-  (jfZi)  r  désignant  la  somme 

{pi-+-qi,).  T-h  (p^'î  i(') +  9(^)1/*^).  r^^H-  etc. 

La  correction  de  la  fonction  (o),  relative  aux  valeurs  de  i,  i,,  i^*s  etc. 
est  donc 

—  S.{pi-\-qi,).  T, 

et  alors  cette  fonction  ainsi  corrigée  devient 

pa-^tjS  -4-p^*^a^'^-+-7^^^g^»^-f-/)^"^a^*'-f-  etc.  (e) 

Pour  avoir  la  probabilité  des  valeurs  de  cette  dernière  fonction, 
nous  observerons  que  la  probabilité  de  l'existence  simultanée  des 
valeurs  de  a,  S  et  T,  est 

da.de.dT.(p{a).(p{e).<p{T-a-e) 
fffdaM.dr.(p{a).(p{e).(p{T^a-ey 

les  intégrales  du  dénominateur  étant  prises  dans  leurs  limites  in- 
finies positives  et  négatives.  Désignons  par  k  l'intégrale  fdoL.(p[œ)^ 
prise  dans  ces  limites;  il  est  facile  de  voir  que  ce  dénominateur 
sera  égal  à  k\  La  fraction  précédente  devient  ainsi 
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la  probabilité  de  Texistence  simultanée  des  valeurs  de  a,  &  et  T, 
sera  donc 

ll:^. <?[«+(«+!)  7].  (p[g+(i>i)r].^[{i-.-,)r-a-g]. 

T  étant  supposé  pouvoir  varier  depuis  — oo  jusqu'à  -t-oo,  on 
aura  la  probabilité  des  valeurs  simultanées  de  a  et  de  ê,  en  in- 
tégrant la  fonction  précédente  par  rapport  à  T,  dans  les  limites 

d  OL ,  d  6 
infinies.  Nommons    -.    - .  x^/  (a,  ê)  cette  intégrale.  On  voit,  par 

le  n**  20  du  second  livre,  qu'en  désignant  par  s  la  valeur  de  la 
fonction  (e),  la  probabilité  de  5  sera  proportionnelle  à 

iffda.dS,^[a,   S).c0S.[pa  +  q€).eM)  . 

fdœ.c-'<''\/~}xfda^'Kde^'K^a^'\e^^^^  (H) 

(x  etc.  ) 

l'intégrale  relative  à  o)  étant  prise  depuis  a)=  —  %  jusqu'à  o)  =ir, 
et  les  intégrales  relatives  à  a  et  S  étant  prises  dans  leurs  limites 
infinies.  Développons  dans  une  série  ordonnée  par  rapport  au\ 
puissances  de  co,  la  fonction  comprise  dans  la  parenthèse.  Le 
logarithme  de  ffda.  d&.  \|/  (a,  ê).  cos.(/)a  H-^ê).  «  est  égal  à 

log. f fd(x. de. y^/ [a,  ê) 

— —.ffda. de. ^{a,  e).{pa  +  qey 

ffda.de.4^{a,  e)        ~-  ■" ^*^' 

Or  on  a 

ffd(X.d^.yl^{a,q  = 

fffda.dè_.dT.<^[a+{i+m'<^[^^^^^ 

Les  intégrales  étant  prises  dans  leurs  limites  infinies,  il  est  aisé 
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de  voir  par  la  théorie  connue  des  intégrales  multiples,  que  le 
second  membre  de  cette  équation  est  égal  à 

///j«.ig.rfr.9{a).(p(g).9(r), 

T  étant  égal  à  T— a— ê;  il  est  donc  égal  à  t. 
On  a  ensuite 

en  substituant  pour  a  et  ê  leurs  valeurs  en  a,  ê  et  T\  dans  la 
quantité  (pa-j-^ê)*.  Or  il  suit  de  ce  qui  précède  que  Ton  a 

<x:-(|-i).a-(t+|).ê-(i  +  i).r, 

g=(l-0.ê-(«.-+-i).a-(/.-M).r. 

En  substituant  ces  valeurs  dans  la  quantité  (pa-h^ê)*,  on  pourra, 
dans  son  développement,  négliger  les  termes  dépendants  des  pro- 
duits aê,  ppT"  et  êT';  car  la  triple  intégrale 

fffda.dè.dr.  9(a).9(g).(p(r).(,,«  +  9ê)N  {u) 

étant  prise  dans  ses  limites  infinies,  et  la  fonction  (p[œ)  étant  sup- 
posée la  même  pour  les  valeurs  H- a  et  — a;  il  est  clair  que  les 
éléments  de  cette  intégrale,  dépendants  de  -haê,  seront  détruits 
par  les  éléments  négatifs  dépendants  de  — aê.  Si  Ton  observe  en- 
suite quen  désignant /a*.  c?a.  (p  (ot)  par  k\  on  a 

fffa\dœ.d€.  dT.(p  [(t).(p  (ê).(p  [T]  =  leV; 
la  fonction  (u)  deviendra 

Le  logarithme  de 

fffda.dè.yl/  [a,  ê),cos.(/)aH-^ê),  o) 
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devient  ainsi 

iog.  t—  ^.  w\  [l.{p'—pq-hq')  -+-  3.{pi-{-qi,Y]  —  etc. 

En  repassant  des  logarithmes  aux  nombres,  et  négligeant,  con- 
formément à  l'analyse  du  n°  20  du  second  livre,  les  puissances 
de  œ  supérieures  au  carré,  l'intégrale  [H)  prendra  cette  forme 


/—    ^". 


h'\fdCi). 


^s^yJZ:,^^.\l.S.{p^^pq-^q^)^:i.S,(pi-^qi,Y] 


c 


ik 


S.[p*—pq+q^]j  représentant  la  somme  des  quantités  p'—pq+q^ 
4-^(0» _p{i)^(o^  etc.  S.{pi+qi,)%  représentant  la  somme  des  quan- 
tités [pi  +  qi^Y  -^  [p^'^  i^'^  -rq^'^  i^^'^Y  +  etc,  et  n  étant  le  nombre  des 
triangles.  Donnons  à  l'intégrale  précédente  cette  forme, 


k^'.fdœ. 


^M---^)' 


iQ 


Q  étant  égal  à 


f^.[|5.(/,'-,,9H-9')+35.(pi  +  9t.)1. 

L'intégrale  doit  être  prise  depuis  6i)=  — ir  jusqu'à  û)  =  ir,  et 
l'on  a  vu  dans  le  numéro  cité  du  second  livre,  qu  elle  peut  être 
étendue  depuis  «  --=  —  oo  jusqu'à  w  =  oo;  alors  l'intégrale  pré- 

cédente,  ou  la  probabilité  de  s,  devient  proportionnelle  à  c  ^^  , 
ou  à 

_     u^ 

k 
11  faut  maintenant  déterminer  la  valeur  de  -p-  Pour  cela  nous 

ferons,  comme  ci-dessus,  usage  des  valeurs  observées  de  T,  T^'\ 
T^*\  etc.  Lorsque  ces  valeurs  sont  en  grand  nombre,  la  somme 
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de  leurs  carrés  divisée  par  leur  nombre  sera  à  fort  peu.  près,  par 
ce  que  nous  avons  établi  dans  le  second  livre,  la  valeur  moyenne 
de  T*  ;  en  faisant  donc 

ô*  =  r  H-  r<^ï*  H-  T'^*  -f.  etc. 

—  sera  cette  valeur  moyenne.  Or,  on  a  cette  valeur  en  multipliant 

chaque  valeur  possible  de  7^,  par  sa  probabilité,  et  en  prenant  la 
somme  de  tous  ces  produits;  l'expression  de  la  valeur  moyenne 
de  T*  sera  donc 

fffda.de.df.T\(p{a).(p{€).^{T-'a^e) 
'-'^  jJfdaM.dT(p{a).(p{e).^{r^a^e)       ' 

les  intégrales  étant  prises  dans  leurs  limites  infinies.  Soit  comme 
ci-dessus 

r=r— a— ê, 

la  fraction  précédente  deviendra 

fff{r+a+sY.daM.dr(p{a).(p{e).ç^(r) 
fffda.d6.dr.(p{a).(p{e).(p(r) 

toutes  ces  intégrales  étant  prises  encore  dans  leurs  limites  infinies. 
Il  est  facile  de  voir  par  l'analyse  précédente,  que  le  numérateur 
de  cette  fraction  est  égal  à  31^¥,  et  que  son  dénominateur  est 

égal  k  t:  la  fraction  devient  ainsi  -r-  ;  en  l'égalant  à  —  on  aura 

*!  — il 
La  probabilité  de  s  est  donc  proportionnelle  à 


C   /«•n'S.(p'-/>9+9')  +  î-^'-lP'+9'.)'] 


Il  est  clair  que  les  valeurs  de  î  et  de  ï,,  qui  rendent  cette  pro- 
babilité le  plus  rapidement  décroissante ,  sont  celles  qui  donnent 
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pi-^qi^=o;  et  alors  Id  correction  précédente  de  l'arc  mesuré, 
devient  nulle.  Le  cas  de  i  et  i,  nuls  donne  donc  la  loi  de  proba- 
bilité des  erreurs  géodésiques,  le  plus  rapidement  décroissante, 
loi  qui  doit  être  évidemment  adoptée. 

De  là  il  est  facile  de  conclure  que  la  probabilité  que  la  valeur 
de  5  sera  comprise  dans  îes  limites  ±5  est  égale  à 

l'intégrale  étant  prise  depuis  t  nul  jusqu'à 


35^       /  n 


P9  +  f)' 


ce  qui  est  conforme  à  ce  que  nous  avons  déduit,  dans  le  n**  1,  de 
la  loi  particulière  de  probabilité  des  erreurs  a,  proportionnelle 
à  c-'^«\ 

Exprimons,  comme  dans  le  n**  3,  l'erreur  d'une  nouvelle  base 
conclue  de  la  première,  par  la  fonction 

h -h  mê -4-  h'^âi^'^  ^-  m^'^g^^^  -+-  etc. 
En  faisant  comme  précédemment 

^^^_iT;    g==zg_i;.r;  a^»J=zi(o_/(o.7(i;     etc. 

la  correction  de  cette  fonction,  relative  aux  valeurs  de  i,  i^,  i^'\  etc. 
sera  — 5.  (/e-hmi\) .  T,  et  l'erreur  de  la  nouvelle  base  ainsi  cor- 
rigée sera 

/a -+-  mê -t-  l^'^a^'^  -+-  m^^Jg^^^  -+-  etc.  (X) 

Soit  s  la  valeur  de  cette  fonction  ;  la  probabilité  de  l'existence  si- 
multanée des  valeurs  s  et  s  des  fonctions  (e)  et  (X)  sera,  par  le 
n**  21  du  second  livre,  proportionnelle  à 

75. 
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les  intégrales  étant  prises  depuis  œ  et  œ  égaux  à  —  oo,  jusqu'à  co 
et  ùo'  égaux  -f-oo.  On  voit  ensuite,  par  l'analyse  du  numéro  cité, 
que  l'on  a 

j.S.fffdaM.dr.(p[a).(p{e).(p{r).[{pa-^ql).a>+(la^ 

les  intégrales  relatives  à  a,  ê,  et  T",  étant  prises  dans  leurs  limites 
infinies;  ce  qui  donne  en  substituant  pour  a  et  S  leurs  valeurs 
précédentes, 

Q=ï-j-mp'-p^+<ii+î'S.{pi+v>y]^ 

Q,=i..^.[5.(/'-m/  +  m')+|.5.(/i  +  mi.)']; 

d'où  Ton  conclut,  par  l'analyse  du  numéro  cité,  que  la  probabi- 
lité de  l'existence  simultanée  des  valeurs  de  s  et  de  5'  est  propor- 
tionnelle à 

_  (Q,.i'-aQ,.ii-t-Qi") 
ç  4(00.-0.') 

OU 

^        4(00,-0.')        40. 

La  mesure  de  la  seconde  base  détermine  la  valeur  de  5',  et  en  la 
nommant  X  comme  ci-dessus,  la  probabilité  àes  sera  proportion- 
nelle à 
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La  valeur  de  5  la  plus  probable  est  celle  qui  rend  nul  l'exposant 
de  c;  ce  qui  donne 


en  faisant  donc 


5  =  A.^  H-  u. 


M  sera  l'erreur  de  l'arc  mesuré  et  diminué  de  -^ ,  et  la  proba- 
bilité  de  cette  erreur  sera  proportionnelle  à 

^.    4(oo,-g.') 

Les  valeurs  de  i,  i^ ,  i^'\  etc.  doivent  être  déterminées  par  la  con- 
dition que  le  coefficient  de  n\  dans  cette  exponentielle,  soit  un 
maximum;  voyons  donc  quelles  sont  les  valeurs  de  ces  quantités, 
qui  rendent  la  fraction 

un  maximum.  Si  Ton  nomme  Q  ce  que  devient  l'expression  de  Q, 
lorsqu'on  y  diminue  l'intégrale  finie  S,[pi-+-qi,)\  de  l'élément 
[pi-+-cii,)\  on  aura 

Q'=Q-|.j.(pM-7'.)^ 

Si  Ton  nomme  pareillement  Q\  ce  que  devient  l'expression  de  Q, , 
lorsque  Ton  y  diminue  l'intégrale  finie  5.(pï  +  ^/,)  (//-h m/,)  de 
l'élément  [pi-^-qi,)  {li-hmi^)y  on  aura 

Q\  =  Q^  —  \.j.{pi'i-(}i^){li  hmi,). 
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Enfin,  si  l'on  nomme  Q,  ce  que  devient  Q,,  lorsque  l'on  y  dimi'- 
nue  l'intégrale  finie  5.(/i-f-mi,)*,  de  l'élément  {li-hmi,)*;  on  aura 

La  fraction 

Q'. 


surpasse  la  fraction 

car  en  substituant  dans  la  première ,  au  lieu  de  Q,  Q\  et  Q\  leurs 
valeurs,  et  réduisant  au  même  dénominateur,  son  excès  sur  la 
seconde,  le  numérateur  de  cet  excès  devient 

Nommons  encore  (/,  ce  que  devient  Q'  lorsqu'on  en  retranche 

■j.'j.{p^'^ i^'^-hq^'^  i^'^) ,  et  par  conséquent  ce  que  devient  Texpression 

de  Q  lorsque  l'on  y  diminue  Tintégrale  S[pi'^-qi,)\  des  deux  élé- 
ments (pî-h  çiVj'  -t-  ip^'^  t^'^  -t-  7^'^  ii^'^Y'  Nommons  pareillement  Q,\ 
ce  que  devient  Q\  lorsqu'on  en  retranche 

enfin,  nommons  Q\  ce  que  devient  Q\  lorsque  Ton  en  retranche 
on  verra  par  le  même  procédé ,  que  la  fraction 

q; 


DEUXIÈME  SUPPLEMENT.  599 

surpasse  la  fraction 

et  par  conséquent  la  fraction 

En  continuant  ainsi,  on  voit  que  cette  dernière  fraction  devient 
à  son  maximum,  lorsque  les  intégrales  finies  S[pi-^qi^y, 
S[pi-hcii,).[li'-\-mi,),  et  5(/iH-mii)*,  sont  nulles,  dans  les  ex- 
pressions de  Q,  Oi  et  Q,;  ce  qui  revient  à  supposer  nulles  les 
valeurs  de  i,  ?,,  i^'\  etc.  Cette  supposition  donne  donc  la  loi  de 
probabilité  des  valeurs  de  Q,  le  plus  rapidement  décroissante,  et 
alors  on  a 

Q^=^.S.(î'  —  ml-hm'). 

Le  poids  de  l'erreur  u  devient  ainsi 

_  91 


s,.-„.,,-tHW!ii)"I 

Il  est  facile  de  voir  que  ce  résultat  coïncide  avec  le  résultat  ana- 
logue du  n°  3. 
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Sur  h  probabilité  des  résultats  déduits  par  des  procédés  quelconques , 
d'un  grand  nombre  d'observations. 

La  vraie  marche  des  sciences  naturelles  consiste  à  remonter  par 
la  voie  de  Tinduction,  des  phénomènes  aux  lois,  et  des  lois  aux 
forces.  On  redescend  ensuite  de  ces  forces  à  l'explication  com- 
plète des  phénomènes  jusque  dans  leurs  plus  petits  détails.  L'ins- 
pection attentive  d'un  grand  ensemble  d'observations,  et  leurs 
comparaisons  multipliées  font  pressentir  les  lois  qu'il  recèle.  L'ex- 
pression analytique  de  ces  lois  dépend  de  coefficients  constants 
que  l'on  nomme  éléments.  On  détermine  par  la  théorie  des  pro- 
babilités, les  valeurs  les  plus  probables  de  ces  éléments;  et  si,  en 
les  substituant  dans  les  expressions  analytiques,  ces  expressions 
satisfont  à  toutes  les  observations,  dans  les  limites  des  erreurs 
possibles,  on  sera  sûr  que  ces  lois  sont  celles  de  la  nature,  ou 
du  moins  qu'elles  en  sont  très-peu  dijfférentes.  On  voit  par  là 
combien  est  utile  l'application  du  calcul  des  probabilités  à  la 
philosophie  naturelle,  et  combien  il  est  essentiel  d'avoir  des  mé- 
thodes pour  tirer  des  observations  les  résultats  les  plus  avanta- 
geux. Ces  résultats  sont  évidemment  ceux  avec  lesquels  une  même 
erreur  est  moins  probable  qu'avec  tout  autre  résultat.  Ainsi  la 
condition  qu'il  faut  remplir  dans  le  choix  d'un  résultat  est  que  la 
loi  de  probabilité  de  ses  erreurs  soit  le  plus  rapidement  décrois- 
sante. Avant  l'application  du  calcul  des  probabilités  à  cet  objet, 
chaque  calculateur  assujettissait  les  résultats  des  observations  aux 
conditions  qui  lui  paraissaient  être  les  plus  naturelles.  Maintenant 
que  l'on  a  des  formules  certaines  pour  obtenir  le  résultat  le  plus 
avantageux,  il  ne  peut  plus  y  avoir  d'incertitude  à  cet  égard,  du 
moins  lorsque  l'on  fait  usage  des  facteurs.  On  peut,  non-seule- 
ment déterminer  ce  résultat,  mais  encore  assigner  la  probabilité 
des  erreurs  des  résultats  obtenus  par  d'autres  procédés,  et  com- 
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parer  ces  procédés  à  la  méthode  la  plus  avantageuse.  L'excessive 
longueur  des  calculs  que  cette  méthode  exige,  lorsque  Ton  em- 
ploie un  très-grand  nombre  d'observations,  ne  permet  pas  alors 
d'en  faire  usage.  Mais  en  groupant  convenablement  les  équations 
de  condition ,  et  en  appliquant  cette  méthode  aux  équations  qui 
résultent  de  chacun  de  ces  groupes,  on  peut  à  la  fois  simplifier 
considérablement  les  calculs,  et  conser\er  une  partie  des  avantages 
qui  lui  sont  attachés,  comme  on  le  verra  dans  la  suite.  Quel  que 
soit  le  procédé  dont  on  fait  usage,  il  est  très-utile  d'avoir  un 
moyen  pour  déterminer  la  probabilité  des  résultats  auxquels  on 
parvient,  surtout  lorsqu'il  s'agît  d'éléments  importants.  On  aura 
facilement  cette  probabilité,  parla  méthode  suivante. 

1 .  Considérons  d'abord  un  cas  fort  simple ,  celui  des  angles 
mesurés  au  moyen  du  cercle  répétiteur  :  supposons  qu'à  la  fin  de 
chaque  opération  partielle  on  lise  la  division  correspondante  du 
cercle;  on  aura  en  partant  du  point  de  départ  une  suite  de  termes 
dont  le  premier  sera  l'angle  même;  le  second  sera  le  double  de  cet 
angle,  le  troisième  en  sera  le  triple,  et  ainsi  de  suite.  Désignons 

par  ili,  .4,, Any  ces  différents  termes,  et  par  a,^a^, a„,  les  ti 

angles  partiels  successivement  mesurés.  On  aura 

A,— -a,, 

A.^ia.-ha.-i-a,, 
etc. 

et  si  l'on  nomme  y  le  véritable  angle  simple,  on  aura  cette  suite 
d'équations, 

j— fl,-+-a:,  =  o, 

y  —  a,-^x,=  o,  (a) 


TOME   Vil.  76 
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x^y  x^y  x^y  etc.  étant  les  erreurs  des  angles  a^y  a^y  a^y  etc.  On  aura, 
par  le  n"*  20  du  second  livre,  le  résultat  le  plus  avantageux,  en 
multipliant  par  Tunité  chacune  des  équations  précédentes,  et  en 
les  ajoutant;  ce  qui  donne 

aj  +  a, . . . .  +  ttn        a?i + X, . . .  • + ar,» 

^  n  n  ' 

En  supposant  x^y  x^y  etc.  nuls,  on  aura  le  résultat  de  la  méthode 
la  plus  avantageuse;  et  Terreur  de  ce  résultat  sera  -^ — i:^2j_^ — » 
En  désignant  par  u  cette  erreur,  on  voit,  par  le  numéro  cité,  que 

la  probabilité  de  u  est  proportionnelle  à  c  ^^  y  k  étant  égal 
à  fdx.  (p  [x]  y  et  Ji  étant  égal  à  fa^dx.  ^  (a?)  ;  ^  (^)  étant  la  loi  de 
probabilité  des  erreurs  x  des  observations  partielles,  cette  loi  étant 
supposée  la  même  pour  les  erreurs  positives  et  négatives ,  et  pou- 
vant s  étendre  à  l'infini  :  c  est  toujours  le  nombre  dont  le  loga- 
rithme hyperbolique  est  Tunité. 

Swanberg,  dans  son  excellent  ouvrage  sur  le  degré  de  Laponie, 
expose,  pour  déterminer  j,  un  nouveau  procédé  fondé  sur  les 
considérations  suivantes.  Chaque  terme  de  la  série  il,, il,,  etc. 
peut  donner  sa  valeur,  qui  peut  être  également  déterminée  par  la 
diflérence  A, — A,  de  deux  termes  quelconques  de  cette  série, 
5' étant  plus  grand  que  $.  Cette  différence  divisée  par  s — s  donne 
une  valeur  de  j  d'autant  plus  exacte,  que  ce  diviseur  est  plus 
grand.  En  la  multipliant  donc  par  ce  diviseur,  on  la  rendra  pré- 
pondérante en  raison  de  son  exactitude.  Si  Ton  fait  ensuite  une 
somme  de  ces  produits,  et  qu'on  la  divise  parle  nombre  d'angles 
simples  qu'elle  contient,  on  aura  une  valeur  de  j  qui,  conclue  de 
toutes  les  combinaisons  des  quantités  4,,  4,,  etc.  en  donnant 
à  chacune  de  ces  combinaisons  l'influence  qu'elle  doit  avoir, 
semble  devoir  approcher  de  la  vérité ,  le  plus  près  qu'il  est  possible. 
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Cela  serait  juste,  en  efifet,  si  toutes  ces  valeurs  j  étaient  indé- 
pendantes; mais  leur  dépendance  mutuelle  fait  que  les  mêmes 
angles  simples  sont  employés  plusieurs  fois,  et  d'une  manière 
différente  pour  chacun  d'eux  ;  ce  qui  doit  changer  les  probabilités 
respectives  des  valeurs  de  j,  et  par  conséquent  la  probabilité  de 
la  valeur  moyenne.  C'est  un  nouvel  exemple  des  illusions  aux- 
quelles on  est  exposé  dans  ces  recherches  délicates. 

Le  procédé  dont  il  s'agit  revient  à  former  la  somme  des  diffé- 
rences il/ — A, y  s  étant  plus  grand  que  5,  et  devant  avec  cette  con- 
dition, être  étendu  depuis  5=1 ,  jusqu'à  5' =71.  s  doit  être  étendu 
depuis  5=0,  jusqu'à  5=n —  1,  et  l'on  doit  faire  i4o=o.  En  divi- 
sant ensuite  cette  somme  par  le  nombre  d'angles  simples  qu'elle 
contient,  on  a  la  valeur  de  j.  Il  est  aisé  de  voir  que  cette  valeur  est 


n.n  +  \ .  n  +  2 


1.2.3 

SA^  exprimant  la  somme  des  quantités  4,,  4, —  A„;  SS.A^^  est 
la  somme  des  quantités 


ilj-H— il,.  •  •  •  — r"ii„_|  ; 

l'angle  a^  est  contenu  n — iH-i  fois  dans  S.A^;  il  est  contenu 
-  fois  dans  la  fonction  SS.  4^,  ;  il  est  donc  contenu 


1.2 
i.n— i+i 


fois  dans  l'expression  précédente  de  y.  De  là  il  suit 


n.n+i.ïi  +  a 
1.2.3 

76. 
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que  ce  procédé  revient  à  multiplier  les  équations  (a)  respective- 
ment par  les  facteurs 

n  'j./i  — 1  3.n— 2 

iznzr     inmr  «  im!^!!!     r^^^  *  zzzzi    nmn  »        eiC. 


n.n  +  i.n  +  2  n.n  +  i.n  +  2  n.n  +  i.n  +  2 

6  6  6 

et  alors  on  trouve,  par  le  n"*  20  du  second  livre,  que  la  proba- 
bilité de  Terreur  «  dans  l'expression  précédente  de  y  est  propor- 
tionnelle à 

k  g* 

Mi  étant  ici  égal  à  — '  ;  l'intégrale  S.  M*  devant  com- 

n.  n  +  i .  n  +  a 

6 
prendre  toutes  les  valeurs  de  A/,'  depuis  (=i  jusqu'à  i=n  in- 
clusivement. On  a  ainsi 

71.  71+  I  .  n  +  2 


n  étant  supposé  fort  grand,  cette  valeur  de  S. M*  se  réduit  à  fort 
peu  pr^ 
nelle  à 


peu  près  à  -f —  ;  la  probabilité  de  Terreur  u  est  donc  proportion- 


,    k 

ik 
C 


On  vient  de  voir  que  dans  la  méthode  la  plus  avantageuse,  la 
probabilité  d'une  pareille  erreur  du  résultat  est  proportionnelle  à 


"TÎF 


Ainsi  pour  que  les  mêmes  erreurs  deviennent  également  pro- 
bables, les  observations  doivent  être,  dans  le  procédé  de  Swan- 
berg,  plus  nombreuses  que  dans  le  procédé  ordinaire,  suivant  le 
rapport  de  six  à  cinq. 
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On  pourrait  croire  que  le  résultat  obtenu  par  le  procédé  de 
Swanberg  étant  une  nouvelle  donnée  des  observations,  sa  com- 
binaison avec  le  résultat  de  la  méthode  ordinaire  doit  donner 
un  résultat  plus  exact  et  dont  la  loi  de  probabilité  des  erreurs 
soit  plus  rapidement  décroissante;  mais  l'analyse  prouve  que  cela 
n'est  pas.  Considérons,  en  efTet,  le  système  d'équations, 

Pi/  — «1-^-^1=0, 

Pty—a,'^x,=o,  {b) 


x^yX^,  etc.  étant  comme  ci-dessus,  les  erreurs  des  observations.  La 
méthode  la  plus  avantageuse  prescrit  de  multiplier  ces  équations, 
respectivement  par/>,,^,,  etc.  et  de  les  ajouter;  ce  qui  donne 

SpiUi        S.fiXi 

le  signe  S  comprenant,  comme  ci-dessus,  toutes  les  valeurs  qu'il 
précède,  depuis  i=i  jusqu'à  i  =  7i  inclusivement.  Le  premier 
terme  de  cette  expression  sera  la  valeur  de  y  donnée  par  la  mé- 
thode la  plus  avantageuse,  et  son  erreur  sera  'f\';  en  la  dési- 
gnant par  u,  sa  probabilité  sera,  par  le  n°  20  du  second  livre, 
proportionnelle  à 


k 
c 


-W-'P' 


Si  l'on  multiplie  les  équations  (6)  respectivement  par  m^,  m,,  m,,  etc. 
leur  somme  donnera 

^        S.mipi        S.niipi' 
Le  premier  terme  de  cette  expression  sera  la  valeur  de  y,  relative 
au  système  des  facteurs  m,,m^y  etc.  et  77^ — '—^  sera  l'erreur  de  cette 
valeur,  erreur  que  nous  désignerons  par  u.  Si  Ton  fait 
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la  probabilité  de  Texistence  simultanée  de  /  et  de  /'  sera ,  par  ie 
n*'  21  du  second  livre,  proportionnelle  à 


^V''S.mf^2U'.S.m,p,+l\S.pn 

_        2K  .D 

E  étant  égal  à  5.m,'.5./>," — (5m,/>;)*.  Or  on  a 

lz=u.S.pi*y     l  =  u.  S.niipi; 
l'existence  simultanée  de  u  et  de  u  est  donc  proportionnelle  à 

c 
soit  e  la  dififérence  des  valeurs  précédentes  de  y,  on  a 

S.  Pi  a:        S.ni:ai 

l'égalité  de  ces  valeurs  corrigées  respectivement  de  leurs  erreurs  u 
et  u  donne 

€=u  —  u  ; 

l'exponentielle  précédente  devient  ainsi 

e  est  une  quantité  donnée  par  les  observations;  la  valeur  de  u  qui 
rend  cette  exponentielle  un  maximum  est  évidemment  m  =  o  ; 
ainsi  la  considération  du  résultat  donné  par  le  système  de  facteurs 
m^^m^y  etc.  n'ajoute  aucune  correction  au  résultat  de  la  méthode 
la  plus  avantageuse,  et  ne  change  point  la  loi  de  probabilité  de  son 
erreur  «,  qui  reste  toujours  proportionnelle  à 

C 

Si  le  très-grand  nombre  des  équations  de  condition  ne  permet 
pas  de  leur  appliquer  cette  méthode,  il  y  aura  toujours  de  l'avan- 
tage à  l'appliquer  à  des  équations  résultantes  de  groupes  de  ces 
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équations.  Supposons  que  Ton  ait  r  groupes  formés,  chacun,  de  s 
équations ,  en  sorte  que  n  =  rs;  on  aura  les  r  équations  suivantes  : 

P,.y—A,-+-X,=Oy 

P..j-4.-hA,  =  o,  (V); 


OÙ  Ton  a 


P,.j  — i4,H-A,=o; 


^*» 


ilj  =  tti  -h  a,. . . .  -f-  a,, 

etc. 

En  appliquant  aux  équations  (V)  le  procédé  de  la  méthode  la  plus 
avantageuse,  on  a 

le  signe  5  embrassant  toutes  les  quantités  qu'il  précède,  depuis 

<=  1  jusqu'à  t=r  inclusivement.     '    *   '  est  l'erreur  de  la  valeur 
S  P  A      .  o.Ft 

'  p/  prise  pour  j;  en  désignant  par  u  cette  erreur,  sa  probabi- 
lité sera,  par  le  n°  20  du  second  livre,  proportionnelle  à 


afc"    S.mf 

^  y 

m»,  m,,  etc.  étant  les  coefficients  de  x^j  a?,,  etc.  dans  l'expression 
de  u;  et  l'intégrale  S. m*  s'étendant  depuis  i  =  o,  jusqu'à  i=n 
inclusivement.  Or  il  est  aisé  de  voir  que  Ton  a 

—  .A-  — -^L.  _     Pi 

_  p,'  _  ^.  . 

"^j^w  —  t'   p î  » ^tn-^  Q  pi  î 

^'^M^i-i-— ^  ^j   pi  f  ^*^- 
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De  là  il  est  facile  de  conclure  que  Ton  a 

la  probabilité  de  u  est  donc  proportionnelle  à 

k      r 
C      '^      " 

Si  Ton  réunissait  toutes  ces  équations  en  un  seul  groupe,  la  pro- 
babilité de  u  serait  proportionnelle  à 

k       u* 

car  alors  r  deviendrait  l'unité;  P^  deviendrait  5.p,-;  P,,  P^y  etc. 
seraient  nuls.  Le  poids  du  résultat  ou  le  coefficient  de  —  a*,  serait 
donc,  dans  le  premier  cas, 

et  dans  le  second  cas,  il  serait 

Or  la  première  de  ces  quantités  surpasse  la  seconde  ;  en  effet 

(5.p,)'=-(^.-HP. +  P0'- 

Si  dans  le  développement  de  ce  dernier  carré,  on  substitue  au  lieu 
du  produit  sPjP,  sa  valeur  P,*-hP^* —  [P^  —  P,)%  et  ainsi  des 
autres  produits,  on  voit  que  ce  carré  est  égal  à  r.S.Pt\  moins  une 
quantité  positive  ;  il  y  a  donc  de  l'avantage  à  partager  les  équa- 
tions de  condition  en  plusieurs  groupes,  auxquels  on  applique  la 
méthode  la  plus  avantageuse. 

On  voit  encore  qu'il  y  a  de  l'avantage  à  augmenter  le  nombre 
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des  groupes.  Car  si  l'on  suppose  r  pair  et  égal  à  ar,  le  poids  du 
résultat  relatif  au  nombre  r  de  groupes  sera  proportionnel  à 

r'.[{P.H-P,)'-+-(P.-HP.)'....-H(P„..,-^-P.„)']; 

et  le  poids  du  résultat  relatif  k  ir  groupes  sera  proportionnel  à 

Cette  dernière  quantité  surpasse  la  précédente ,  comme  on  le  voit 
en  observant  que 

a{P*.-hP,)>-(^.-^^0*- 
Si  les  équations  de  condition  renferment  plusieurs  éléments  in- 
connus, j,  y,  etc.  il  y  aura  toujours  de  l'avantage  à  les  partager  en 
groupes,  pour  appliquer  aux  équations  résultantes  de  ces  groupes 
la  méthode  la  plus  avantageuse.  Plus  on  multipliera  ces  groupes, 
plus  on  augmentera  le  poids  des  résultats. 

Mais,  de  quelque  manière  que  Ton  ait  obtenu  ces  résultats,  on 
pourra  toujours  déterminer  par  le  théorème  suivant  la  probabilité 
de  leurs  erreurs.  Si  Ton  a,  par  un  procédé  quelconque,  tiré  des 
équations  de  condition,  Féquation  j — a  =  o;  il  est  clair  que  Ton 
a  multiplié  les  équations  de  condition,  respectivement  par  des 
facteurs  M,,  Af,,  A/,,  etc.  tels  que  les  inconnues  ont  disparu,  à 
lexception  de  j,  qui  a  Tunité  pour  facteur.  L'erreur  ii  du  résultat 
y=^a  est  évidemment  Af» .  x^  -+-  Af, .  ic,  -r-  etc.  la  probabilité  de 
cette  erreur  sera  donc,  par  le  n**  20  du  second  livre,  proportion- 
nelle à 


le  signe  S  s  étendant  à  toutes  les  valeurs  de  i  depuis  i=i  jusqu'à 

i=n,  n  étant  le  nombre  des  observations.  Tout  se  réduit  donc  à 

déterminer  dans  le  procédé  que  l'on  a  suivi  les  facteurs  Af,,  Af,,  etc. 

Si,  par  exemple,  les  équations  de  condition  renferment  deux 
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inconnues  j  et  y;  et  si,  pour  former  les  deux  équations  finales,  on 
ajoute  ensemble  toutes  ces  équations,  i""  en  changeant  les  signes 
des  équations  dans  lesquelles  j  a  le  signe  — ;  2**  en  changeant  les 
signes  des  équations  dans  lesquelles  y  a  le  signe — ;  on  obtiendra 
par  ce  procédé ,  dont  on  a  souvent  fait  usage ,  deux  équations  que 
nous  représenterons  par  les  suivantes  : 

Py'^Ry—A=o, 
P.y-^Ry—A,=  o. 

En  multipliant  la  première  de  ces  équations  par 

R. 


et  la  seconde  par 


on  aura  en  les  ajoutant 


Ph,-PM' 


y    pR,^p,R  —^' 

Dans  les  équations  de  condition,  rr,  a  été  multiplié  par  ±  1,  le 
signe  —  ayant  lieu  si ,  pour  former  les  équations  finales ,  on  a 
changé  les  signes  de  l'équation  i*^"^ .  De  là  il  est  facile  de  conclure 
que  si  Ton  désigne  par  s  le  nombre  des  équations  de  condition 
dans  lesquelles  les  coefficients  de  y  et  de  y  ont  le  même  signe , 
on  aura 

S  i/«-  ^^'iR^-RY  +  {n'-s).{R,  +  Ry 

On  simplifiera  le  calcul  en  préparant  les  équations  de  condi- 
tion de  manière  que  dans  toutes  le  coefficient  de  j  ait  le  signe  -f-. 
On  formera  ensuite  une  première  équation  finale,  en  ajoutant 
les  s  équations  dans  lesquelles  le  coefficient  de  y'  a  le  signe  -+-. 
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On  formera  une  seconde  équation  finale,  en  ajoutant  les  n  —  s 
équations  dans  lesquelles  le  coefficient  de  y  a  le  signe  — .  Soient 

ces  deux  équations.  En  multipliant  la  première  par  f       f   -,  et  ia 
seconde  par  ^   ^  .   ,  on  aura 

et  il  est  facile  de  voir  que 

^'^'~    {f9>+M    • 

Ces  valeurs  de  y  et  de  S.  M*  coïncident  avec  les  précédentes, 
comme  il  est  aisé  de  le  voir  en  observant  que  Ton  a 

P=f-hf,,     R=g—g,,     A=h-^k, 

P,=f—J,,        R^=:g^^g  ,        A,=  h  —  II,. 

Les  équations  de  condition  étant  représentées  généralement  par 
la  suivante, 

si  on  les  multiplie  respectivement  par  m,,  m,,  etc.  et  qu'on  les 
ajoute ,  on  aura  Téquation  finale 

0  =  5.  niiXi  —  5 .  midi  -h  y.  S .  m,p,  -t-J .  S .  miqi  ; 

si  Ton  multiplie  ensuite  les  mêmes  équations  respectivement  par 
/},,  //,,  etc.  on  aura,  en  les  ajoutant,  Téquation  finale 

o = 5 .  riiXi  —  5 .  îiiai  -h  y  S .  Uipi  -f-  y.  S .  n,qf,. 

En  multipliant  la  première  de  ces  équations  par  -lyïl ,  et  la  se- 
conde par '___jii  ^  j  étant  égal  à 

S .  m,p,- .  S .  Tii^i — S.  îiipi .  5 .  nij-qf,- ; 

77. 
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on  aura 

(5.m,a,.«S.n,y,— 5.n,a,.5m,y,) 

H  j  . 

Ce  dernier  terme  est  Terreur  de  ia  valeur  que  l'on  obtient  pour  j, 
en  supposant  nuls  x^,  a:, ,  etc.  on  a  donc  alors 

mi  —  1  ; 

d'où  il  est  facile  de  conclure 

C  =C  y 

en  faisant 

H=S.mi\  [S.iïiCiiY  —  2  . S . niirii.  S . mitji . S . rti^i -h S .  n*.  (5.m,9,)*; 

résultat  qui  coïncide  avec  celui  du  n"*  21  du  second  livre,  dans 
lequel  nous  avons  prouvé  que  le  maximum  du  coefficient  de  —  a' 
dans  cette  exponentielle  a  lieu  lorsque  l'on  suppose  généralement 
m,=::pi,  ni=qi:  cette  supposition  donne  donc  le  résultat  le  plus 
avantageux,  ou  celui  dont  le  poids  est  un  maximum. 

On  déterminera  la  valeur  de  — p ,  au  moyen  des  carrés  des 

restes  qui  ont  lieu  lorsque  Ton  substitue  dans  les  équations  de 
condition  les  valeurs  déterminées  pour  j  et  y.  En  désignant  par  e, 
ce  reste  dans  la  i'^  équation  de  condition, 

o=Xi  —  ai-hpi.y'+-qiy\ 

et  désignant  par  u  et  u  les  erreurs  de  ces  valeurs,  on  aura 

o=Xi-hei—piU  —  qiu; 
(  e  qui  donne 

S . e*  =     S. Xi*  —  2U.S  piXi  —  2 u. S. qiXi 
-+-  u\  S.  Pi*  -+-2UU.  S.pi^i  -f-  u* .  s.  (Ji*. 
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On  a,  par  le  n**  19  du  second  livre, 

ensuite  les  valeurs  u  et  u  cessent  d'être  vraisemblables  lorsqu'elles 
surpassent  les  quantités  de  Tordre  — n.  Les  valeurs  de  SpiXi,  et 

ScjiXi  cessent  d'être  vraisemblables  lorsqu'elles  surpassent  des  quan- 
tités de  l'ordre  yV;  les  valeurs  de  —  2u.SpiXi  et  —  2u  .ScjiXi 
cessent  donc  d'être  vraisemblables  lorsqu'elles  cessent  d'être  d'un 
ordre  fini,  ti  étant  supposé  infiniment  grand.  Spi\  5p,^,  et  5^,*  étant 
de  l'ordre  n,  les  valeurs  de  n\Spi\  2nu.Sp{(ji,  u\Sqi^  cessent  d'être 
vraisemblables  lorsqu'elles  cessent  d'être  des  quantités  finies.  On 
peut  donc  négliger  toutes  ces  quantités,  et  supposer,  quel  que  soit 
le  procédé  dont  on  fait  usage, 


k" 
Sei'=j.n; 


ce  qui  donne 


2k"  ~  2.Sei' 


2.  Les  métbodes  précédentes  se  réduisent  à  multiplier  chaque 
équation  de  condition,  par  un  facteur,  et  à  ajouter  tous  ces  pro- 
duits, pour  former  une  équation  finale.  Mais  on  peut  employer 
d'autres  considérations  pour  obtenir  le  résultat  cherché.  Par 
exemple,  on  peut  choisir  celle  des  équations  de  condition  qui  doit 
le  plus  approcher  de  la  vérité.  Le  procédé  que  j'ai  donné  dans  le 
n""  40  du  troisième  livre  de  la  Mécanique  céleste  est  de  ce  genre. 
En  supposant  les  équations  [b)  du  numéro  précédent,  préparées 
de  manière  que  p,,  p,,  p,,  etc.  soient  positifs,  et  que  les  valeurs 


p/  p, 

de  rr,,  x^,  etc.  nuls,  forment  une  série  décroissante;  le  procédé 


— ,  — ,  etc.  de  j,  données  par  ces  équations  dans  la  supposition 
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dont  ii  s  agit  consiste  à  choisir  Téquation  de  condition  r*^,  telle 
que  l'on  ait 

Pi-^P -t-/>r-i  <Pr       -4-/>r^i "f-pa, 

Pi  -h Pi-  •  •  •  -1-Pr      >PrH.l -H^r-n* -^P.. 

et  à  supposer 

^  Pr 

Cette  valeur  de  j  rend  un  minimam,  la  somme  de  tous  les  écarts 
des  autres  valeurs,  pris  positivement;  car  en  nommant  x,,  x,,  etc. 
ces  écarts;  a;»,  rc, .  .  .  .  oj^^,  seront  positifs,  et  a;^^, ,  x,^  .  .  .  .  j;„, 
seront  négatifs.  Si  Ton  accroît  la  valeur  précédente  de  j ,  de  la 
quantité  infiniment  petite  5j,  la  somme  des  écarts  positif  a:,, 
x^ Xr^,  diminuera  de  la  quantité 

mais  la  somme  des  écarts  négatifs  pris  avec  le  signe  -+-  augmen- 
tera de  la  quantité 

37-(pr^»-Hp,^, -^Pn); 

l'écart  Xr  devienxira  Pr^^y-  La  sonune  des  écarts  pris  tous  positi- 
vement sera  donc  augmentée  de  la  quantité 

^J-  {pr-^Pr^i -H  Pr.  —  Pi  —  p..  .  .  .  —  Pr-i  )  .' 

par  les  conditions  auxquelles  le  choix  de  l'équation  /^"^  est  assu- 
jettie, cette  quantité  est  positive.  On  verra  de  la  même  manière 

que  si  Ton  diminue  —,  de  Sj,  la  somme  des  écarts  pris  positivement 
Pr 

sera  augmentée  de  la  quantité  positive , 

^J-  (P»  "*"/^« '^Pr Pr^  -r-pr^t p„). 

Ainsi  dans  les  deux  cas  d'un  accroissement  et  d'une  diminution 
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de  la  valeur  -^^  de  j,  la  somme  des  écarts  pris  positivement  est 

augmentée.  Cette  considération  semble  donner  un  grand  avantage 
à  la  valeur  précédente  de  j,  qui,  lorsqu'il  s  agit  de  choisir  un 
milieu  entre  les  résultats  d'un  nombre  impair  d'observations,  de- 
vient le  résultat  équidistant  des  extrêmes.  Mais  le  calcul  des  pro- 
babilités peut  seul  faire  apprécier  cet  avantage  ;  je  vais  donc  l'ap- 
pliquer à  cette  question  délicate. 

Les  seules  données  dont  nous  ferons  usage  sont  que  l'équation 
de  condition 

o  =  rr, —  «r-H/^rJ, 

donne,  abstraction  faite  des  erreurs,  une  valeur  de  y  plus  petite 
que  les  r —  i  équations  antérieures,  et  plus  grande  que  les  n  —  r 
équations  postérieures;  et  que  l'on  a 

/?,H-/).. . . . -hp^,<:p,   -hp^,  —  -4-/)n; 

On  a 

a,  X,    Ur  Xr 

'^~~7>~h    ~7r~  Pt' 


ce  qui  donwe 

x,        a, 
p.        p. 

Or             Xr 
Pr              Pr 

Ainsi  —  surpassant  —,  —  surpasse  —.11  en  est  de  même  de  —, 

p.  '^  Pr       px  ^  Pr  Pt 

—  etc.  jusqu'à -^^.  On  verra  delà  même  manière  que  -^^,  -^^.... 

P>  ••  ^  Pr-,  ^  Pr^,      Pr^ 

OC  T 

—  sont  moindres  que  — .   Ainsi  les  seules  conditions  auxquelles 

nous  assujettirons  les  erreurs  et  les  équations  de  condition  sont 
les  suivantes  : 

5  >  r    j  l    ^  ^^  '^    i 

J'  Pr     )  (/>.  7r     ) 
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Pi-4-pi  —  '+'p^x<zpr  -f-p,^,  —  -+-p«; 

C'est  uniquement  d'après  ces  données  des  observations,  que  nous 
allons  déterminer  la  probabilité  de  Terreur  Xr.  Nous  naurons 
d'ailleurs  aucun  égard  à  Tordre  qu'observent  entre  elles  les  r — i 
premières  équations  de  condition,  et  les  a -^r  dernières,  ni  aux 
valeurs  des  quantités  a,y  d^^.  ..a^. 

Représentons  comme  ci-dessus  par  ^  [x)  la  loi  de  probabilité  de 
Terreur  x  des  observations  ;  et  pour  exprimer  que  cette  probabi- 
lité est  la  même  pour  les  erreurs  positives  et  négatives,  supposons 
^  [x)  fonction  de  x\ 

Maintenant,  si  Ton  suppose  x^  positif,  la  probabilité  que  x^  sur- 


passera  p, .  — ,  sera 


1  T'fdx.(p{x) 

2  k 


Xr 


Tintégrale  fdx.(p[x)  étant  prise  depuis  a?=o,  jusqu'à  x=p,.  —, 

Pr 

et  k  étant  comme  ci-dessus,  cette  intégrale  prise  depuis  x  nul 


^r- 


jusqu'à  X  infini.  La  probabilité  que  les  quantités  —,—... 

seront  toutes  plus  grandes  que  —,  est  donc  proportionnelle  au 

Pr 
produit  des  r —  i  facteurs 

_  fdx.(p{x)  __     fdx.(p{x) 

k        ^  k        ' 

Tintégrale  du  premier  facteur  étant  prise  depuis  x  =  o^  jusqu'à 

x=p^.  —  ;  Tintégrale  du  second  facteur  étant  prise  depuis  x=o, 

^  P^  j. 

jusqu'à  0;=^,.—  et  ainsi  de  suite. 

Pareillement  toutes  les  quantités  -î^,  -^^^ —  étant  suppo- 

sées  plus  petites  que  —,  on  voit,  par  le  même  raisonnement,  que 
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la  probabilité  de  cette  supposition  est  proportionnelle  au  produit 

des  71  —  r  facteurs. 

fdx.çlx)  fdxMx) 

l-h^ — 'k'         ^'^        k        ' 

l'intégrale  du  premier  facteur  étant  prise  depuis  x=o  jusqu'à 

x=pr^,.  —  ^  celle  du  second  facteur  étant  prise  depuis  x=o 

jusqu'à  x  =  pr^t.  —  ^  et  ainsi  de  suite.  La  probabilité  de  l'erreur 

Xr  est  9(^r)  ;  ainsi  la  probabilité  que  l'erreur  de  la  r*^"^  observation 
sera  x^y  et  que  la  valeur  de  y  donnée  par  la  r"^"**  équation  sera 
plus  petite  que  les  valeurs  données  par  les  équations  précédentes, 
et  surpassera  les  valeurs  données  par  les  équations  suivantes; 
cette  probabilité,  dis-je,  sera  proportionnelle  au  produit  des  n— i 
facteurs  précédents  et  de  ^(^r)- 

a; étant  supposé  très-petit,  on  a,  aux  quantités  près  de  Tordre  x\ 

fdx.(p[x)=icij.(p[6)'\-'\.x\(p\o)\ 

,         d  (b  (x\ 
(p\o)  étant  ce  que  devient     y  ' ,  lorsque  x  est  nul.  Dans  la  ques- 
tion présente,  <p[x)  étant  une  fonction  de  x*,  on  a  (p'(o)=o,  et 
alors  on  a 

fdx.(p[x)=:iX.(p[o). 

Les  facteurs  précédents  deviendront  ainsi,  en  faisant  —  =^, 

X-pl       ^ 


S  <P(o) 
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Si  Ion  désigne  par  ^''(o)  la  valeur  de      fy  lorsque  x  est  nid, 

(p{xr)  devient 

?'(o)-Hi^^^<?». 

La  somme  des  logarithmes  hyperboliques  de  tous  ces  facteurs 
est  aux  quantités  près  de  l'ordre  C,  en  divisant  le  facteur  (p{xr) 
par  (p(o), 

—  C  .  -^  •  (p.  -\-p,-  •  •  --hPr-,  —  Pr*.  —Pr^, — />,) 

La  probabilité  de  C  est  donc  proportionnelle  à  la  base  c  des  lo- 
garithmes hyperboliques,  élevée  à  une  puissance  dont  Texpo- 
sant  est  la  fonction  précédente.  On  doit  observer  qu'en  vertu  des 
conditions  auxquelles  le  choix  de  Téquation  r"^"^  est  assujetti,  la 
quantité 

est,  abstraction  faite  du  signe,  une  quantité  moindre  que  pr;  et 

qu  ainsi,  en  supposant  ^  de  l'ordre  — =,  le  nombre  n  des  obser- 

\/n 

vations  étant  supposé  fort  grand;  le  terme  dépendant  de  la  pre- 
mière puissance  de  ^ ,  dans  la  fonction  précédente ,  est  de  Tordre 

— ^  ;  on  peut  donc  le  négliger,  ainsi  que  le  dernier  terme  de  cette 
fonction.  En  désignant  donc  par  S.p'  la  somme  entière 

la  probabilité  de  ^  sera  proportionnelle  à 
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C  ou  —  étant  l'erreur  de  la  valeur  —  donnée  pour  j  par  Téquation 

r*^.  La  valeur  donnée  par  la  méthode  la  plus  avantageuse  est, 
par  le  numéro  précédent, 

^—  s.pr 

et  la  probabilité  dune  erreur  ^  dans  ce  résultat,  est  proportion- 
nelle à 

c  , 

k"  étant  toujours  l'intégrale  /a;*cir.^(^),  prise  depuis  x  nul  jusqu'à 
X  infini.  Le  résultat  de  la  méthode  que  nous  venons  d'examiner, 
et  que  nous  nommerons  méthode  de  situation,  sera  préférable,  à 
celui  de  la  méthode  la  plus  avantageuse,  si  le  coefficient  de  —  ?% 
qui  lui  est  relatif,  surpasse  le  coefficient  relatif  à  la  méthode  la 
plus  avantageuse;  parce  qu'alors  la  loi  de  probabilité  des  erreurs 
y  sera  plus  rapidement  décroissante.  Ainsi  la  méthode  de  situa- 
tion doit  être  préférée,  si  l'on  a 


dans  le  cas  contraire ,  la  méthode  la  plus  avantageuse  est  préfé- 
rable. Si  l'on  a,  par  exemple, 

k  devient   ^  _  et  k"  devient  — —  ;  ce  qui  donne  yr,  =  2  A.  La 
Q.y/A  àh.yJJ  * 

quantité  l  ^-^  \  devient  —  ;  or  on  a  2  A  >  —  ;  la  méthode  la  plus 

avantageuse  doit  donc  alors  être  préférée. 

En  combinant  les  résultats  de  ces  deux  méthodes ,  on  peut  ob-r 
tenir  un  résultat  dont  la  loi  de  probabilité  des  erreurs  soit  plus 

78. 
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rapidement  décroissante.  Nommons  toujours  ^  rerreur  du  résultat 
de  la  méthode  de  situation ,  et  désignons  par  |'  Terreur  du  résul- 
tat de  la  méthode  la  plus  avantageuse.  Le  premier  de  ces  résultats 

est,  comme  on  Ta  vu,  —,  et  le  second  est    ' ^'^  ' .  Si  Ion  désigne 

/  ''/  .  '^* 

S.piXipsir  l,  -, —  sera  l'erreur  de  ce  dernier  résultat;  ainsi  Ton 
'      ^  o.  pf 

aura  l  =  ^\Spi\  La  probabilité  de  Texistence  simultanée  de  /  et 
de  C  est,  par  le  n°  21  du  second  livre,  proportionnelle  à 

fdcc.c-^''''^\<p[pX).(^'^'''^'A^ 

(x  etc. 

l'intégrale  relative  à  w  étant  prise  depuis  «  =  — ir  jusqu'à  w  =  7r. 

L^intégrale  relative  à  x  dans  le  facteur  fdx.(^{x).(f'^^^\  doit 
être  prise,  par  ce  qui  précède,  depuis  a;=^i^  jusqu'à  a;  =00.  En 
développant  ce  facteur,  suivant  les  puissances  de  «,  il  devient 

fdx.(p[x)  -i-p.co  \/— 1  .fxdx.(p{x)  — p\ .  —.fx*dx.(p  [x)  -+-  etc. 

En  prenant  l'intégrale  dans  les  limites  précédentes,  on  a,  aux  quan- 
tités près  de  l'ordre  ^\ 

fdx.<p{x)=k—p,l(p{o). 

En  négligeant  pareillement  les  quantités  des  ordres  ^*6),  ^'œ\  etc. 


on  a 


p,(û  y/^  .fxdx.  (p  [x)  =  li.p^($).\J—\ , 

1)  *  k" 

—  ^.œ\fx'dx.(p{x)=: .p'(û'; 

k  étant  l'intégrale  fxdx.(p[x)  prise  depuis  x  =  o  jusqu'à  x  infini. 
Le  facteur  dont  il  s'agit  devient  donc,  en  négligeant  «*,  confor- 
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mément  à  l'analyse  du  numéro  cité  du  second  livre, 

II' 

k — p,^.<p{o)  -hk'.p,(ûyJ—\ .p,*û}'. 

Son  logarithme  hyperbolique  est 

+  log.  k. 

En  changeant  p^  successivement  en  ^,,  p,, p^,,  on  aura  les 

logarithmes  des  facteurs  suivants,  jusqu'au  facteur  relatif  à  p^,. 

Dans  le  facteur  fdx.(p[x).c^"^'''''^^^\  l'intégrale  doit  être  prise 
depuis  a;=— oo,  jusqu'à  x=pr^,.  ?;  alors  fxdx.(p[x)  devenant  —k\ 
le  logarithme  de  ce  facteur  est 

9  <P{o)      k'  /—      k'     ^ 

On  aura  les  logarithmes  des  facteurs  suivants,  en  changeant  p^, 

successivement  en  p^, ,  p^,,  .••/>»•  le  facteur  (p  (/>r?)-  c'''^^*'^""'  est 
é.gal  à 

[p(o)-»-^]-r(o)..^-<-^-', 
et  son  logarithme  est 

Maintenant  si  l'on  rassemble  tous  ces  logarithmes;  si  l'on  consi- 
dère ensuite  les  conditions  (c)  auxquelles  l'équation  r*^"**  est  assu- 
jettie; enfin,  si  l'on  repasse  des  logarithmes  aux  nombres;  on 
trouve,  en  négligeant  ce  qu'il  est  permis  de  négliger,  que  la  pro- 
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habilité  de  lexistence  simultanée  de  i  et  de  C  est  proportionnelle 

à 

fd(p.c  l-^  •  *      '  '     *     J    V 

En  faisant  donc 

la  probabilité  de  l'existence  simultanée' de  |  et  de  ^'  sera  propor- 
tionnelle à 


-rlir)-*'" If 

c 


-  F.i«>  + 


yijdta.c       ^ 

Par  l'analyse  du  n"  21  du  second  livre,  l'intégrale  relative  à  u> 
peut  être  prise  depuis  w  =  —  cx>  jusqu'à  û>=oo;  et  alors  la 
probabilité  précédente  devient  proportionnelle  à 

expression  que  l'on  peut  encore  mettre  sous  cette  forme 

Si  Ton  nomme  e  Texcès  de  la  valeur  de  y  donnée  par  la  méthode 
la  plus  avantageuse,  sur  celle  que  donne  la  méthode  de  situa- 
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tion,  on  aura  C==?' — e.  Supposons 


<P(o) 


r=a-h 


(m   k'\ 


k"     T^^  \~F  ~  k") 
la  probabilité  de  u  sera  proportionnelle  à 


—  —..s./),.  <t;H rs       rn 


ï.  -  — 
k        k' 


le  résultat  de  la  méthode  la  plus  avantageuse  doit  donc  être  dimi- 
nué de  la  quantité 


k 
F 


k'^^y  k     k'} 


et  la  probabilité  d'une  erreur  u  dans  ce  résultat  ainsi  corrigé  sera 
proportionnelle  à  l'exponentielle  précédente.  Le  poids  du  nou- 
veau résultat  sera  augmenté,  si  ^^  —  -p  n  est  pas  nul;  il  y  a  donc 

de  Tavantage  à  corriger  ainsi  le  résultat  de  ia  méthode  la  plus 
avantageuse.  L'ignorance  où  l'on  est  de  la  loi  de  probabilité  des 
erreurs  des  observations  rend  cette  correction  impraticable;  mais 
il  est  remarquable  que  dans  le  cas  où  cette  probabilité  est  pro- 
portionnelle à  (T-***,  c'est-à-dire  où  Ton  a  (^[x)=cr^'^,  la  quan- 
tité ^^  —  -p  soit  nulle.  Alors  le  résultat  de  la  méthode  la  plus 

avantageuse  ne  reçoit  aucune  correction  du  résultat  de  la  mé- 
thode de  situation,  et  la  loi  de  probabilité  des  erreurs  reste  la 
même. 
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APPLICATION  DES  FORMULES  GÉODÉSIQUES  DE  PROBABILITÉ 
A  LA  MÉRIDIENNE  DE  FRANCE. 

1 .  La  partie  de  la  méridienne. q^i  s*étend  de  Perpignan  à  Fer- 
mentera s*appuie  sur  une  base  mesurée  près  de  Perpignan.  Sa  lon- 
gueur est  d'environ  466  mille  mètres,  et  sa  dernière  extrémité  est 
jointe  à  la  base  de  Perpignan  par  une  chaîne  de  vingt-six  triangles. 
On  peut  craindre  qu  une  aussi  grande  longueur,  qui  ri*a  point  été 
vérifiée  par  la  mesure  d'une  seconde  base,  vers  son  autre  extré- 
mité, ne  soit  susceptible  d'une  erreur  sensible,  provenant  des 
erreurs  des  vingt-six  triangles  employés  à  la  mesurer.  Il  est  donc 
intéressant  de  déterminer  la  probabilité  que  celte  erreur  n'excède 
pas  quarante  ou  cinquante  mètres.  M.  Damoiseau,  lieutenant- 
colonel  d'artillerie,  qui  vient  de  remporter  le  prix  proposé  par 
l'Académie  de  Turin,  sur  le  retour  de  la  comète  de  1769,  a  bien 
voulu,  à  ma  prière,  appliquera  cette  partie  de  la  méridienne  mes 
formules  de  probabilité.  Ici  la  méridienne  ne  coupe  point  tous  les 
triangles,  comme  nous  l'avons  supposé,  pour  plus  de  simplicité. 
Mais  il  est  facile  de  voir  que  l'on  peut  appliquer  aux  angles  formés 
par  les  prolongements  des  côtés  des  triangles  avec  la  méridienne  « 
ce  que  j'ai  dit  sur  les  angles  que  ces  côtés  formeraient,  s'ils  étaient 
coupés  par  la  méridienne.  M.  Damoiseau  a  trouvé  ainsi  qu'à  par- 
tir de  la  latitude  du  signal  de  Busgarach ,  un  peu  plus  au  nord 
que  Perpignan,  jusqu'à  Formentera,  ce  qui  comprend  un  arc  de 
la  méridienne  d'environ  466006  mètres,  et  en  prenant  pour  unité 
la  base  de  Perpignan,  on  a  (deuxième  Supplément,  n**  1) 

p* j5^  -f-  ^»  -f-  p(0« p(i)  ^(1)  .4.  ^(i). _,_  p(«).  _  p'u)  ^(»)  _^  ^(«), 

=  4835o,6o6. 
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La  probabilité  qu  une  erreur  dans  la  mesure  de  cet  arc  est  com- 
prise dans  les  limites  d=  s ,  devient  par  les  formules  du  même 
iluméro, 

afdt.c-^' 

Tintégrale  étant  prise  depuis  t  nul  jusqu'à  la  valeur  de  t,  égale  à 


^^  V4835o,6o6' 

/i-hi  étant  le  nombre  des  triangles  employés,  et  0*  étant  la  somme 
des  carrés  des  erreurs  observées  dans  la  somme  des  trois  angles 
de  chaque  triangle;  tt  est  le  rapport  de  la  circonférence  au  dia- 
mètre. En  prenant  pour  unité  la  seconde  sexagésimale,  on  trouve 

0*  1:1^-118,178. 

Mais  le  nombre  des  triangles  employés  n'étant  que  26,  il  est  pré- 
férable de  déterminer  par  un  plus  grand  nombre  de  triangles 
cette  constante  d*  qui  dépend  de  la  loi  inconnue  des  observations 
partielles.  Pour  cela,  on  a  fait  usage  des  cent  sept  triangles  qui 
ont  servi  à  mesurer  la  méridienne  depuis  Dunkerque  jusqu'à  For- 
mentera.  L'ensemble  des  sommes  d'erreurs  observées  des  trois 
angles  de  chaque  triangle  est,  en  les  prenant  toutes  positivement, 
égal  à  173,82.  La  somme  des  carrés  de  ces  erreurs  est  445,2 17. 
En  la  multipliant  par  ^,  on  aura  pour  la  valeur  de  d\ 

d'=  108,184. 

Cette  valeur,  qui  diffère  peu  de  la  précédente,  doit  être  préférée. 
Il  faut  réduire  6  en  parties  du  rayon  pris  pour  unité,  ce  que  l'on 
fera  en  le  divisant  par  le  nombre  de  secondes  sexagésimales  que 
ce  rayon  renferme.  On  aura  ainsi 

(=-5.689,797: 
5  est  une  fraction  de  la  base  de  Perpignan,  prise  pour  unité.  Cette 

TOME    VII.  79 
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base  est  de  11706,40  mètres.  En  supposant  donc  Terreur  de  60 

mètres,  on  aura 

^_  60.689,797 
11706,40 

Cela  posé,  on  trouve  pour  les  probabilités  que  les  erreurs  de  Tare 
de  la  méridienne,  dont  il  s'agit,  sont  comprises  dans  les  limites 
±  60"",  ±  50°",  àz  40°",  les  fractions  suivantes  : 

1743695^     32345       ii64 
1743696'     32346^      11 65' 

Il  y  a  un  contre  un  à  parier  que  l'erreur  tombe  dans  les  limites 

±8",o737. 
Si  la  terre  était  un  sphéroïde  de  révolution  et  si  les  angles  de 
tous  les  triangles  étaient  exacts,  on  aurait  exactement  Tinclinaison 
du  dernier  côté  de  la  chaîne  des  triangles  sur  sa  méridienne,  en 
supposant  donnée  cette  inclinaison  relativement  à  la  base.  La 
probabilité  que  l'erreur  de  la  première  de  ces  inclinaisons,  prove- 
nant des  erreurs  des  angles  des  triangles,  est  comprise  dans  les 
limites  dti^.Ot,  est,  par  ce  qui  précède, 

2fdt.c-''\ 

l'intégrale  étant  prise  depuis  t  nul  :  ces  limites  deviennent,  en  subs- 
tituant pour  Q  sa  valeur  précédente,  ±  ^.6\8997;  les  secondes 
étant  sexagésimales.  De  là  il  suit  qu'il  y  a  un  contre  un  à  parier 
que  l'erreur  tombe  dans  les  limites ±3",  2  908.  Si  les  obsei^ations 
azimulales  étaient  faites  avec  une  grande  précision ,  on  détermi- 
nerait par  ce  moyen  la  probabilité  qu'elles  indiquent  une  excen- 
tricité dans  les  parallèles  terrestres.  Si  l'on  mesurait  sur  la  côte 
d'Espagne  une  base  de  vérification  égale  à  la  base  de  Perpignan , 
et  qu'on  la  joignît  par  deux  triangles  à  la  chaîne  des  triangles  de 
la  méridienne,  on  trouverait  par  le  calcul,  qu'il  y  a  un  conti^e  un 
à  parier  que  la  différence  entre  cette  base  et  sa  valeur  conclue  de 
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la  base  de  Perpignan  ne  surpassera  pas  un  tiers  de  mètre;  c'est; 
à  fort  peu  près,  la  di£Pérence  de  la  mesure  de  la  base  de 'Perpi- 
gnan, à  sa  valeur  conclue  de  la  base  de  Melun. 

On  a  vu  dans  le  numéro  cité  que  les  angles  des  triangles,  ayant 
été  mesurés  au  moyen  du  cercle  répétiteur,  on  peut  supposer  la 
probabilité  d'une  erreur  a:  dans  la  somme  observée  des  trois  an^es^ 
de  chaque  triangle ,  proportionnelle  à  Texponentielle  c~*^\  k  étant 
une  constante.  De  là  il  suit  que  la  probabilité  de  cette  erreur  est 

v^ 

En  multipliant  cette  différentielle  par  x,  et  l'intégrant  depuis  x 
nul  jusqu'à  x  infini,  le  double  de  cette  intégrale  sera  la  moyenne 
de  toutes  les  erreurs  prises  positivement.  En  désignant  donc  par  e 
cette  erreur  moyenne,  on  aura 


e=: 


\/kn 

On  aura  la  valeur  moyenne  des  carrés  de  ces  erreurs,  en  multi- 
pliant par  af  la  différentielle  précédente,  et  en  l'intégrant  depuis 
x= —  oo,  jusqu'à  X  infini.  En  nommant  donc  e'  cette  valeur,  on 
aura 

de  là  on  tire 

2 

On  peut  ainsi  obtenir  0%  au  moyen  des  erreurs  prises  toutes  en 
plus,  des  sommes  observées  des  angles  de  chaque  triangle.  Dans 
les  cent  sept  triangles  de  la  méridienne,  la  somme  de  ces  erreurs 

est  1 73,82  ;  on  peut  ainsi  prendre  pour  e,  — ^— ^ —  ;  ce  qui  donne 

pour  26.  c',  ou  pour  6\ 

9-p=,3,.(l2Hi)'=.07.78, 

79. 
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cela  diflFère  très-peu  de  la  valeur  108,1 34  donnée  par  lar  somme 
des  carrés  des  erreurs  de  la  somme  observée  des  angles  de  chacun 
de  cent  sept  triangles.  Cet  accord  est  remarquable. 

On  peut  apprécier  Texactitude  relative  des  instruments  dont 
on  fait  usage  dans  les  observations  géodésiques,  par  la  valeur  de  e 
conclue  d'un  grand  nombre  de  triangles.  Cette  valeur  conclue  des 

cent  sept  triangles  de  la  méridienne  est — ^,  ou  4>i6o9.  La 

même  valeur  conclue  des  quarante-trois  triangles  employés  par 
La  Condamine ,  dans  la  mesure  des  trois  degrés  de  l'équateur  est 

J      ,  ou  39,953,  et  par  conséquent  près  de  dix  fois  plus  grande 

que  la  précédente.  Les  erreurs  également  probables,  relatives  aux 
instruments  employés  dans  ces  deux  opérations,  sont  proportion- 
nelles aux  racines  carrées  des  valeurs  de  e.  De  là  il  suit  que  les 
limites  dt  8°',0937,  entre  lesquelles  nous  venons  de  voir  qu'il  y  a 
un  contre  un  à  parier  que  tombe  Terreur  de  Tare  mesuré  depuis 
Perpignan  jusqu'à  Formentera,  auraient  été  ±  2  5"*,02  2  ,  avec  les 
instruments  employés  par  La  Condamine.  Ces  limites  auraient 
surpassé  ±  4o°*,  avec  les  instruments  employés  par  La  Caille  et 
Cassini,  dans  leur  mesure  de  la  méridienne.  On  voit  ainsi  combien 
l'introduction  du  cercle  répétiteur,  dans  les  opérations  géodé- 
siques,  a  été  avantageuse. 

2.  Pour  donner  un  exemple  très-simple  de  l'application  des  for- 
mules géodésiques, 


^A^" 
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je  vais  considérer  la  droite  ii'*'  dont  on  a  déterminé  la  longueur 
par  la  chaîne  des  triangles  CO'^Q''\  G'^G''^0'\  etc.  Je  supposerai 
tous  ces  triangles  égaux  et  isocèles,  et  tels  que  leurs  bases  CQ'K 
0'^0'\  etc.  soient  parallèles  à  la  ligne  ÂA^'K  On  aura  en  abaissant 
sur  cette  ligne  les  perpendiculaires  CI,  C'''/''\  etc. 

//'"  =  CCW.cos.iW; 

sin.CC'C'wC     ' 
/")p)  =  C"CW.cos.iW; 

rw  rw — C"'C'"-sip-C'"C"'C'" 

sin.  CWCC'Ct'J       ' 
et  généralement 

/« 7(.v.)  ^  ^(0  (;(.v.)  ^  ^g^  4(.v.,^ 


Q!-*-l)Qi->-*) 


sin.  C'<'*"  C<'*"  6'« 


Soient  a"'  et  ê"'  les  erreurs  des  angles  opposés  aux  côtés  CC'' 
et  0'^0*\  dans  le  premier  triangle.  Soient  a'*'  et  €'*'  les  erreurs  des 
angles  opposés  aux  côtés  0"C'''  et  C'^C'',  du  second  triangle,  et 
ainsi  de  suite.  En  désignant  par  5  une  variation  relative  à  ces 
erreurs,  on  aura 

^•^"^^'^■'  _  ^-^"^^""-^  _H  g<o  cot  C'-'  C'-')  C"' 

—  a").cot.C'''C"*')C"-'>. 

On  a  encore,  en  supposant  les  angles  il'*'  relatifs  aux  angles  aigus 
que  les  côtés  des  triangles  forment  avec  la  ligne  AA^'\  etc. 

nous  supposerons   ici   que  les  erreurs  a'*'    et  ê'*'    des   angles 
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C"*'»C''-"C''\  C«0'*"0-"  du  triangle  C''-'>C«C<'*"  sont  celles  qui 
restent,  lorsqu'on  a  retranché  de  chaque  angle  du  triangle  le 
tiers  de  la  somme  des  erreurs  des  trois  angles.  Alors  on  a 

5 .  C""-"  C''  O'*"  = — «"■'  —  ê«, 

ce  qui  donne 

SA''*'»  =  _  5 .  A"')  -f-  a")  +  €"■'  ; 

on  aura  donc 

S .  il"'*')  =  a®  _«(--)  _^  «(.-«; . . . .  =p  «(') 

H_  gw  _  g(i-.)  ^_  g(.--.; ....  3F  €")  ±  S .  i"), 

le  signe  supérieur  ayant  lieu,  si  i  est  pair;  et  l'inférieur,  si  i  est 
impair. 

On  aura  ensuite,  en  observant  que 

cot.  O^Q'-'^C*'  =  cot.  C""'C"'-"C"-" = cot.  i"\ 

et  que  4"^  =  ^"', 

C(OC(-')    —  CO'^  "^ j _«(■•)_«(•-»....— a'" P*^*' 
on  aura  donc 

/  (0  7  (.V.)    —   c  c  '"'  ^  j  _  a""'  —  a"-') ....  —  a"'  j  '  *^°*'     ' 

)  -+_g(0  _g(.-.). . . .  ^  gw   .  tang.  ^(.). 


Supposons  maintenant  que  l'on  ait  mesuré  une  base  ÂC  située 
de  manière  que  l'ange  CAA^'^  soit  égal  à  l'angle  CA^'^A.  Le  pre- 
mier de  ces  angles  détermine  la  position  de  la  ligne  AA^'\  par 
rapport  à  la  base,  et  il  est  supposé  connu.  En  nommant  a  et  6 
les  erreurs  des  angles  CO''/l  et  CAO'\  on  aura 
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i.GQ 


^  =ê.cot.  CAO"— a.cot.CCW/1. 


Faisons 

cot.CAO'^=coi.A-hh, 
cot. CQ'^A  =  cot.  A -h h'; 

nous  aurons,  en  désignant  par  b  la  base  AC,  et  par  a  la  droite  //'' , 

6  I 


3a.sin.i4        sin.aA' 

a  1 


2  6.sin.>4  cos*.  A        sin.a>l' 

Nous  aurons  ensuite 

SA ('■*»  =        ««•)  _  a(i-». . . .  ±  a 
+  g(0_g(.--.)....±g; 

La  variation  de  la  longueur  totale  //'"*"''  sera  donc 

a. //<•■*'>  =)(i-m)  (ê— a)-hi.p— a"'). . .  .-f-êc')— a'''j.  a.  cot./l 

-+-(i-l-i).Aaê — (i-t-i).A'aa 

(     «w^- «"■->-!- a''-«'-i- etc.)      ,         , 
~j^_ê.o_H€c-..-4-ê(-.-Hetc.r-*'"S-^- 
La  quantité 

devient  ainsi,  en  négligeant  les  termes  de  l'ordre  i, 


tLllLÏ±2i±l,a\cot\A-^S.{h-{-h').{i-^-iY.a\cot  A 

_H(A'-hM'-hA'').(i-+-i)'a«. 
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Nommons  Q  cette  quantité;  la  probabilité  que  l'erreur  de  la  ligne 
//''*■>  est  comprise  dans  les  limites  ±s,  sera,  par  ce  qui  précède, 

2jdL 


r»-r« 


—  1 


l'intégrale  étant  prise  depuis  t  nul  jusqu'à 


_35  /l  +  l 


6*  étant  la  somme  des  carrés  des  erreurs  de  la  somme  des  trois 
angles  des  iH-i  triangles. 

Supposons  que  Ton  ait,  comme  pour  la  partie  de  la  méridienne 
dont  nous  avons  parlé  précédemment,  26  triangles,  ce  qui  donne 
1=25.  Supposons  encore  que  la  longueur  J/^'"*"*^  soit  celle  de 
cette  partie  de  la  méridienne,  ou  de  466006"*;  alors  on  aura 

466006 

a= ^ — . 

26 

En  prenant  ^our  unité  la  base  mesurée  près  de  Perpignan,  qui  est 
de  ii7o6°',4o,  et  en  si:^posant  rectangles  les  triantes  isocèles 
CQ'^0*\  0'^Q*^0'\  etc.  ce  qui  donne  tang.  A  =  col.A=ii,  on  trouve 

0=48207,6. 

On  a  vu  précédemment  que  les  vingt-six  triangles  qui  joignent 
la  base  de  Perpignan  à  Formentera  donnent 

Q=4835o,6: 

ces  deux  valeurs  de  Q  sont  très-peu  différentes,  et  comme  les 
erreurs  également  probables  sont  proportionnelles  aux  racines 
carrées  de  ces  valeurs,  on  voit  que  l'on  peut  parier  un  contre 
un  que  les  erreurs  de  la  mesure  entière  sont  comprises  dans  les 
limites  ±  8°*,  1.  Sous  ce  rapport,  le  cas  que  nous  examinons  re- 
présente parfaitement  la  mesure  du  méridien  depuis  la  base  de 
Perpignan  jusqu'à  Formentera. 
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3.  Supposons  maintenant  que  l'on  mesure,  vers  la  dernière 
extrémité  de  la  ligne  //''*",  une  base  C''*'M ''**',  égale  à  la  base  CA, 
et  posée  de  manière  que  l'angle  C'*'' O'M''**'  soit  égal  à  l'angle 
COU  et  que  l'angle  C"U<'^')  C"*"  soit  égal  à  l'angle  CAO'K  En 
désignant  par  a''*"  et  ê"*"  les  erreurs  des  angles  C'*"  C"  ^''*", 
etC"M"*«'C"*",  l'équation 

~  V       r   •sin.C<'*')y4('-)C« 
donnera         ..        ,    ^     .  j, ,, , . 

ce  qui  donne 

-H  ê.  (/i  H-  cot.  4)  —  a  [h!  H-  cot.  A) 
_4_a('*o.  (/i'  _^  cot.  4)  —  g''-".  (^H-  cot.  A) . 

Ce  que  nous  avons  désigné  dans  le  n°  2  du  deuxième  Supplément 
par  /,  /'",  etc.  m,  m'"',  etc.  devient 

/      =  —  [i-hh').b,  m   =        {i-{-h).b, 


/('-')=      (i-hA').6,  m"*"  =  — (i-hA).6; 

la  quantité  que  nous  avons  désignée  par  5./'"*  dans  le  numéro 
cité,  ou  par 

/'  —  m/  -f-  m*  -H  /""  —  /n<'^  /'"  -h  m"»'  -h  etc. 

devient  ici 

3.(iH_2).6«^6.(A-hA').6'-+-2.(A'-+-U'-i-À'').6'. 

TOME    VII.  80 
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La  quantité  que  nous  avons  nommée  S.  r^*^/^*\  dans  ie  même  nu- 
méro, ou 

l{p~iq) H-  m.{9  —  1;,) ^/(•).(pU)_  ± ^(0)^, m^^K{q^^^~ |pt>))  -f-  etc. 
devient,  en  négligeant  les  termes  qui  n  ont  pas  i  pour  coefficient, 

M±i](î±i)a6^-3.(/^ 

en  représentant  donc,  comme  ci-dessus,  par  X  l'excès  de  la  base 
mesurée  Q''*''^  A^'^*^  sur  la  base  calculée,  et  par  s  l'excès  de  la  lon- 
gueur vraie  de  la  ligne  11^'^'^  sur  cette  longueur  calculée,  on  aura 

_  ^.g.HO/^'")  _  (iVi).aX 

il  faut,  par  conséquent,  ajouter  à  la  longueur  calculée  de  la  ligne 
ir'^'\  le  produit  de  X,  par  le  rapport  de  la  moitié  de  cette  ligne, 
à  la  base  b;  ce  qui  revient  à  calculer  la  première  moitié  de  la  ligne 
//(iVi)  ^ygç  j^  jj^^  ^Q  çj  jg^  seconde  moitié  avec  la  base  4''^'^C'"*""^ 
Ce  procédé  serait  généralement  exact,  quelles  que  lussent  la  gran- 
deur et  la  disposition  des  triangles  qui  unissent  les  deux  bases, 
si  les  parties  de  5.  r^^f^'^  et  de  S.f^^*  correspondantes  à  ces  moitiés, 
étaient  respectivement  égales.  C'est  le  procédé  que  nous  adop- 
tâmes dans  la  commission  qui  fixa  la  longueur  du  mètre;  et  dans 
l'ignorance  où  nous  étions  alors  de  la  vraie  théorie  de  ces  cor- 
rections, il  était  le  plus  convenable.  Mais  il  ne  faisait  pas  con- 
naître la  correction  des  diverses  parties  de  l'arc  total  7/^*"*"*^  Pour 
cela  il  est  nécessaire  de  corriger  les  angles  de  chaque  triangle, 
ou  de  déterminer  les  corrections  a,  ê,  a^'\  Q^'\  etc.  qui  résultent 
de  Fexcès  X  de  la  seconde  base  observée,  sur  cette  base  calculée 
d'après  la  première.  J'ai  donné  dans  le  deuxième  Supplément  ces 
corrections,  en  supposant  la  loi  des  erreurs  des  observations  des 
angles  proportionnelle  à  l'exponentielle  (r-*(*-+^  ^  ^)',  k  étant  une  cons- 
tante; T  étant  la  somme  des  erreurs  des  trois  angles  du  triangle, 
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a-+-y  T,  ê-f-y  7  et  yT — a — ê,  étant  les  erreure  de  chacun  des 
angles.  On  a  vu  dans  le  Supplément  cité,  que  la  supposition  de 
cette  loi  de  probabilité  doit  être  admise  lorsque  les  angles  ont  été 
mesurés  avec  le  cercle  répétiteur,  et  qu'alors  on  a 

r  t 

en  désignant  par  F  la  somme  de  toutes  les  quantités ,  /* — ml-+-m\ 
b'^*  —  m^'^  l^'^  -+-  /^*^S  etc.  Je  vais  démontrer  ici  que  ces  corrections 
ont  lieu,  quelle  que  soit  la  loi  de  probabilité  des  erreurs. 

Pour  cela,  je  désigne  cette  loi  par  (p(a-hy  T)*:  en  la  supposant 
la  même  pour  les  erreurs  positives  et  pour  les  erreurs  négatives, 
son  expression  ne  doit  renfermer  que  des  puissances  paires  de  ces 
erreurs.  La  loi  de  probabilité  des  valeurs  simultanées  de  a  et  de  ê 
sera  ainsi  proportionnelle  au  produit 

(?(*-4-ir^^(g-f-iT)'.9(iT-a-ê)'. 

Si  Ton  développe  ce  produit,  par  rapport  aux  puissances  de  a  et 
de  ê,  en  s  arrêtant  aux  carrés  et  aux  produits  de  ces  quantités, 
on  aura 

|^(ir)t'+(«'-haêH-€«).(?(|P)'.-i.r-.!^'(|P)r 

(p' [x)  exprimant     'J^  ^ ,  et  (p"  [x]  exprimant  -—— .  T  pouvant  être 

supposé  varier  depuis  — oo  jusquà  r=oo,  on  multipliera  ia 
fonction  précédente  par  dTy  et  on  l'intégrera  dans  ces  limites  ;  on 
aura  ainsi  pour  la  probabilité  des  valeurs  simultanées  de  a  et  de  (S, 
une  quantité  de  la  forme 

Cette  probabilité  sera  donc  proportionnelle  à 

1  — ^.(a*-+-aê-H6*). 

80. 
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La  probabilité  de  Texistence  simultanée  de  a,  ê,  a^'\  %^'\  etc.  sera 
proportionnelle  au  produit  des  quantités 

H' 

etc. 
Le  logarithme  de  ce  produit  est,  s  étant  un  nombre  indéterminé, 

_^.5.(aW"-HaWgW-hê^'^^)  — etc. 

ce  produit  est  à  son  maximum  y  si  le  terme  précédent  est  à  son 
minimum,  ou  si  la  fonction 

5.(aw«-hawgw-hg<'^*) 

est  la  plus  petite  possible,  les  quantités  a,  g,  a^'\  etc.  satisfaisant 
d'ailleurs  à  l'équation 

X  =  /a  -4-  mg  -+- 1^'^  a^'^  -H  m^'^  g^»^  -h  etc. 

On  peut  donner  à  cette  fonction  la  forme 

cptte  fonction  est  évidemment  à  son  minimum,  si  Ton  suppose 

•^g^*^-ha^'^ rr-  =  o,      a-'^—  ^ '-y; — ^ —  =  o; 

2r  t 

d'où  Ton  tire  généralement 

a^')  =  (/w  — i.mW).A,     gW:=(;n<^)_±/w).|.. 

Dans  le  cas  que  nous  venons  de  considérer,  on  a 
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a">    =a'"=....a'')=z  — i^,     €")  =  gw  =  ... .  €"^=i4^; 

r  t 

Ainsi  par  ces  corrections  tous  les  triangles  autres  que  ceux  qui 
ont  une  des  bases  pour  un  de  leurs  côtés  resteront  rectangles. 

La  probabilité  de  Terreur  ±  u  de  la  ligne  IP'^'\  corrigée  par 
la  seconde  base,  sera,  par  le  numéro  cité  du  second  Supplément, 

2fdt.c-'' 
l'intégrale  étant  prise  depuis  t  nul  jusqu'à 


3tt         /        i+i 


qui  devient  ici 

3tt    /7+r 

en  désignant  par  Q  la  fonction 

Les  erreurs  également  probables  étant  proportionnelles  aux  racines 
carrées  de  Qet  de  (7,  on  voit  qu'elles  sont  diminuées,  et  à  peu  près 
réduites  de  moitié,  par  la  mesure  d'une  seconde  base. 

La  probabilité  d'une  erreur  =bX  dans  la  mesure  d'une  seconde 
base  est,  par  le  deuxième  Supplément, 
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Tintégrale  étant  prise  depuis  t  nul  jusqu'à 


i—^      /i+i 

et  P'^*  est  égal  à 

3.(e_4-i).6«-+-6.(/i-f-A').i'-+-2(/t^-t-M'-4-/i'*).è' 

Dans  le  cas  présent  oii  1=  aS,  celte  quantité  devient 

86,8o3o.è*. 

Les  erreurs  également  probables  dans  les  mesures  de  l'arc  //^'"^*^ 
et  d'une  nouvelle  base  égale  à  la  première  sont  donc  dans  le  rap- 
port de  \/Q  à  \/86,8o3o;  d'où  il  suit  qu'il  y  a  un  contre  un  à 
parier  que  l'erreur  d'une  nouvelle  base  sera  comprise  dans  les 

limites  ±  o°',3/42  36,  ou  à  très-peu  près  dz^.Ce  sont  les  mêmes 

limites  qui  résultent  des  angles  des  vingt-six  triangles  qui  unissent 
la  base  de  Perpignan  à  Formentera.'  Ainsi,  sous  ce  rapport  encore, 
le  cas  hypothétique  que  nous  venons  d'examiner  s'accorde  avec 
ce  que  donne  cette  chaîne  de  triangles. 

4.  Je  vais  maintenant  considérer  les  distances  zénithales  des 
sommets  des  triangles,  et  le  nivellement  qui  en  résulte.  D'un  même 
sommet  tel  que  C^*\  on  peut  observer  les  quatre  points  C,  0'\  0^\ 
O^K  Nommons/  la  distance  CQ'\  et  h  la  base  CO*^  du  triangle  iso- 
cèle; tous  les  triangles  étant  supposés  égaux,  si  l'on  nomme  x^'^  la 
hauteur  de  C^'\  au-dessus  du  niveau  de  la  mer;  la  distance  obser- 
vée de  C^'^^  au  zénith  de  0'\  étant  désignée  par  0,  la  distance  vraie 
sera  à  fort  peu  près,  les  triangles  pouvant  être  supposés  hori- 
zontaux , 

u  étant  le  facteur  par  lequel  on  doit  multiplier  l'angle  -^  pour 
avoir  la  réfraction  terrestre  au  point  0'\  R  étant  le  rayon  de  la 
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terre  et  e  étant  Terreur  de  a.  Je  ne  tiens  compte  ici  que  de  cette 
erreur,  comme  étant  beaucoup  plus  grande  que  celle  de  6.  Si  Ion 
nomme  pareillement  ff  la  distance  zénithale  de  C^'\  observée  de 
0'"*^  la  distance  vraie  sera 

e'  étant  Terreur  de  u  dans  cette  observation.  On  aura 

^       g.,       2hu         h  ,  M  /i 

ô  +  d'-h-^-+--^(e-he)^.ir4--^; 

on  aura  ensuite 

^(O_^(.-.)=,A.(0_0')^-il.(e-^e'). 

Si  Ton  nomme  pareillement  B"  la  distance  zénithale  de  0'~'^  obser- 
vée de  C^'\  la  distance  vraie  sera 

e"  étant  Terreur  de  u  dans  cette  observation.  En  nommant  encore 
S'"  et  e'^,  les  mêmes  quantités  relatives  à  la  distance  zénithale  de 
0'\  observée  de  C^'^*\  on  aura 

a;"-.-.;<-»={.(0"-r)+^.(e"-£"). 

Comme  je  ne  me  propose  ici  que  d'examiner  quel  degré  de  con- 
fiance on  doit  accorder  à  ce  genre  de  nivellement,  je  ferai  h=f; 
ce  qui  revient  à  supposer  tous  les  triangles  équilatéraux.  Je  pren- 

drai  de  plus  — |t  pour  unité  de  distance  :  en  faisant  ensuite  e--e'=X^'\ 

e—e"—y''^\  on  aura  deux  équations  de  la  forme, 
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La  première  de  ces  équations  s  étend  depuis  i=i  jusqu'à  i=/i-+-i , 
n  étant  le  nombre  des  triangles.  La  seconde  équation  s'étend  depuif 
1= 2 ,  jusqu'à  i=n-f-i .  Il  faut  maintenant  conclure  de  ce  système 
d'équations,  la  valeur  la  plus  avantageuse  de  x^'^'^ — x'^*^;  l'élévation 
x^'^  du  point  C  au-dessus  de  la  mer  étant  supposée  connue.  Pour 
cela,  on  multipliera  la  première  des  équations  [A)  par/^'\  et  la 
seconde  par^^*\/^'^  et  9^'^  étant  des  constantes  indéterminées.  Dans 
le  système  de  ces  équations  ajoutées  toutes  ensemble,  le  coefiB- 
cient  de  x^'^  seraf^—p-^-'^-^g^^—g^^^K  En  l'égalant  à  zéro,  et  ob- 
servant que  ^^*"*'*^ — g^'^  1=  A.r/^'"*"*^ -h  A.^^'\  A  étant  la  caractéristique 
des  différences  finies;  on  aura  en  intégrant, 

a  étant  une  constante.  Mais  les  valeurs  de  9^'\  ne  commençant  à 
avoir  lieu  que  lorsque  1=  2 ,  cette  expression  dey^'^  ne  peut  servir 
que  lorsque  1  =  2.  Pour  avoir  la  valeur  def^'\  on  observera  que 
l'égalité  à  zéro,  du  coefficient  de  x^'\  donne 

substituant  au  lieu  de  p^\  a — g^*- — g^'\  on  aura 

p^  =  a  —  g^'K 

Ensuite  l'expression  précédente  def^^  ne  s'étend  que  jusqu'à  i=n. 
Mais  relativement  à  î  =  n-+-i,  on  doit  observer  que  le  coefficient 
de  x^"-^'^  doit  être  l'unité ,  ce  qui  donne 


y('-*-o_^^{«H-i)__  j. 


ou 


/<"-)= 1-^ 


(n-Hi) 


L'égalité  à  zéro,  du  coefficient  de  a:^*^  donne  f^'')=zf^'^'^  — g^''^  ou 
/^"'=  1  — g^""^  —  g^'^-^'K  En  comparant  cette  expression  à  celle-ci 
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J^"^  z=  a  — g^"^  —  9^'^'\  on  aura  a=i.  L'erreur  de  la  valeur  de  a?^""*"^ 
sera  ainsi 

Les  valeurs  de  y^'\  y^*\  etc.  X^'^,  X^*^,  etc.  étant  évidemment  assu- 
jetties à  la  même  loi  de  probabilité,  si  Ton  nommes  cette  erreur, 
et  si  Ton  fait 

.^  gi^)*  -+-g^''' -h-  ^^""*■*^ 

la  probabilité  de  l'erreur  s  sera  proportionnelle,  par  le  n**  20  du 
second  livre,  à  une  exponentielle  de  la  forme 

K  étant  une  constante  dépendante  de  la  loi  de  probabilité  de  y^^ 
et  de  V''\ 

Il  faut  maintenant  déterminer  les  constantes  de  H,  de  manière 
que  H  soit  un  minimum.  Or  on  a 

en  égalant  à  zéro  le  coefficient  de  la  différentielle  de  g^'\  on  a 

^(«^0  _4-  3^^(0  _^  ^(«-0  =2  (i). 

Cette  équation  a  lieu  depuis  î=3  jusqu'à  i=n.  L'égalité  à  zéro, 
du  coefficient  de  dg^*\  donne 

et  l'égalité  à  zéro  du  coefficient  de  dg^''^'\  donne 

ce  qui  revient  à  considérer  l'écpiation  générale  (i),  comme  ayant 

TOME   VII.  81 
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lieu  depuis  i=  2  jusqu'à  i  =in-i ,  et  à  supposer  nuls  g^'^  et  ^^*"^^ 
L'intégration  de  Téquation  (1)  aux  dififérences  finies  donne 

l  et  /'  étant  les  deux  racines,  — \  —  tV^»  — t'^tV'^»^^  1^" 
quation 

j*-h3j-+-i  =  o; 

A  et  A'  sont  deux  arbitraires  telles  que  g^'^  devienne  nul,  lorsque 
i=i,  et  lorsque  i  =  /i-h2.  On  a  donc 

At^^^A\r'^'=—}, 

A^A^=-l 
/""^'  est  une  quantité  extrêmement  grande,  lorsque  n  est  un  grand 
nombre  ;  et  ï"^'  étant  j;^^ ,  on  voit  que  A  est  alors  une  quantité 
excessivement  petite,  et  qu  ainsi  A'=  —  y.  On  a  ensuite 

De  là  il  est  facile  de  conclure  que  Ion  a,  à  très-peu  près,  et  sans 
craindre  ^  d'erreur, 

et  qu'ainsi  l'exponentielle  proportionnelle  à  la  probabilité  de  l'er- 
reur s  est 


c 


bKs'- 


on  peut  donc  ainsi  déterminer  cette  probabilité. 

On  a  conclu  la  valeur  de  x^'*^'\  du  système  des  équations  (4), 
par  le  procédé  suivant. 

Le  système  des  équations  (-4)  donne 


j;(») — ^f«)=^y^^H-yi' 
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d'où  Ton  tire 

On  a  ensuite  les  deux  équations 

ce  qui  donne 

On  a  les  deux  équations 

ce  qui  donne 

En  continuant  ainsi,  on  aura  x^'"*~'K  Les  quantités  y^'"^  et  X^*"^  ne 
commencent  à  être  introduites  dans  cette  expression  que  par  les 
deux  valeurs  de  x^""^ — a;^~~*^  et  de  x^""^ — x^'^^^K  Désignons  par  h^^ 
le  coefficient  de  y^"'^  dans  l'expression  de  o?^"*'*"'^^;  cette  expression 
est 

en  substituant  pour  x^""^^\  x^~"*"'^~*\  ^(«-«^-«)  J^s  parties  de  leurs  va- 
leurs relatives  à  7^'"\  la  comparaison  des  coefficients  de  cette  quan- 
tité donnera 

d'où  l'on  tire  en  intégrant 

A  et  A'  étant  deux  arbitraires.  Pour  les  déterminer,  nous  obser- 
verons que  r  étant  nul,  on  a  /[^•^=-i-,  et  que  r  étant  i,  on  a 

81. 
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(le  là  on  tire 

EL  ±  \' — 1. 

/t y,  il  Y5, 

ainsi  dans  la  valeur  de  a:^"'^'\  où  r=yn-i — m,  on  aura  pour  le 
coefficient  fc^"-*-"»)  de  y^'*^ 

l-(nH-i— m) l  1     / l\it — m  , 

^  T  —  H-l — tJ 

le  coefficient  de  X^'"^  dans  la  même  valeur  sera  évidemment  le 
même.  x\insi  l'expression  de  o?^""*"'^  sera  une  quantité  connue,  plus 
la  suite 

Désignons  par  s  cette  erreur,  et  par  H  la  somme  des  carrés  des 
coefficients  de  'y^'\  y^*',  etc.  V^\  X^'\  etc.  la  probabilité  de  s  sera 


proportionnelle  à  c   '^   .  On  a,  à  très-peu  près, 

ainsi  la  probabilité  de  5  est,  à  très-peu  près,  proportionnelle  à 

C  ^'"'^''  ;  les  erreurs  également  probables  sont  donc  plus  grandes 
dans  ce  procédé  que  suivant  la  méthode  la  plus  avantageuse,  et 
à  peu  près  dans  le  rapport  de  \/5  à  \^\.  Ce  procédé  approche  donc 
beaucoup  de  l'exactitude  de  la  méthode  la  plus  avantageuse;  et 
comme  le  calcul  en  est  fort  simple,  nous  allons  déterminer  la 
probabilité  des  erreurs  auxquelles  il  expose,  dans  le  cas  général 
où  les  divers  triangles  ne  sont  ni  égaux,  ni  équilatéraux. 

Si  Ton  représente  par  m''^  le  carré  de  Q'~'^0'\  divisé  par  2iî,  et 
par  n^'^  le  carré  de  O'"' 0'\  divisé  pareillement  par  2/î;  le  système 
des  équations  [A]  se  changera  dans  le  suivant 

^(0  _  x^i-^)  — p(')  _|.  rn^i)  yi)^ 

^(0  _a;)''-«)  =<jf (0  -+-  n^i)  X^'l  [A') 

Le  procédé  que  nous  venons  d'examiner  donne,  en  suivant  Tana- 
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lyse  précédente,  le  coefficient  de  y''\  dans  l'expression  de  a;'"*'', 
égal  à 

i.m"'-,^.m<''.(-i)''--. 

Pareillement  le  coefficient  de  X^'^  dans  la  même  expression  est 

de  là  il  suit  que  la  valeur  de  H  est  y  à  très-peu  près, 

le  signe  intégral  5  s'étendant  à  toutes  l'es  valeurs  de  i  jusqu'à 
i  =  n-f-i ;  la  probabilité  d'une  erreur  s,  dans  l'expression  de  a:'*"*"'\ 
est  donc  proportionnelle  à 

C  • 

Si  l'on  applique  aux  équations  [A')  l'analyse  que  nous  avons 
donnée  ci-dessus  pour  le  cas  de  la  méthode  la  plus  avantageuse , 
on  trouvera,  en  les  multipliant  respectivement  ^arf^'^  et  ^^'\  l'é- 
quation suivante, 

et  cette  écpiation  aura  lieu,  depuis  i=\  jusqu'à  i=n-\-\,en  sup- 
posant g^'^  et  g^'"*~*^  nuls.  On  aura  ensuite  l'équation  générale 

Cette  équation  a  lieu  depuis  1=2  jusqu'à  i=n-^-i;  en  la  com- 
binant avec  les  équations  ^-'^^^  o,  ^•"•^*^  =  o,  on  aura  les  valeurs 
àep\f*K  . .  ./"^^  3^'K  f^ ^^"""'^  on  aura  ensuite 

le  signe  S  comprenant  toutes  les  valeurs  de/^*^m^'^*  et  de  g^'^n^'^*: 
la  probabilité  d'une  erreur  s,  dans  la  valeur  de  x^'"^'^  sera  pro- 
portionnelle à 

H 

c 
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5.  Il  faut  maintenant  déterminer  la  vdeur  de  K.  Pour  cela, 
nous  observerons  que  le  facteur  u  est  déterminé,  par  ce  qui  pré- 
cède, au  moyen  de  Féquation 

"= -^ ' 

B 

et  que  Terreur  de  cette  expression  est .  Chaque  double  sta- 
tion fournit  une  valeur  de  u,  et  la  moyenne  de  ces  valeurs  est  la 
valeur  qu  il  faut  adopter.  Si  Ton  nomme  i  le  nombre  de  ces  valeurs. 

Terreur  à  craindre  sera  S .  — — ^ ,  le  signe  S  se  rapportant  aux  i 
quantités  — — ,  relatives  à  chacpie  double  station.  Soit  s  la  somme 

S' ';  la  probabilité  de  s  sera,  par  le  n"*  20  du  second  livre, 

proportionnelle  à  une  exponentielle  de  la  forme 


I 
C 


et  si  Ton  nomme  q  la  somme  des  carrés  des  différences  de  chaque 
valeur  partielle  à  sa  valeur  moyenne,  on  aura 

On  a,  par  ce  qui  précède,  la  probabilité  de  Terreur  d'une  valeur  s 
de  la  fonction  S ,  proportionnelle  à  Texponentielle 


le  signe  5  s  étendant  à  i  quantités  de  la  forme  ^^ .  Or  les  erreurs  c 
et  —  e  étant  supposées  également  probables,  il  est  visible  que  les 


TROISIÈME  SUPPLÉMENT.  647 

mêmes  valeurs  de  S.  ^ — —  et  de  5.  ^^"^  ^  sont  également  pro- 
bables; on  a  donc 


ce  qui  donne 


a^K', 


'-W 


Les  quarante-<^inq  premières  valeurs  de  u,  données  dans  ie  se- 
cond volume  de  la  Base  du  système  métrique,  page  771,  et  qui 
sont  fondées  sur  des  observations  faites  dans  les  mois  de  Tannée 
où  Ton  observe  le  plus  souvent,  donnent  pour  sa  valeur  moyenne 

u  =  o,078i8, 

et  la  somme  q  des  carrés  des  diflFérences  de  ces  valeurs  à  la  moyenne 
est  0,04900629.  i  étant  ici  égal  à  45,  on  a 

^=  — 5 n— =  114,781. 

0,09200002  ' 

Si  Ton  suppose  le  nombre  n  de  triangles  égal  à  a  5 ,  et  si  Ton 
fait  tous  les  côtés  égaux  à  20000™,  on  aura  2  4oooo™  pour  la  dis- 
tance de  rc^"^  à  x^""^  :  c'est  à  peu  près  la  distance  de  Paris  à  Dun- 

kerque.  Dans  ce  cas,  la  quantité  -^  prise  pour  unité  de  distance 

est  3 1"", 4 16.  De  là  on  conclut  qu'il  y  a  un  contre  un  à  parier  que 
Terreur  sur  la  hauteur  rc^"^  est  comprise  dans  les  Iimitesdb3°*,i839. 
Il  y  a  neuf  contre  un  à  parier  qu'elle  est  comprise  entre  les  limites 
±  7'",76i;  on  ne  peut  donc  pas  alors  répondre  avec  une  probabi- 
lité suffisante,  que  cette  erreur  n'excédera  pas  ±8°". 

La  chaîne  de  triangles  que  nous  venons  de  considérer  est  beau- 
coup plus  favorable  à  la  détermination  de  la  hauteur  de  son  der- 
nier point ,  que  celle  dont  Delambre  a  fait  usage  dans  l'ouvrage 
cité,  pour  déterminer  la  hauteur  du  Panthéon  au-dessus  du  niveau 
de  la  mer.  En  considérant  cette  dernière  chaîne,  on  voit  que  l'on 
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ne  peut  pas  répondre  avec  une  probabilité  suffisante,  que  Terreur 
sur  cette  hauteur  n'excédera  pas  ±16". 

6.  On  voit,  par  ce  qui  précède,  que  les  grands  triangles  qui 
sont  très -propres  à  la  mesure  des  degrés  terrestres  le  sont  fort 
peu  pour  déterminer  les  hauteurs  respectives  des  diverses  sta- 
tions. Ainsi  dans  le  cas  d'une  chaîne  de  triangles  équilatéraux 
dont /est  la  longueur  de  chaque  côté,  les  erreurs  également  pro- 
bables de  la  différence  de  niveau  des  deux  stations  extrêmes  étant 


proportionnelles  à  ^  '^  ^ —  ,  n  étant  le  nombre  des  triangles  ;  si 
l'on  nomme  a  la  distance  de  ces  deux  stations ,  on  aura  en  sup- 
posant /i-hi  pair,  a  =  \[n-hi).f;  n —  sera  donc  propor- 
tionnel à 1  ;  les  erreurs  également  probables  seront  donc 

proportionnelles  à  cette  fraction.  Ainsi,  en  quadruplant  le  nombre 
des  triangles,  elles  deviendront  huit  fois  plus  petites.  Mais  alors 
les  erreurs  dues  aux  observations  des  angles  deviennent  compa- 
rables aux  erreurs  dues  à  la  variabilité  des  réfractions  terrestres. 
Examinons  comment  on  peut  avoir  égard  à  la  fois  à  ces  deux 
genres  d'erreurs. 

Considérons  une  suite  de  points  C,  0'\  0^\  etc.  Soit  h^'^  la  dis- 
tance de  C  à  O'^  ;  A^'^  la  dislance  de  O'^  à  C'^  ;  h^'^  la  distance  de 
O''  à  0'\  et  ainsi  de  suite.  Concevons  que  du  point  O'^  on  observe 
Qi-^i)  gt  réciproquement.  La  distance  zénithale  de  O'^'^  observée 
de  O"^  sera,  par  ce  qui  précède , 

s  étant  l'erreur  de  u,  et  a  étant  celle  de  l'angle  observé  6.  La  dis- 
tance zénithale  de  C''  observée  de  C'"^'^  sera 
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e'  et  a  étant  les  erreurs  de  u  et  de  0\  dans  Tobservation  faite  au 
point  0'"*"*^  On  aura  donc  les  deux  équations 

0-h0H jT h-^(e-he)-f-a-f-a  =  ir-h-|r-, 

Désignons  comme  ci-dessus  e  —  e'  par  y^*\  et  faisons  a  —  a  égal 
à  X^'^;  on  aura  pour  Télévation  a;^*^'^ —  a;^*^  du  point  0*^*^  au-dessus 
de  C,  une  expression  de  cette  forme 


X 


(n-Hi)  . 


.a;^*)  =  M-+-5.l^-^-4-5.— X^ 


2R  '    ^"    2 


le  signe  intégral  S  se  rapportant  à  toutes  les  valeurs  de  i,  depuis 
1  =  0,  jusqu'à  i=n.  L'erreur  de  cette  valeur  de  x^'^^^  est 

2R  2 

il  faut  maintenant  déterminer  la  probabilité  de  cette  erreur  que 
nous  désignerons  par  s.  Soit  généralement 

la  probabilité  de  s  sera ,  par  l'analyse  du  n**  20  du  second  livre  de 
la  théorie  analytique  des  probabilités,  proportionnelle  à 

/       COS.  (  m^*^  X  -+-  n^*^y  )  •  'or  \ 

rj       j      1    ^f  \    I  /   \       ,^j— :]x.  COS.  Im^'^x -+-71^'^  y)  •'^l 
j  J  r\  )  r\ji  j  X  COS.  (m<*^a;-^/i<^Jj).«( 

[  X  etc.  ) 

^  [x]  est  la  loi  de  probabilité  d'une  valeur  x  de  y^*^ ,  \|/  [y)  est  la 
loi  de  probabilité  d'une  valeur  y  de  X^*^  Les  erreurs  négatives  et 
positives  sont  supposées  également  probables:  les  intégrales  rela- 
tives à  a;  et  j  sont  prises  depuis  l'infini  négatif  jusqu'à  l'infini 

TOMI   fil.  82 
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positif,  et  l'intégrale  relative  à  «  est  prise  depuis  ©= —  ir,  jus- 
qu'à «=11.  En  faisant 

2fdx.(^{x)  =  k,       faf.dx.<^{x)=k\ 

'^f^y-'i'  (j) =^>     ^  •  ^j  •  ^  (j)  =^^ 

les  intégrales  étant  prises  depuis  a;  et  j  nuls,  jusqu'à  xety  égaux 
à  l'infini  ;  l'analyse  du  numéro  cité  donnera  la  probabilité  de  s , 
proportionnelle  à 


*  k 


Il  est  facile  de  conclure  généralement  de  la  même  analyse,  que 
si  Ton  fait 

s  =  S.  m^^  Y'^  -4-  S .  71^'^  X^'^  -4-  5 .  H'^  5  w  -f-  etc. 

y^'\  X^'\  5^'\  etc.  étant  des  erreurs  dérivant  de  sources  di£Pérentes, 
la  probabilité  de  s  est  proportionnelle  à  l'exponentielle 


^  .S.m(0«+i£  .5.nW«+i£  ..S.r(0»+etc. 
^  k  L 


en  désignant  par  u{x)  la  probabilité  d'une  erreur  x  due  à  la  troi- 
sième source  d'erreur,  et  faisant 

2  fdx.  it{x)=k,        fx^dx.  TT  {x)  =  k\ 

les  intégrales  étant  prises  depuis  x  nul  jusqu'à  x  infini;  et  ainsi 
des  autres  erreurs. 

f  L" 

Pour  déterminer  dans  la  question  présente  les  constantes  -r— , 
et  -=-,  je  supposerai  d'abord  la  seconde  nulle  ou  très-petite,  re- 
lativement à  la  première;  comme  on  peut  le  faire  dans  les  grandes 
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triangulations  de  la  méridienne.  Dans  ce  cas,  la  probabilité  d'une 
erreur  s  sera,  en  faisant  m^'^=i,  proportionnelle  à 


—  5" 

c 


n  étant  le  nombre  des  intervalles  qui  séparent  les  stations.  La  pro- 
babilité d'une  valeur  s  de  S.- ^,  ou  de  S. ,  ce  qui  répond 

à  une  erreur  2s  dans  la  valeur  de  5.(e— e') ,  sera  proportionnelle  à 

—  '' 
c        ; 

mais,  par  ce  qui  précède,  cette  probabilité  est  proportionnelle  à 

39  n 


on  a  donc 


i   ~  k'     ^^    k    ~    i   ~  114,781 


Si   Ton   suppose   maintenant   7^  nul,  et  7i^'^=i;  la  probabilité 
d'une  valeurs',  de  la  somme  SA- — ^1,  sera  proportionnelle  à 


k 
C 


et  la  probabilité  d'une  même  valeur /de  5.  (a -4- a -4- a)  sera  pro- 
portionnelle à 


12k" 

l 
c 


Si  l'on  suppose  cette  loi  de  probabilité  la  même  que  pour  les 

82. 
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erreurs  de  la  somme  des  trois  angles  d'un  triante  sphérique, 
dans  les  mesures  géodésiques,  et  qui,  par  le  n°  1  du  deuxième 
Supplément,  peut  être  supposée  proportionnelle  à 

aO"      '  n 

C  , 

0*  étant  la  somme  des  carrés  des  excès  observés  dans  la  somme 
des  erreurs  des  trois  angles,  dans  /  triangles;  on  aura 

k   —  3.(1+2)- 
On  a,  par  ce  que  Ton  a  vu, 

1+2  109 


partant 

4â;;^4  445,217 

k         3'       109      ' 

quantité  qu'il  faut  diviser  par  le  carré  du  nombre  de  secondes 
sexagésimales  que  ce  rayon  renferme,  et  alors  on  a 

4Â'  _  1,2801 
k~  "       i o-    • 

Supposons  les  distances  des  stations  consécutives,  égales  à  douze 
cents  mètres;  on  trouvera  qu'il  y  a  un  contre  un  à  parier  que 
l'erreur  sur  la  valeur  dex^"'^'^  n'est  pas  au-dessus  de  =to"*,o8555, 
lorsque  71  =  200.  Il  y  a  mille  contre  un  à  parier  que  l'erreur  n'est 
pas  au-dessus  de  =to'",4i3. 
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MÉTHODE  GÉNÉRALE  DU  CALCUL  DES  PROBABILITÉS,  LORSQU'IL  Y  A  PLUSIEURS 

SOURCES  D'ERREURS. 

La  considération  des  deux  sources  d'erreurs  indépendantes  qui 
existent  dans  les  opérations  du  nivellement  m'a  conduit  à  exami- 
ner le  cas  général  des  observations  assujetties  à  plusieurs  sources 
d'erreurs  :  telles  sont  les  observations  astronomiques.  La  plupart 
sont  faites  au  moyen  de  deux  instruments,  la  lunette  méridienne 
et  le  cercle,  dont  les  erreurs  ne  doivent  pas  être  supposées  avoir 
la  même  loi  de  probabilité.  Dans  les  équations  de  condition,  que 
Ton  déduit  de  ces  observations,  pour  obtenir  les  éléments  des 
mouvements  célestes ,  ces  erreurs  sont  multipliées  par  des  coeffi- 
cients différents  pour  chaque  source  d'erreur,  et  pour  chaque 
équation.  Les  systèmes  les  plus  avantageux  de  facteurs  par  les- 
quels il  faut  multiplier  ces  équations  pour  avoir  les  équations 
finales  qui  déterminent  les  éléments,  ne  sont  plus,  comme  dans 
le  cas  d'une  source  unique  d'erreurs,  les  coefficients  de  chaque 
élément  dans  les  équations  de  condition.  La  facilité  avec  laquelle 
l'analyse  que  j'ai  donnée,  dans  le  second  livre  de  ma  Théorie  des 
probabilités,  s'applique  à  ce  cas  général,  va  montrer  les  avantages 
de  cette  analyse. 

Supposons  d'abord  que  l'on  ait  un  système  d'équations  de 
condition,  représentées  par  celle-ci 

p{i)y  _  ^(1)    _^  ^{i)  yii)   _^  ^(0  ^(0    _^     çjç^ 

y  étant  un  élément  dont  on  cherche  la  valeur  la  plus  avantageuse. 
Si  Ton  multiplie  l'équation  précédente  par  un  facteury^'\  la  réu- 
nion de  tous  ces  produits  donnera  pour  y  l'expression 

_S.a^^f^^         5. m^'")/')  y (0 +5.  n^i)f)-xi^  +  etc. 
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L'erreur  de  y  sera 

S.  mS^'p^  y^+S.  ii<'^/'^X^'^+  etc. 

En  désignant  par  $  cette  erreur,  sa  probabilité  sera  proportion- 
nelle, par  le  numéro  précédent,  à  Fexponentielle 

-*'WJ^V 


Il  faut  déterminer /^^  de  manière  que 

^.S.mW«p^«-r  ^.S. !!<'>/•> -H  etc. 

soit  un  minimum;  car  il  est  vbible  qu'alors  la  même  erreur  s  de- 
vient moins  probable  que  dans  tout  autre  système  de  facteurs.  Si 
Ton  nomme  A  le  numérateur  de  cette  firaction,  et  si  Ton  fait  va- 
rier y^*^  d'une  quantité  dif,  on  aura  par  la  condition  du  minimum, 
en  égalant  à  zéro  la  différentielle  de  cette  fraction , 

*lm(^>/'^+  £n««/«>+  etc. 

*  k  p^'^ 


ce  qui  donne  pour/^'^  une  expression  de  cette  forme 

k"  V 

—  .m<'>+  -=-.nt'>-+-  etc. 
*  k 

On  peut  faire  ici  (x=  i,  parce  que  cette  quantité  étant  indépen- 
dante de  i,  elle  affecte  également  tous  les  multiplicateurs  y^'^; 
ainsi  la  quantité /^'^  par  laquelle  on  doit  multiplier  chaque  équa- 
tion de  condition,  pour  avoir  le  résultat  le  plus  avantageux,  est 
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*  k 


et  la  probabilité  d'une  erreur  s  de  ce  résultat  est  proportionnelle 
à  l'exponentielle 


— j' 


-.5. 


P 


(0» 


4  k"  k" 

!L,  w(0«4.  l.n(0«  +  etc. 
^  h 

On  aura  par  la  même  analyse  et  par  le  n*"  22  du  second  livre,  les 
facteurs  par  lesquels  on  doit  multiplier  les  équations  de  condi- 
tion, pour  avoir  les  résultats  les  plus  avantageux,  quels  que  soient 
le  nombre  des  éléments  à  déterminer  et  le  nombre  des  genres 
d'erreurs  :  on  aura  pareillement  les  lois  de  probabilité  des  erreurs 
de  ces  résultats. 

Supposons  que  l'on  ait  entre  deux  éléments  x  ei  y,  l'équation 
de  condition 

l^K  X  -\-p^\y  =  a^'^  -f-  m^^  y^^  -h  n^^  \^^  -f-  r^^  5<'^-f-  etc. 

y^\  X^'\  h^\  etc.  étant  des  erreurs  dont  les  sources  sont  différentes. 
En  multipliant  d'abord  cette  équation  par  un  système  f'^  de  fac- 
teurs ,  la  réunion  de  ces  produits  donnera  l'équation  finale 

X.  S.  l^^p  +y.  S.p^^P  =  5.  é^p  +  5.  m^^p  f"^  +S.  n^^p  X^'^+  etc. 

En  multipliant  ensuite  l'équation  de  condition  par  un  autre  sys- 
tème g^'^  de  facteurs,  la  réunion  des  produits  donnera  une  seconde 
équation  finale 

X.  S.  P^g^^  -f- j.  Sy^g^^  =  S.  a<'^  g^^-^S.  m^^g^^  y^^  -^  etc. 

On  tire  de  ces  deux  équations  finales, 

S.  m^'V^OylO. 5.  pi^gi^^S.m^^g^^y^KS.p^^p 
I  -  I  ■  etc. 
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L  étant  égale  à 

S.  /^yi  S.  />«  g^^  —  S.  P^g^'K  S.p^^fK 
Le  coefficient  de  y^'^  dans  cette  valeur  est 

z 

En  changeant  m^^  en  n^'\  H'\  etc.  on  aura  les  coefficients  corres- 
pondants de  X^'\  5^'\  etc.  En  nommant  donc  s  la  valeur  de  la 
partie  de  x,  dépendante  des  erreurs  y^*\  X^'\  5^*\  etc.  la  probabilité 
de  cette  valeur  sera,  par  ce  qui  précède,  proportionnelle  à  Tex- 
ponentielle 


"S" 


en  faisant 

rj    S.M^^f^\[S.p^^g^^Y-2SM^^f^^^^ 

H= —j-^ , 

M^^  étant  égale  à 

4^.  ,n««^-  ^.7i^«>-+-  ^.  H'>-+-  etc. 
*  *  k 

11  faut  maintenant  déterminer /^'^  et^^'\  de  manière  que  H  soit  un 
minimum.  Pour  cela  on  fera  varier  y^'\  et  Ton  égalera  à  zéro  le 
coefficient  de  sa  différentielle;  ce  qui  donnera,  en  nommant  P  le 
numérateur  de  l'expression  de  H, 

— pï'l  S.  M^^^f^g^^.S.p^^^g^^-^p^l  S.  3f^'^^<'>.  S.p^^^f^ 
—  j.{l^K  S.p^^  g^^  —p^K  S.  l^^g% 

Il  est  facile  de  voir  que  l'on  satisfait  à  cette  équation ,  en  supposant 

J    —  j/(0'       9  —  i|f(o» 
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et  Ton  doit  en  conclure  que  Ton  satisferait,  par  la  même  suppo- 
sition ,  à  Téquation  correspondante  que  donnerait  dH=  o ,  en  y 
faisant  varier  ^^'\  On  voit  encore  que  les  mêmes  valeurs  def^'^  et 
de  g^'^  satisfont  aux  équations  semblables  qui  résultent  de  la  con- 
sidération de  Télément  y. 

Si  Ton  a  entre  les  éléments  a;,  j,  z,  etc.  des  équations  de  condi- 
tion représentées  par  l'équation  générale 

M  x^p^^Ky-^q^'Kz-h-  etc.=é'^ -hm^'K^^-i-n^'^V'^-h-r^^S^'^-h-  etc. 

y^'\  V'\  5^'\  etc.  étant  des  erreurs  de  divers  genres,  on  trouvera 
par  l'analyse  précédente  que  les  facteurs  par  lesquels  on  doit  mul- 
tiplier respectivement  cette  équation,  pour  former  les  équations 
finales  qui  donnent  les  valeurs  des  éléments  les  plus  avantageuses, 
sont,  pour  la  première  équation  finale,  représentés  par 

l^] 

k"  V  V 

^.m<'>+— .n('>+ t-.rt'>+  etc. 

*  l  k 

Ils  sont  représentés,  pour  la  seconde  équation  finale,  par 

pii) 


k'  k"  k" 

i..mt'>+  _.  iiW>+  ^.  r<'>+  etc. 

*  k  k 


el  ainsi  de  suite.  En  appliquant  donc  aux  équations  ainsi  mul- 
tipliées, l'analyse  du  n°  2  du  premier  Supplément,  on  aura  les 
valeurs  des  éléments  les  plus  avantageuses,  et  les  lois  de  proba- 
bilité de  leurs  erreurs. 

Pour  donner  un  exemple  de  cette  application ,  ne  considérons 
que  deux  éléments  xety:  si  Ton  fait 

M^'J  =  ^' .  m<'>  ■+-  - .  n*''' - f - 1 .  H'>  -+-  etc. 
*  *  k 


658      THÉORIE  ANALYTIQUE  DES  PROBABILITÉS. 

on  multipliera  Téquation  de  condition  précédente  par  ^,  et  Ton 


en  lirera 


"■•■^■■l^  +J'-'*-fe!5  =-S-9r  H-A-.^.Ky"+»''*»'-H  etc.); 
mais  la  condition  de  la  méthode  la  plus  avantageuse  donne 

()  --  S.-^^.  (m'''  y")  -h  «"'  X<''  H-  etc.) , 
()  =:  -  .S.  -^ . (m"' 7'''  -h «"■>  X")  -4-  etc.)  ; 


on  aura  donc 

Substituant  cette  valeur  de  y  dans  l'équation  générale  de  condi- 
tion, et  faisant 

S  l-lt 

Cl, et  ff      .  -j^, 

.S'  E— 
on  aura 

'  •  iV/t') 

et  la  prohakililé  d'une  erreur  s,  de  celte  valeur,  sei*a  proportion- 
nelle à 

4       .m 

c 
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k"       k 
Cette  analyse  suppose  la  connaissance  des  constantes  j-  et  ^.  Mais 

on  peut  en  obtenir  par  les  observations  mêmes,  des  valeurs  très- 
approchées,  de  la  manière  suivante. 

Concevons  que  l'on  ait  déterminé  les  éléments  x,y,  z,  etc.  par 
la  méthode  suivant  laquelle  on  forme  les  équations  finales,  en 
multipliant  chaque  équation  de  condition  successivement  par  le 
coefficient  correspondant  de  chaque  élément.  Si  Ton  substitue 
Ips  valeurs  des  éléments,  ainsi  déterminées,  dans  Téquation  de 
condition 

l^K  x-^p^'Ky  -h  etc.  —  a^'^  =  m^'^y'^  -h  n^'^  V'^  -h  etc. 

on  aura  une  équation  de  cette  forme 

R(«)  ^  rn^i)  yii)  _+^  ^(0  X(0  -f-  etc. 

Supposons,  pour  plus  de  simplicité,  que  Ton  n'ait  que  les  deux 
genres  d'erreurs  y^'^  el  X^'^  :  on  multipliera  d'abord  l'équation  pré- 
cédente par  m^'\  En  élevant  ensuite  chaque  membre  au  carré,  et 
prenant  la  somme  de  toutes  les  équations  ainsi  formées,  on  aura 

S.  m^«>  /{^'>  =  5.  (m^'>  7^'> -h  2  m^'>.  n^^^  y^^  X^'^  -+-  /i^'>.  m^'> X^'>) . 

La  valeur  moyenne  de  m^'^*.y^'^'  est  évidemment 

m(0*.//(fy.(p(y) 

les  intégrales  étant  prises  depuis  y=  —  00  jusqu'à  y  infini;  ce 

qui  donne  — j- — .  On  a  pareillement  -=r-.  m^'^\  n^'^\  pour  la  valeur 

moyenne  de  m^'^*.  n^'^'.X^'^'.  On  trouve  de  la  même  manière  que  la 
valeur  moyenne  de  2m^'^\  n^'^y^'^X^^  est  nulle;  on  a  donc,  en  subs- 
tituant au  lieu  des  quantités,  leurs  valeurs  moyennes,  ce  que  l'on 
peut  faire  avec  d'autant  plus  de  précision,  que  le  nombre  des 
observations  est  plus  grand, 

^*  A* 

83. 
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On  aura  pareillement 

k  k 

de  là  on  tire 

Ijk"  _  a5.n">.5.re">i?"')'-25.m">n"".5.n""ij"> 
k  5.i»«'.S.nf'>_(S.m«*nfi')*  ' 

X  S.m<«>.S.n«'-(S.m«»n«')'  ' 

en  désignant  donc  par  aP  et  iQ  les  numérateurs  de  ces  deux 
expressions,  les  facteurs  par  lesquels  on  doit  multiplier  l'équa- 
tion de  condition  seront 

/(•■)  p(0 

Il  s'agit  maintenant  de  faire  voir  que  ces  valeurs  de  -7- ,  -«- ,  sont 

fort  approchées.  Pour  cela ,  ne  considérons  qu  un  élément  x  :  Té- 
quation  de  condition 

l^^x=z  a"'^  -h  m^'^  Y'^  -4-  n^'^  X<^ 
donnera 

Substituant  cette  valeur  dans  l'équation  de  condition,  on  aura 

m  -+-  l^^K    ^^  ^^  y  ^  =  'w^'^  y'^  -+-  n^'^  X<'^  ; 

mais  il  est  facile  de  voir  que  les  valeurs  de  5.  Pm^'Y^^  et  de  S.  /^'^/i^'^X^'^ 
sont  nulles  par  la  supposition  des  erreurs  négatives  aussi  pro- 
bables que  les  erreurs  positives;  on  peut  donc  faire  comme  ci- 
dessus 

ce  qu  il  fallait  établir. 


QUATRIÈME  SUPPLÉMENT. 


1.  U  étant  une  fonction  quelconque  d'une  variable  /,  si  on  la 
développe  suivant  les  puissances  de  t,  le  coefficient  de  t^,  dans  ce 
développement,  sera  une  fonction  de  x,  que  je  désignerai  par  j^; 
U  est  ce  que  j'ai  nommé  fonction  génératrice  de  j,.  Si  l'on  mul- 
tiplie U  par  une  fonction  T  de  t,  pareillement  développée  suivant 
les  puissances  ascendantes  de  t,  le  produit  UT  sera  une  nouvelle 
fonction  génératrice  d'une  fonction  de  x,  dérivée  de  la  fonction  j^ 

suivant  une  loi  qui  dépendra  de  la  fonction  T.  Si  Test  égal  à  -  —  i , 

il  est  facile  de  voir  que  la  dérivée  sera  j^^.  — y^,  ou  la  difiFérence 
finie  de  j^?-  Désignons  généralement,  quel  que  soit  T,  cette  dérivée 
par  Sj^  :  si  l'on  multiplie  le  produit  UT  par  T,  la  dérivée  du  produit 
UT*  sera  une  dérivée  de  Sj^  semblable  à  la  dérivée  de  Sj,  en  j,;  on 
pourra  donc  désigner  par  5*  j^  cette  seconde  dérivée  ;  d'où  il  est 
visible  généralement  que  UT"  sera  la  fonction  génératrice  de  hy, . 
Si  l'on  multiplie  U  par  une  autre  fonction  Zdet,  pareillement 
développée  suivant  les  puissances  ascendantes  de  t;  et  si  l'on 
désigne  par  la  caractéristique  A,  ce  que  nous  avons  nommé  S 
relativement  à  la  fonction  T;  UZ""  sera  la  fonction  génératrice 

de  A"ja;- 

On  peut  concevoir  T  comme  une  fonction  de  Z  :  en  dévelop- 
pant cette  fonction  en  série  par  rapport  aux  puissances  ascen- 
dantes de  Z,  on  aura  une  expression  de  T  de  cette  forme 
T=  4(«) -f- 4(0.  Z-+- 4w. Z'-h...  etc. 

En  multipliant  cette  équation  par  U,  et  repassant  des  fonctions 
génératrices  aux  coefficients,  on  aura  l 

,=  A^'Ky,'hA^'K  Aj.H-A^'^  A*y^-f -.  etc. 


zn^_^i,_,^ry_,Y. 
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On  voit  ainsi  que  la  même  équation  qui  a  lieu  entre  T  et  Z  a  lieu 
entre  leurs  caractéristiques  eî  et  A,  pourvu  que  dans  le  dévelop- 
pement de  celte  équation  suivant  les  puissances  de  S  et  de  A ,  on 
substitue  au  lieu  d'une  puissance  quelconque  S^  S^J,;  au  lieu 
d'une  puissance  ^^,  ^'^•Jx/  ^^  lieu  d'un  produit  tel  que  S^  A'^, 
h''^^.y^;  et  que  l'on  multiplie  par  j^,  les  termes  indépendants  de 

5  et  A.  Ainsi,  en  supposant  T  égal  à  y  — i,  Z=  ^  — i,  5j,  sera 

la  différence  finie  de  y^n ^  variant  de  l'unité;  Ay,  sera  la  différence 
finie  de  j^,  x  variant  de  i;  on  a  ensuite 

et  par  conséquent 

ce  qui  donne 

A«=[(i-+-5)'— i]", 

pourvu  qu'après  le  développement  on  place  y^  après  les  puissances 
des  caractéristiques.  Cette  équation  aura  encore  lieu,  en  faisant  n 
négatif,  mais  alors  les  différences  se  changent  en  intégrales.  La 
considération  des  fonctions  génératrices  fait  voir  ainsi,  de  la  ma- 
nière la  plus  naturelle  et  la  plus  simple,  l'analogie  des  puissances 
et  des  différences  :  on  peut  considérer  cette  théorie  comme  le 
calcul  des  caraclérisliques. 

Si  Ton  a  0=  5j^,  on  aura  une  équation  aux  différences  finies. 
C/r  devient  alors  un  polynôme  qui  ne  renferme  que  des  puissances 
de  t  plus  petites  que  la  plus  haute  de  t  dans  T.  Désignons  par  Q, 
le  polynôme  en  f,  le  plus  général  de  celte  nature;  on  aura 

u—  ^. 

Le  coefficient  de  f  dans  le  développement  de  U  sera  l'intégrale  y, 
de  l'équation  o=:5j^;  par  cette  raison,  je  nomme  U  fonction 
génératrice  de  cette  équation. 
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Si  l'on  conçoit  1/ fonction  de  deux  variables  t  et  t,  le  coefficient 
du  produit  f*t'*',  dans  le  développement  de  U,  sera  une  fonction 
de  X  el  de  x,  que  je  désigne  pary,  ,,,•  Tétant  une  fonction  déve- 
loppée des  mêmes  variables  t  et  t\  le  produit  UT  sera  la  fonction 
génératrice  d'une  dérivée  de  j,,^,,  que  je  désignerai  par  âj^,^^; 
et  il  est  facile  d'en  conclure  que  UT"  sera  la  fonction  génératrice 
de5"j,,„. 

Si  l'on  a  G  =  5yx,xo  on  aura  une  équation  aux  différences  finies 
partielles.  Représentons  cette  équation  par  la  suivante: 


"•  yx,x'-^i  1  ^-yx^-t-t 

-+-.. 

.  etc. 

a'.J«*..x.H-è'.J*4H.«/*, 

H-.. 

.  etc, 

-t-a'.y^.../ 

H-.. 

.  etc 

H-  . . .  etc. 

il  est  facile  de  voir  que  la  fonction  génératrice  de  l'équation  pro- 
posée sera 

a  f.  f'*'  +  6  P.  /''»'-'  +  c  P.  t'"'-^    +. . .  etc. 

+  a'.r-».r'4-  b'.f-\f '''-''+. . .  etc. 

+  a^ /''-•.  ^«'+...  etc. 

+. . .  etc. 

n  et  n  étant  les  plus  grands  accroissements  de  x  et  de  x,  dans 
l'équation  proposée  aux  différences  partielles.  A,  B,  C,.  ..H  sont 
des  fonctions  arbitraires  de  t;  A',  B,  C, . .  •  H'  sont  des  fonctions 
arbitraires  de  t\  On  déterminera  toutes  ces  fonctions  au  moyen 
des  fonctions  génératrices  de 

y  0 , »M  Jx^x'  y  y  1 ,  X'  •  •  •  •  J^n— I ,  x*  > 

Un  des  principaux  avantages  de  cette  manière  d'intégrer  les 
équations  aux  différences  partielles  consiste  en  ce  que  l'analyse 
algébrique  fournissant  divers  moyens  pour  développer  les  fonc- 
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tions,  oa  peut  choisir  celui  qui  convient  le  mieux  à  la  question 
proposée.  La  solution  des  problèmes  suivants,  par  le  comte  de 
Laplace,  mon  fils,  et  les  considérations  qu  il  y  a  jointes,  répandront 
un  nouveau  jour  sur  le  calcul  des  fonctions  génératrices. 


2.  Un  joueur  A  tire  d'une  urne  renfermant  des  boules  blanches 
et  noires,  une  boule,  qu  il  remet  après  le  coup,  avec  la  probabilité 
p  d'amener  une  boule  blanche,  et  la  probabilité  q  d'en  extraire  une 
noire;  un  second  joueur  B  tire  ensuite  d'une  autre  urne  une  boule, 
qu'il  remet  également  après  le  tirage,  avec  les  probabilités  p  d'une 
boule  blanche,  et  (j'  d'une  noire.  Ces  deux  joueurs  continuent 
ainsi  à  extraire  alternativement  chacun  de  leur  urne  respective 
une  boule,  qu'ils  ont  toujours  soin  de  remettre.  Si  l'un  des  joueurs 
amène  une  boule  blanche,  il  compte  un  point;  si,  au  contraire, 
il  fait  sortir  une  boule  noire,  il  ne  compte  rien,  et  le  tour  déjouer 
passe  simplement  à  Tautre,  Les  joueurs  ayant  réglé,  par  les  con- 
ditions de  leur  jeu,  le  nombre  de  points  que  chacun  doit  atteindre 
le  premier  pour  gagner  la  partie,  et  ayant  commencé  à  jouer,  il 
manque  encore  au  joueur  A  le  nombre  x  de  points  pour  gagner, 
et  X  au  joueur  B;  et  le  tour  de  jouer  appartient  au  joueur  A.  On 
demande,  dans  cette  position,  quelle  est  la  probabilité  de  l'un  et 
l'autre  joueur  pour  gagner  la  partie. 

Soit  Zg^g,r  la  probabilité  du  second  joueur  B,  et  représentons  par 
^T.x'  sa  probabilité,  s'il  était  le  premier  à  jouer.  Le  joueur  A,  en 
commençant,  peut  amener  une  boule  blanche,  et  la  probabilité 
de  B  devient  Y^_,^^;  ou  le  premier  joueur  fait  sortir  une  noire, 
et  alors  ne  compte  rien ,  et  la  probabilité  du  second  se  change  en 
F^  «j,;  mais  la  probabilité  du  premier  cas  est  p,  celle  du  second  q; 
on  aura  donc  l'équation 


z. 


'«#«'  — P"**— 1,»/ "^ 7  *'*" 
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par  un  raisonnement  semblable,  on  aura  encore  celle-ci, 

X,X/ /^^X,X/— I  ~T~  7  ^**  *'  ' 

d'où  Ton  tire 

et  conséquemment 

^x, X.  =/>  (/>'^x-,. x/-,  -+-  9'2;^i .  x/)  -+-  9  (/^'^x, X/-I  -+-  q'^x. X')  * , 
ou 

et  en  faisant 

-J-1—  z=m,      '^  ^  ,  =:m,  et     '^'^   ,  =  n, 
»-77  i-?9  ï-99 

il  viendra 

La  fonction  génératrice  de  z, ,,,  dans  cette  équation  aux  différences 
partielles  est 

A+A' 
i—mt-'m't'—nlt" 

On  arrive  encore  à  cette  équation  aux  différences  partielles  en  considérant  Tensemble 
de  deux  tirages  successifs  de  A  et  B,  comme  un  coup,  et  en  examinant  les  différents  cas 
qui  peuvent  se  présenter  après  ce  coup  joué  :  or.  ils  sont  au  nombre  de  quatre;  i*  ou  les 
deux  joueurs  amènent  chacun  une  boule  blanche,  événement  dont  la  probabilité  est  pp\ 
dors  la  probabilité  Zx.  x'  se  changera  en  celle-ci,  Zz^i.x'— ,  ;  2"  ou  le  premier  joueur  extrait 
une  boule  blanche,  et  le  second  une  noire;  dans  cette  hypothèse,  qui  a  pour  probabilité 
p<f»Zx,  s'  deviendra  Zx^i,  x'i  3"*  ou,  au  contraire,  le  premier  joueur  fait  sortir  une  boule  noire, 
et  le  second  une  blanche;  dans  celte  hypothèse,  qui  a  pour  probabilité  p'q,  Zg,  x*  deviendra 
Zs,  x'— I  ;  4*  ou,  enfm,  Vun  et  Tautre  joueur  tirent  une  boule  noire,  événement  dont  la  pro- 
babilité est  qq\  et  alors  la  probabilité  Zx.  x'  reste  la  même.  On  aura  donc,  par  les  principes 
connus  des  probabilités ,  Téquation 

Zx,x'  =■  pp'Zz^i,  x'— I   -+-  pq'Zx—i,m-  -H  p'f^Zx.  x'     i   -*"  W'^»,  x'  • 

On  obtient  la  fonction  génératrice  de  Zj ,  x'  dans  cette  équation  aux  différences  partielles , 
en  appliquant  à  ce  cas  la  règle  générale  qui  vient  d*étre  expotée. 

TOME   VII.  84 
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k  étant  une  fonction  arbitraire  de  ^  et  K  une  autre  fonction 
arbitraire  de  i;  j'observe  d'abord  qu'en  attribuant  à  la  fonction  A 
le  terme  indépendant  de  t  dans  la  fonction  k ,  la  fonction  géné- 
ratrice ci-dessus  peut  se  mettre  sous  cette  forme 


[—mt—m't-^ntt 


A^  et  A\  étant  de  nouvelles  fonctions  arbitraires  de  t  et  de  t\  qu'il 
s'agit  de  déterminer.  Or,  si  l'on  fait  attention  que  z,  ^r/  est  nul, 
quel  que  soit  x,  la  probabilité  du  joueur  A  se  changeant  alors 
en  certitude ,  on  voit  que  le  coefficient  de  t\  dans  le  développe- 
ment de  la  fonction  génératrice ,  par  rapport  aux  puissances  de  t, 
doit  être  nul,  et  l'on  aura^ 

^    1  A/ 

j-j  =zo ,      ou  il,=  o. 


1-mY 


De  plus,  z^  0  est  nul  quand  x  est  zéro,  et  égal  à  l'unité  quand 
a;  est  ou  i,  ou  2,  ou  3,  etc.  puisque  alors  la  probabilité  du  joueur 
B  se  change  en  certitude;  la  fonction  génératrice  de  z^^  ^  est  donc 

— —  :  c'est  le  coefficient  de  t''  dans  le  développement  de  la  fonc- 
tion génératrice  suivant  les  puissances  de  t';  on  aura  donc 

A,t t 

i—mt       7^' 

ce  qui  donne 


par  conséquent  la  fonction  génératrice  de  z^^^,  est 

t(i—mt) 

(i  —  t)(\—mt'-m't'—7}tt') 


(«) 
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en  la  mettant  sous  cette  forme 

et  la  développant  par  rapport  aux  puissances  de  t',  on  a 

i  —  tl         \i—mt/  \\  —  mtJ  \i  —  mtj  J 

Le  coefficient  de  &'  dans  cette  série  est 

7^\  i—mt)    ' 

et  celui  de  t'  dans  le  développement  de  cette  dernière  fonction 
sera  l'expression  de  2;^,x'.  Or,  si  l'on  réduit  d'abord  l'expression 

M  — - — -j  en  une  série  ordonnée  selon  les  puissances  de  t,  et 
qu'on  la  multiplie  ensuite  par  le  développement  de ,  il  est 

facile  de  voir  que  le  coefficient  de  f  dans  ce  produit  est  ce  que 
devient  la  série,  en  y  faisant  t  =  \,  et  s  arrêtant  à  la  puissance  x 
de  t;  et  l'on  trouvera  pour  la  valeur  de  ce  coefficient  ou  de  z^^^^, 

'  i-h-.-rH---^ ^•— T-<-— ^ 4 ■' .  — 77 -H  ...  elc.4- -^^ '--^, r~  ■' .  -77-7 

I     m  1.2  m'  1.2.3  m*  1.2  ..  ..  («— i)         m'—* 

X         r  x      n       x{x—i)  n*  x'(x'—i)..,.{x—x-^Z)  n'— '  "] 

1  L  1     m  1.2  m*  1.2 (x— 2)  m^—*j 

z    ^  =  m"'J       x'{x'-^i)        r       X     n  (x'-i) (u'-xH-A)     n'-*"! 

1.2  L        1     m  1.2....  (x— 3)  m'-'J 


•etc. 


ap'(a?'4-i) (x'4-x— 2)    _^_, 

1.2 l^*'— 0 

En  désignant  par  y,,^,  la  probabilité  du  joueur  A,  on  serait 
conduit,  par  les  mêmes  raisonnements,  à  une  équation  semblable 
aux  différences  partielles 

Vx,  x/  =  /wjx-i ,  .f  -H  m  j^,  ,,^,  -4-  ny^_, ,,,_,, 

84. 
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qui  donne  pareillement  pour  la  variable  j,,  a;,  une  fonction  géné- 
ratrice de  la  forme 

A,t+A\ 


i—mt—m't'—ntt'' 


A,  et  A\  étant,  comme  plus  haut,  des  fonctions  arbitraires  de  t 
et  de  t\  que  Ton  déterminera  par  les  mêmes  considérations.  En 

eflPet,  la  fonction  génératrice  de  jo  a:/  est— — r;  celle  de  y^  ,  est 

Tunité  :  on  formera  donc  les  équations 

A\ 


i-m't'        i-r 

d'où  l'on  tire 

^,         1  —  m'i' 

et 

A,t+i 
ï-mt       *' 

d'où  l'on  conclut 

Ait=  —  mt. 
La  fonction  génératrice  de  j^^  ^,  sera  donc 


\  —  t 


—  mt 


i—mt—m't'—ntt' 


[b]. 


laquelle  développée  selon  les  puissances  de  t  et  de  t',  donnera,  par 
le  coefficient  de  t^.  f'"^,  l'expression  dej^  ,,,  qui  sera  d'une  forme 
semblable  à  celle  de  z,  ,,,  quoique  un  peu  plus  compliquée. 

En  ajoutant  les  deux  fonctions  génératrices  (a)  et  (6),  leur  somme 
se  réduit  à  celle-ci  : 


QUATRIÈME   SUPPLEMENT.  669 

dans  laquelle  le  coefficient  de  f'.t''^  est  l'unité;  ainsi  Ton  a 

yx ,  xt  H~  ^x,  xi  ^-—  1  î 

et  effectivement,  la  partie  doit  être  nécessairement  gagnée  par 
l'un  des  joueurs,  car  l'un  et  l'autre  sont  certains  de  pouvoir 
extraire  chacun  de  leur  urne  les  nombres  déterminés  de  boules 
blanches. 

Maintenant,  supposons />  =  o,  et  conséquemment  9=1,  on  a 

m=o,     m'=i,     et     n=o, 

alors  l'expression  de  z^^^,  devient  l'unité;  ce  qui  est  évident, 
puisque  le  joueur  B,  n'ayant  plus  de  chances  de  perte,  doit  tou- 
jours finir  par  gagner. 

Si,  au  contraire,  on  suppose /)=i,  et  ^  =  0,  c'est-à-dire,  si  le 
premier  joueur  A  compte  un  point  avant  chaque  tirage  du  joueur 
B,  alors 

m  =  (i',     m'=o,     et     n=p; 

X  étant  plus  grand  que  Xy  ou  égal,  l'expression  z^^  ,,  se  réduit  à 
zéro;  et,  en  effet,  il  est  évidemment  impossible  que,  dans  ce  cas, 
le  joueur  J5  puisse  gagner  la  partie;  mais,  quand  x  est  plus  grand 
que  X,  la  valeur  de  z^^^^  prend  cette  forme 

z^^,=pn  i-\ q-\ ^^ -^a*+...etc.H f — ^ — -.0*^   M- 

Dans  cette  supposition,  le  joueur  B  ne  peut  gagner  qu'autant 
qu'il  amènera  x  boules  blanches  avant  x  —  x  boules  noires;  au- 
trement, il  est  devancé  par  le  joueur  A,  qui  compte  un  point  à 
chaque  coup  :  cette  expression  de  z^^^,  est  donc  la  probabilité  que 
le  joueur  B  aura  tiré  x  boules  blanches  avant  d'en  avoir  extrait 
X  —  X  noires,  et  par  conséquent  la  probabilité  pour  gagner,  s'il 
faisait  le  pari  avec  le  joueur  A,  qui  compterait  alors  un  point 
par  la  sortie  de  chaque  boule  noire,  tandis  qu'il  en  compte  un  à 
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la  sortie  d'une  blanche,  d'atteindre  x  points  avant  que  son  ad- 
versaire nen  ait  x  —  ce  ;  ce  qui  est  le  problème  des  partis  \ 

Si  l'on  examine  avec  attention  la  forme  de  l'expression  générale 
qui  donne  z^^^^'y  on  reconnaîtra  que  ce  problème  peut  encore  être 
résolu,  et  même  avec  simplicité,  au  moyen  de  la  théorie  des  com- 
binaisons :  en  effet,  soit  a  le  nombre  des  boules  blanches  conte- 
nues dans  l'urne  du  joueur  A,  et  è  celui  des  noires;  a  le  nombre 
des  boules  blanches  du  joueur  B,  et  6'  celui  des  noires;  en  consi- 
dérant, comme  l'on  a  déjà  fait,  l'ensemble  de  deux  tirages  suc- 
cessifs de  i4  et  5,  comme  un  coup, 

aa  sera  le  nombre  des  combinaisons  dans  lesquelles  les  joueurs 
amènent  chacun  une  boule  blanche; 

ah'  celui  des  combinaisons  qui  donneront  une  boule  blanche  à 
A,  et  une  noire  à  B; 

\jA  fonction  génératrice  de  Zx.j'  se  réduit  dans  ce  cas  à 

et  l'équation  aux  différences  partielles  correspondante  serait 

dans  laquelle  z^.x'  est  une  fonction  de  x  et  de  x',  que  nous  désignerons  par  <^[x  »  x')\  si 
l'on  fait  x  —  x' ^=:  s,  on  aura 

et  si  Ton  représente  par  z,,x'  cette  dernière  fonction,  il  en  résulte 

^x,  x    Zt ,  x'  >       Zj  —  I,  x'  Zt — 1,  X  3       Zx — I,  x — I  ^^^  Zt ,  X —  1  • 

et  Téqualion  aux  différences  partielles  se  change  en  celle>ci , 

z,,x'  =  q'z,^i,2'  -i-p'Zx',—!, 

équation  à  laquelle  conduirait  directement  le  problème  des  partis  dans  les  conditions  énon- 
cées ci-dessus.  En  faisant  attention  que  par  suite  de  cette  transformation  z,,o'=i  eiZo,  r'=  o , 
et  que  ^o ,  o  ne  peut  avoir  lieu ,  il  est  aisé  de  voir  que  la  fonction  génératrice  de  z, ,  x'  sera 

t(i-q't) 

dans  le  développement  de  laquelle  le  coefficient  de  ft''  sera  Texpression  de  2, .  z  • 
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ab  celui  des  combinaisons  qui  donneront  au  contraire  une 
boule  noire  k  A,  et  une  blanche  k  B; 

hh'  celui  des  combinaisons  dans  lesquelles  Tun  et  Tautre  joueur 
tirent  une  boule  noire; 

Et  la  somme  aa -f-afe'-+-afe-hW  formera  l'ensemble  de  toutes 
les  combinaisons  qui  peuvent  avoir  lieu  dans  un  coup.  Les  com- 
binaisons où  les  joueurs  amènent  chacun  une  boule  noire,  n'ap- 
portant aucun  changement  à  leur  position,  nous  pouvons  en  faire 
abstraction,  et  alors  ne  nous  occuper  que  des  coups  où  il  sera 
amené  au  moins  une  boule  blanche.  Il  est  visible  qu'en  x-^-x 
coups  semblables,  l'un  des  joueurs  a  nécessairement  gagné,  et  la 
partie  doit  être  décidée  :  or,  le  nombre  de  toutes  les  combinaisons 
également  possibles,  suivant  lesquelles  ces  x-^x  coups  peuvent 
se  présenter,  sera 

^aa'-hab'-habY^^': 

la  question  se  réduit  donc  à  choisir  dans  toutes  ces  combinaisons 
celles  qui  font  gagner  le  joueur  B,  c est-à-dire,  celles  dans  les- 
quelles ce  joueur  aura  x  boules  blanches,  avant  que  le  joueur  A 
n'en  ait  amené  x.  Pour  fixer  les  idées,  supposons  x'  plus  grand 
que  X  .  On  peut  former  les  hypothèses  suivantes  :  ou  le  joueur  B 
aura  gagné  au  x"^"^  coup,  c'est-à-dire,  en  tirant  sans  interruption 
une  boule  blanche  à  chaque  coup,  et  alors  le  nombre  des  combi- 
naisons précédentes  qui  se  rapportent  à  ce  cas  est  évidemment 

4l^+^ab--^+^^^^ceb"-'+...  etc.+  ^^^^~')"f~t^''^a-.  b^—]{aa'+ab'+a'bY; 

et  en  le  divisant  par  (aa  H-aè'-f-aè)"^"*^',  nombre  total  des  com- 
binaisons, on  aura  pour  la  probabilité  de  cette  hypothèse, 

a'',  b''         r        ^'    «       xix'-i)    a*  x\x-i)...{x-x  +  2)   ^1 

{aa'+ab'+a'bYY'^T'b'^      1.2      *  6«  +' •^^^•+         ,.2....(a:-i)        '  b'-^y 

ou  le  joueur  B  aura  gagné  au  a^'+i'*"^  coup,  c'est-à-dire,  en  n'ayant 
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tiré  qu'une  seule  boule  Bkoire,  par  exemple,  en  commençant,  et 
alors  le  nombre  des  combinaisons  favorables  à  cet  événement  est 

L  1  l.'i  I.2....(X  — 2)  J^  ' 

mais  ce  nombre  est  le  mêmie,  que  la  boule  noire  soit  amenée  au 
premier  coup,  ou  au  deuxièpie^  etc.  ou.  au  x"^"^  coup;  il  faut  donc 
le  multiplier  par  x  pour  avoir  tQutes  le?  combinaisons  relatives  à 
cette  hypothèse,  dont  la  probajbilité  est^  pfu*  ce  moyen, 

x'  ab'.a'^b''         [       x^  a       x'jx'-^i)    a^  '       x\x'-iY,.{x^x  +  ^)    a^'1 

ou  le  joueur  5  aura  gagné  au  (a;' +2)*^™*  coup,  et  l'on  verrait  de  la 
même  manière  que  la  probabilité  de  cette  hypothèse  serait 

x'{x  +  i)         a'h'\a'-'b-'        r       ^  «  x\x'^i)...[x'-x  +  li)   o^l 


1.2 


En  continuant  ainsi,  on  aura  les  probabilités  de  toutes  les  hy- 
pothèses successives  qui  peuvent  se  présenter  dans  la  supposition 
du  gain  de  la  partie  par  le  joueur  B,  jusqu'à  celle  où  il  ne  gagne- 
rait qu'au  [x+x—if^  coup,  événement  dont  la  probabilité  serait 


x\x  +  \) [x  +  x  —  2)        a^-»  6'^-^  a'^'b 


1.2 (^—0       *  {aa+ab'  +  aby^''-'  ' 

et,  effectivem^it,  dans  ce  cas  il  ne  peut  y  avoir  de  coups  où  les 
joueurs  amènent  en  même  temps  une  boule  blanche. 

La  somme  de  toutes  les  probabilités  donnera  évidemment  celle 
du  joueur  B  pour  gagner  la  partie. 

Si  Ton  fait  attention  que 

ab'  ab  ,  a  n 

^^      — n — JJ'^ — n:^^^9     ^'^t^^ 


aa+ab'+a'b  ^     '       aa'+ab'+a'b  ~     '      ^"  b  ~  m 
Ton  retrouve  l'expression  de  z,  ,,. 
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Concevons  présentement  qu'il  y  ait  dans  les  urnes  des  boules 
blanches  portant  le  n**  i,  et  d'autres  boules  de  la  même  couleur 
qui  portent  le  n**  2  ;  chaque  boule  diminuant  de  son  numéro,  par 
sa  sortie,  le  nombre  de  points  qui  manquent  encore  au  joueur 
auquel  elle  est  favorable.  Le  problème  n'est  plus  susceptible  d'être 
résolu  généralement  au  moyen  des  combinaisons;  au  lieu  que  le 
calcul  des  fonctions  génératrices  continuera  à  fournir  une  expres- 
sion générale,  dont  le  développement  contiendra  la  solution  com- 
plète de  la  question,  et  pourra,  dans  certains  cas,  s'effectuer  par 
des  lois  faciles  à  saisir,  comme  nous  aurons  occasion  de  le  voir. 

Soit  p  la  probabilité  du  joueur  A  d'extraire  une  boule  numéro- 
tée 1 ,  p,  celle  d'extraire  une  boule  numérotée  2 ,  et  ç  celle  d'amener 
une  boule  noire;  p, p\,  et  q'  les  probabilités  correspondantes  pour 
le  joueur  B;  et  soit  toujours  z,  .,,,  la  probabilité  de  ce  dernier 
joueur  pour  gagner  la  partie.  En  suivant  la  même  marche  que 
plus  haut,  on  sera  conduit  à  l'équation  aux  différences  partielles 

^x,xf ^^s—i,xf  —'      ^Ï^X~  1,  xf  "f      ^  ^Xf  xf—i  "i"  ^  I^X,X'-  2      ""  ^^X  -I,*'— I 

dans  laquelle  on  fait 

-.nL,=m,     -Ml=m.,     -J^,=m,     JP^=m\, 
'-79  '-97  '-99  '-^9 

PP'     —n  P'P'    —n         -PPj-—n        -I^—n- 

»-79  ï-99  1-79  »-77 

la  fonction  génératrice  de  la  variable  2,  ,,,  donnée  par  cette  équa- 
tion, sera 

A+B(+A''\-B't ,  . 

1— mf--m,i*-m'f'— m\  f'*—  nii—  n.Pt-  n'tt'^—  n\Fi'  '  ^^'' 

il  et  B  étant  des  fonctions  arbitraires  de  t,  A'  et  B  des  fonctions 

TOME  Yir.  85 
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arbitraires  de  i,  iesqueiies  seront  déterminées  au  moyen  des  fonc- 
tions génératrices  de 

^9,X'f  ^X,9J  ^l.OCM  ^X,ïJ 

qui  le  sont  elles-mêmes  par  les  conditions  du  jeu. 

On  trouve,  comme  précédenmient,  que  la  fonction  génératrice 

de  2o,x'  est  zéro,  et  celle  de  z,,,,  — - . 

De  l'équation  générale  on  déduit  l'équation  aux  différences 
finies 

qui  a  lieu  pour  toutes  les  valeurs  de  x  depuis  a:'  =  î  inclusive- 
ment, et  qui  donne  conséquemment  pour  la  fonction  génératrice 

de  z,^ ,, 

a  +  bt' 
I — m  t  — m  ,r 

a  et  6  étant  des  constantes  que  l'on  détermine  au  moyen  des  va- 
leurs de  z,  «  et  z,  ,;  et  comme  z,  o  est  égal  à  l'unité,  z,  »  est  égal 
à  m'-+-m',,  et  est  en  même  temps  le  coefficient  de  t' dans  le  déve- 
loppement de  la  fonction  génératrice,  il  en  résulte 

a  =r  1      et     b  =  m\; 

la  fonction  génératrice  de  z,  ^,  est  donc 

1 — m  t  — m ,  r 

Maintenant,  si  dans  l'équation  générale  on  met  i — j^^,  à  la 
place  de  z^^^,,y^^^,  étant  toujours  la  probabilité  du  premier  joueur 
A,  elle  se  reforme  de  la  même  manière  par  rapport  à  cette  der- 
nière variable,  et  Ton  en  déduirait  pareillement  l'équation  aux 
différences  finies 
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mais  on  verrait  en  même  temps  qu'elle  ne  commence  à  avoir 
lieu  que  lorsque  a;  surpasse  2;  car  x  étant  2,  on  aurait 

Il  ne  faut  donc  l'employer  qu'à  partir  de  x=:Z,  et  alors  la  ibnc^ 
tion  génératrice  de  j^, ,  est  de  la  forme 

a+ht+ci^ 
i—mt—mj*  ' 

a,  b  elc  étant  des  constantes  que  Ton  déterminera,  comme  pré- 
cédemment, au  moyen  des  valeurs  de  j, , ,  j, ,  et  j,  ,;  or,  j,  »  est 
l'unité;  j,  »  est  égal  à  1 — m  —  m',,  et  est  le  coefficient  de  t  dans 
le  développement  de  la  fonction  génératrice;  j, ,  a  pour  valeur, 
comme  nous  venons  de  le  voir, 

m  (  1  —  m  —  m\ )  -t- m, -+- n» -f-  /i, ; 

c'est  le  coefficient  de  t*  dans  le  développement  de  la  fonction  ;  on 
en  conclura 

a  =  ij     b=^i  —  m  —  m — m',,     et     c=n^"h-n\; 

et  la  fonction  génératrice  de  j,  1  sera  donc 

i  +  {i^m-m''-m\)t+{n,+  n\)t\ 

conséquemment  celle  de  2,  i  est 

1— f  1— mf— iw,P 

(1— t)(i— m/— m.r) 

Reprenons  actuellement  la  fonction  génératrice  (c):  on  peut 
toujours  la  ramener  à  cette  forme 

A,t+B,Vt'+A\+B\tt! ' 

85. 
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ilj  et  B,  étant  les  fonctions  arbitraires  de  t,  A\  et  B',  les  fonctions 
arbitraires  de  t';  lesquelles  on  détermine  aisément,  en  égalant 
d'abord  le  coefficient  de  t' dans  le  développement  de  cette  fonction 
à  la  fonction  génératrice  de  z,  ^,  ou  zéro;  ensuite  celui  de  f'*  à  la 

fonction  génératrice  de  z,oi  ou  — —  ;  puis  celui  de  ta  la  fonction 

génératrice  de  z,  <^,;  et  enfin  celui  de  t'  à  la  fonction  génératrice 
de  2^  , ,  ce  qui  donnera  successivement 

A,  =  o,     il,= j— j; ,     ii,z=zm^,     Jti,=^ — j—j — , 

et  par  conséquent,  pour  la  fonction  génératrice  de  z,^^ 
{\'-mt'-mJ')t+mJt'+Ht't'+n\i't' 


Si  Ton  suppose  p  et  p  nuls,  alors  on  a 

m  =  o^     m=o^     n  =  Oj     7i,=  o,     etii'  =  o, 
et  la  fonction  [d)  prend  cette  forme 

tt'{m\  +  n\P)  t 


w 


SOUS  laquelle  elle  est  susceptible  des  mêmes  développements  que 
la  fonction  (a).  Il  est  à  remarquer  que  Ton  retrouvera  le  même 
coefficient  pour 

ce  qui  se  voit  à  priori,  en  faisant  attention  que  les  joueurs  comp- 
tent toujours  deux  points  à  chaque  boule  blanche  qu'ils  font  sortir. 
Supposons  que  le  joueur^  ait  seul  des  boules  numérotées  i  et  2 , 
et  que  l'autre  joueur  n'ait  que  des  boules  blanches  marquées  i, 
ou  qui  ne  lui  comptent  qu'un  point  en  sortant,  alors 

p\  =  o^    et  par  suite     m\  =  o ,      n  =0^     n\  =  o; 
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la  fonction  [d)  devient 

tii—mt—mj') _( 1 

(i— /)(i  — mf— m,/*  — mY— n/f'—n,/'/') 


en  la  développant  suivant  les  puissances  de  t\  le  coefficient  de 
('*'  sera 

t[m'  +  {n+nj)tY 

expression  qu'il  s'agit  maintenant  de  développer  par  rapport  aux 
puissances  de  t,  pour  avoir  le  coefficient  de  l';  or  ce  coefficient 
sera  la  somme  de  tous  les  coefficients  des  puissances  de  t  infé- 
rieures ou  égales  à  f^'^  dans  le  développement  de  l'expression 


laquelle,  en  omettant  les  termes  où  les  puissances  de  t  en  dehors 
des  binômes  sont  supérieures  à  V^\  peut  être  mise  sous  cette 
forme 

1 ( J-)t4-— ^ L{ i.)  f«4-...etC.+  -^ '--) r ^1 ;— ).        t'-»      i 

I    \    m      /  1.2        \     wi     /  i.2.....(a?  — 1)         \    m     /  I 

x'  r         a?'/n-hn,t\  jr'(a:'-i)...(j:'— ar-h3)  /»n-n,(\'-'  "iJ 

^ -(„  ^^.,)t  [.+  -(-—)>■....  etc.  +      \J,(^_^.      >(-^).      r-Jf 

+î>:±0(„^„_,,,^r^ ^^^  .-(x'-0-.(x--xH-'.)  /nj^y-  ,._.r>. 

1.2        '  '       L  i.2....(ar— .))  \     m      /  Jl 


4- ....  etc. 


xy+i)....[x'+x-i)  (^^^_  ^j,_.  ^, 


1.2., 


Si  l'on  rejette  encore  de  cette  série  toutes  les  puissances  de  (  su- 
périeures à  ("""S  qui  résulteront  des  développements  des  binômes, 
et  si,  dans  ce  qui  reste,  on  fait  (=i,  on  aura  l'expression  de  z^^^,. 
Examinons  encore  le  cas  où  le  joueur  A  serait  certain  d'extraire 
à  chaque  coup  une  boule,  qui  compterait  à  ce  joueur  un  point, 
c'est-à-dire  où  l'on  aurait 

/>  =  !,     Pi=o,     9=o, 
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et  conséquemment 

111  =  ^',  mi=o,  m'i=o,  m',:=o,  n=p,  n^=Oy  n=p\y  n\  =  o. 

La  fonction  génératrice  de  z^ ,,,,  ou  la  fonction  [d)  se  réduirait 
alors  à 

et  celle  de  y^,,,  serait  par  suite 

i t{i-q't)  +  p\fr 

(i~0(t-0      (i-0(i~9'f-/>'tt'--;>\«'« 

Dans  cette  dernière  expression,  le  premier  terme  représente  la 
fonction  génératrice  de  jo,xo  q^i  ^st  égal  à  Tunité,  quel  que  soit 
x;  et  le  second  donnera,  en  le  développant,  par  rapport  aux 
puissances  de  f  el  de  t\  toutes  les  autres  valeurs  de  y^^  ^  ;  or  le 
coefficient  de  f  sera 

t'W+{p'+p\nr]'-\ 

d'où  il  résulte  que,  si  l'on  rejette  du  développement  de  la  série 

,■.-..  [,'+  ËziJ  (t±£Z) ,'.+  (ludËnil  (tiP^£y,'.+...e,o.], 

toutes  les  puissances  de  t'  supérieures  à  f'""',  et  si  Ton  fait  dans  ce 
qui  reste  f'=i,  on  aura,  en  supposant  x  pair  et  égal  à  2r-t-2, 
le  coefficient  de  f't^'^  ou 

»       \     9     /  1.2  V    9      /       *"       '  i.a >  \    q'     / 

7Xrl  *'^" •  '"?■' • — rr  4- ...  etc. -h •  -77  I 

*L  >  />  »-2         p  i.a...r       p'^J 

i.a ('•-♦-2)  y-^-L  1        />   '  i.a...(r-i)        p'-J 


■ ...  etc. 

(■oc—i)  (x— 2)...(x— 2r— -1)     p'*"*-^ 
1.2 (ar-hi)  ç'"-^' 
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et  dans  le  cas  de  x  impair  ou  égal  à  2r-h-i , 

f ,  ,/^-^\  (!L±^\ ,  (^0  (^-«)  (e!±?iyH. ...  etc. -h (^-"^  (^a)...(x~r)  n>'-^p\y 

(x^i)  (x-2).,.(x-^r^i)    p"^'V  (r-4-i)   p\  (r^,)r    pV.                    (r-f-i)  r...3    ^1 

1.2 (iH-i)           "ç"^!  1        P             1.2      >'•         •                 i.2...(r-ij>'-'J| 

(^i)  (x-2)...(x~r~a)    p'^-^K  (rH-2)    £\                      (r4-2)  (rH-i)...5    /),^1 

1.2 (r-fa)            '7"-^*L  1       >'  "                1.2 (r-2)     >"-«  .|                      i 


4- ...  etc. 

,    (x-i)  (x-2)...(x-2r)    p;^ 
1.2.  ...2r  '9'«^ 


Il  est  visible  que  le  joueur  B  ne  peut  espérer  de  gagner  qu'au- 
tant que  X  est  plus  grand  que  r-i-i,  soit  que  x  égale  2r-f-  2  ou 
2r-f-i;  et  efl'ectivement,  hors  de  cette  supposition,  les  valeurs 
précédentes  de  ja:,a;/  deviennent  toutes  égales  à  l'unité. 

Nous  ferons  aussi  remarquer  que  le  joueur  A  a  nécessaire- 
ment gagné  la  partie  lorsque  le  joueur  B  aura  tiré  x — r — 1 
boules  noires,  avant  d'avoir  atteint  x  points;  mais  ce  dernier 
joueur  peut  encore  avoir  perdu,  avant  d'avoir  amené  la  totalité 
de  ce  nombre  de  boules  noires,  ce  qui  fait  que  cette  question 
n'est  point  susceptible  de  rentrer  dans  celle  qui  est  traitée  dans 
la  Théorie  analytique,  à  la  suite  du  problème  des  partis,  comme 
précédemment  une  supposition  semblable  nous  a  conduits  à  ce 
dernier  problème. 


3.  Le  problème  des  partis  ayant  été  l'objet  des  recherches  de 
deux  grands  géomètres  du  xvii*  siècle  *,  et  en  quelque  sorte  le 
premier  de  ce  genre,  soumis  à  des  méthodes  analytiques,  on  sera 
peut-être  curieux  de  voir  comment  ce  même  problème  se  déduit 
encore,  comme  corollaire,  d'une  autre  question  de  probabilité, 
dont  la  solution  offrira  d'ailleurs  une  nouvelle  application  de  la 
méthode  des  fonctions  génératrices. 

On  tire  successivement  d'une  urne,  qui  contient  une  quantité 

Pascal  et  Fermât. 
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déterminée  de  boules  blanches  et  noires,  une  boule  que  ron  ne 
remet  point  après  le  coup,  et  l'on  demande,  après  un  certain 
nombre  de  tirages  connus,  quelle  est  la  probabilité  de  compléter 
la  sortie  de  tel  nombre  donné  de  boules  blanches,  avant  celle  de 
tel  autre  nombre,  également  donné,  de  boules  noires? 

Soient  a  et  a  les  nombres  de  boules  blanches  et  noires,  conte- 
nues primitivement  dans  l'urne;  n  le  nombre  de  boules  blanches 
que  Ton  se  propose  d'atteindre,  avant  d'avoir  extrait  un  autre 
nombre  n  de  boules  noires;  et  supposons  qu'après  avoir  tiré  suc- 
cessivement de  l'urne  une  boule  sans  la  remettre,  on  ait  amené 
n — X  boules  blanches,  et  n — x  boules  noires;  x  et  x  étant  alors 
les  nombres  de  boules  blanches  et  noires  qu'il  reste  à  faire  sortir 
pour  décider  la  question.  Représentons  par  j,  ,,,  la  probabilité  d'a- 
mener dans  les  tirages  suivants  x  boules  blanches  avant  x  boules 
noires,  ou  d'atteindre  la  totalité  des  n  boules  blanches,  avant  d'a- 
voir extrait  n  noires;  on  aura,  d'après  les  règles  connues  des  pro- 
babilités, l'équation 

a  —  n+x  a'—n'+x 


Faisons 


a  —  n-^x  =  s,     a — n'+-x=$,     et     7,,,.  =  ii,,,/; 


l'équation  précédente  devient 


s  s' 

et  en  supposant 

1.2.3...  5. 1.2. 3. ..5' 

°''"~  1.2.3 (5+5')-^'''"' 

elle  se  ramène  à  cette  forme 
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équation  aux  différences  partielles  à  coefficients  constants,  laquelle 
doit  avoir  lieu  pour  toutes  les  valeurs  entières  et  positives  de  s  et 
de  $,  à  partir  de  s=a — n,  et  de  s=a — n,  et  donne  consé- 
quemment  pour  la  fonction  génératrice  de  z,^^. 


la— n    #n— «' 


A  étant  une  fonction  arbitraire  de  t,  et  A'  une  fonction  arbitraire 
de  {;  on  peut  toujours  transformer  cette  expression  en  celle-ci  : 

dans  laquelle  il,  et  A\  sont  de  nouvelles  fonctions  arbitraires  de  t 
et  de  t\  Pour  les  déterminer,  nous  observerons  que,  jo,o  ne  pou- 
vant avoir  lieu,  et  y^^.  étant  égal  à  zéro,  quelles  que  soient  les 
valeurs  entières  et  positives  de  a;,  on  aura 

1.2.3 s. 1.1 (û— 'i') 

1.2.0 [a^n+s] 

par  conséquent  la  fonction  génératrice  de  2,,a'-«/  sera  nulle,  ce 
qui  donne 

f"-".  ('"'-""'.  — ~  =  o ,     et  par  suite     il,  =  o. 

De  plus,  jo,«^  étant  égal  à  l'unité  pour  toutes  les  valeurs  de  Xy  de- 
puis X  =iy  on  aura  semblablement 

i.2....(a  — n).  1 .2.3...  5' 

d'où  l'on  tire,  pour  la  valeur  de  2a-«,*'>  ou  le  coefficient  de  r  '*.  i'\ 
dans  le  développement  de  sa  fonction  génératrice 

(a— n+i)(a  — n  — 2) [a  —  n  +  s') 

1   •2.0... a. a    S 

TOMC  vti.  S6 


['■ 
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ce  qui  donne 

s^n  ,v-n'  J^  _,.-„  ,'«'-.'  {a-n+i)...{a+a'^n-n'+i) 
r    .r       .    _^,  —i     .1       .  ^^^ (a'-n'-\-i) 

a— 71+2  {a-~n+!i) (a  — n+arj 

Le  second  membre  de  cette  équation  multiplié  par sera 

donc  la  fonction  génératrice  de  z,^„;  en  la  développant  par  rap- 
port aux  puissances  de  t,  et  ensuite  par  rapport  à  celles  de  t\  il 
est  facile  de  voir  que  le  coefficient  de  t  ou  de  f*""*^,  est 

/«'-«'  (fl— y^+  » )...(a+fl  ~n~w'+i ) 
*         1,2.3 {a—n'+i) 

l  a— 71+2  J 

L  I  1.2  1.2 {X  —  X)  J' 

et  que  celui  de  l''\  ou  de  t'«'-'»  ■«'  dans  cette  dernière  expression , 
ou  z,  „  est  égal  à 


X 


(a— n+i) (a+fl'— 71— n'+i) 

1.2.3 (a'— w'+i) 

p3;(x+i)...(x+x— 2)     a+a —71—71 '+2      jp(a?+i)...(dc+a;  — 3) 

X  — 1)  a— 71+2  1.2 {x-t2) 

(g+g  — 71— 7ï'+2)...(a+a— 71- 7i'+x') 
(g-7»'+2) (g-7i'+x') 


..etc.  H 

J 


Maintenant,  en  multipliant  cette  valeur  de  z,  „  par 

1 .2.3 (g— 7i'+x') 

(g  — 7i'+x+i) (g+g— 71— 71 '+x+x')  ' 

on  aura,  après  toutes  les  réductions,  pour  Texpression  de y^  ^, 
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[a^n+x) (a— 714-1  ) 

^''''       (a+a'— n— /l'+x+Jî') (a+a  — ti— n'+x +  i) 

[X         a—n'+x            x[x+i)              [a—n'+x)[a—n'+x  —  \)  -, 

*+  T  •  a+a'-^n^n'+x'  "^  "TTT"  '  (a+a'-n-n'+a:') (a+a'-n-n'+x'- 1 )  "^  "  ^*^- 
x{x+\)...[x+x—i)  [a'—Ti+x) {a-'n!+2) 

1.2 (^'— 0     *  (a+a'— 71— 71 '4- a;')... (a+a'—yi—/i '+2) 

Concevons  actuellement  a  —  /i  et  a  —  n  dans  le  rapport  de  p 
à  ^,  en  sorte  que  Ton  ait  a  —  n=p.  h  et  a  —  71  =  q.  k,  et  imagi- 
nons que  k  devienne  un  nombre  très-grand  ou  infini;  il  est  clair 
que  la  probabilité  de  la  sortie  d*une  boule  blanche  ou  d'une  noire 

dans  les  tirages  successifs  deviendra  constante,  et  sera  -^  pour 

une  boule  blanche,  et  — ^  pour  une  noire;  et  la  probabilité  j^.,, 

se  réduira  à  cette  expression 

^'        \P+9/  l        '    P+9  '.2     \p+q/  i.2...(x-i)       \p+<iJ      ] 

telle  est  la  formule  à  laquelle  conduit  le  problème  des  partis,  et 
efifectivement  nous  rentrons  dans  les  conditions  de  ce  problème, 
par  la  supposition  de  k  infini. 

Si  Ton  suppose  71  égal  à  a,  et  71'  égal  à  a\  y^^^,  exprimera  alors 
la  probabilité  de  la  sortie  de  toutes  les  boules  blanches  restantes 
dans  l'urne,  avant  que  toutes  les  noires  n'aient  été  épuisées,  et 
son  expression  se  changera  en  celle-ci, 

1.2.3 X   r     x    x{x+\)        ,      x{x+\)..\x-\-x—iy\ 

T-r-^r—rrr-A  n ^-  -^ 4-...etc.+  -^^ ^— V"? — r— ^  h 

[x+x).,\x-\-\)y        1.        1.2  1.2 {^  — 1)      _| 

laquelle  se  réduit  elle-même  à 

x' 

x+x" 

La  probabilité  d'extraire  de  l'urne  la  totalité  des  boules  blan- 
ches, avant  celle  des  noires,  est  donc,  à  la  probabilité  contraire, 
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en  raison  inverse  du  nombre  des  boules  blanches  à  celui  des 
noires. 

On  arrive  à  ce  dernier  résultat  d'une  manière  extrêmement 
simple,  au  moyen  des  combinaisons;  en  effet,  la  probabilité  de  la 
sortie  de  toutes  les  boules  de  l'urne  dans  un  ordre  quelconque 
par  couleur  sera 

(x+x')(a:+a:'— i)....3.2.i  {x+i)...{x+xy 

Mais  pour  que  les  boules  blanches  sortent  en  totalité  les  pre- 
mières, il  faut  nécessairement  qu'une  boule  de  la  couleur  noire 
sorte  la  dernière:  en  combinant  x — i  à  x  —  i,  les  x-hx — i 
rangs  de  sortie  qui  se  trouvent  avant  le  dernier,  on  formera  au- 
tant de  classements  différents  pour  les  boules  de  la  couleur  noire, 
et  autant  d'ordres  de  sortie  par  couleur,  qui  comprendront  tous 
ceux  où  une  boule  noire  sort  en  dernier  lieu;  or  le  nombre  de 
ces  combinaisons  est 

{x-\-x'—l){x+X—2) i^+l) 

i.a (x'-i)  ' 

et  en  le  multipliant  par  la  probabilité  commune  à  chaque  ordre 
de  sortie  par  couleur,  on  aura  la  probabilité  cherchée,  égale  à 

1.2.3 x'      [x+\),..{x+x  —  i) x 

{x+\)...{x-^x)'      1.2.3 (^  — 0  x+x' 


REMAhgtfc.  SIR    LES  FONCTIONS  GENERATRICES. 

4.  Soit  u  une  fonction  génératrice  à  une  ou  plusieurs  variables: 
toute  équation  entre  cette  fonction  et  ses  variables,  linéaire  par 
rapport  à  «,  rationnelle  par  rapport  aux  variables,  subsistera  en- 
core, si  l'on  passe  des  fonctions  génératrices  aux  coefficients,  entre 
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ces  mêmes  coefficients,  et  donnera  lieu  à  une  équation  aux  diflPé- 
rences  partielles;  mais  si,  dans  cette  équation  aux  différences 
partielles,  on  repasse  des  coefficients  aux  fonctions  génératrices. 
Ton  n  arrivera  plus  à  une  équation  rigoureus^Doient  exacte,  à  moins 
qu  on  n  y  rétablisse  en  même  temps  les  fonctions  des  variables 
qui  ont  pu  disparaître  dans  le  premier  passage.  Ainsi ,  dans  une 
des  questions  que  nous  avons  traitées  plus  haut,  féquation  aux 
différences  partielles 

donnerait,  en  remontant  simplement  des  coefficients  aux  fonc- 
tions génératrices,  celle-ci, 

u=m.  n.  t-hm.u.  t'-\-n.u.tt\ 

laquelle  n'est  point  exacte;  car  il  est  aisé  de  voir  que,  d'après  les 
conditions  du  problème,  il  faudrait  ajouter  au  second  membre  la 
fonction  génératrice  de  z^^^^  moins  cette  même  fonction  multipliée 
par  m.  Cette  fonction  de  t,  qu'il  est  nécessaire  de  rétablir  dans  le 
second  membre  de  l'équation,  pour  la  compléter,  est  précisément 
la  fonction  arbitraire  que  nous  avons  eue  à  déterminer  dans  la 
solution  de  cette  question.  En  général,  les  fonctions  à  ajouter  pour 
avoir  encore  une  équation  dans  le  passage  des  coefficients  aux 
fonctions  génératrices,  sont  les  mômes  que  les  fonctions  arbi- 
traires qui  forment  le  numérateur  de  la  fonction  génératrice  in- 
tégrale, avant  quelle  ne  soit  développée. 

Faute  d'avoir  égard  à  ces  fonctions,  on  peut  tomber  dans  des 
erreurs  graves,  en  se  servant  de  ce  moyen  pour  intégrer  les  équa- 
tions aux  différences  partielles.  Par  cette  même  raison,  la  marche 
suivie  dans  la  solution  des  problèmes  des  n*'*  8  et  10  du  second 
livre  de  la  Théorie  analytique  des  probabilités  n'est  nullement 
rigoureuse,  et  semble  impliquer  contradiction,  en  ce  qu'elle  établit 
une  liaison  entre  les  variables,  qui  sont  et  doivent  être  toujours 
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indépendantes.  Sans  entrer  dans  les  considérations  particulières 
qui  ont  pu  la  faire  réussir  ici,  et  quil  est  aisé  de  saisir,  nous 
allons  faire  voir  que  la  méthode  d'intégration  exposée  au  com- 
mencement de  ce  Supplément  s'applique  également  à  ces  ques- 
tions, et  les  résout  avec  non  moins  de  simplicité. 

Dans  le  problème  du  n*'  8,  on  se  propose  de  déterminer  le  sort 
d'un  nombre  n  de  joueurs  A,  B,  C,  etc.  dont  /),  ^,  r,  etc.  repré- 
sentent les  probabilités  respectives,  c'est-à-dire,  leurs  probabilités 
pour  gagner  un  coup,  lorsque  pour  gagner  la  partie  il  manque  x 
coups  au  joueur  A,  x  coups  au  joueur  B,  x"  coups  au  joueur 
C,  etc.  En  nommant  jj;, a-, ^"^ etc. i  la  probabilité  du  joueur  A  pour 
gagner  la  partie,  on  a  l'équation  aux  différences  partielles 

Yx,  x',  x",  etc.  ^—^P^yx—  I ,  x',x",  etc.  ■>    9  *  J^^*^  -"  •  »  ^  »  ®^  "~^  ''*  y^»x ,  x"—  i ,  etc.  ~^   CtC. 

qui  donne  pour  ja;,a:,a;%etc.  cette  fonction  génératrice 

P+Q+R+  etc. 

1— />.f— 7.<'— r.<^— etc.' 

dans  laquelle  P,  Q,  R,  etc.  sont  autant  de  fonctions  arbitraires 
des  variables  f,  t\  t\  etc.  qu'il  y  a  de  ces  variables,  en  ne  com- 
prenant point  t  dans  la  première,  t'  dans  la  seconde,  f  dans  la 
troisième,  etc.  Or  cette  fonction  peut  être  mise  sous  la  forme 

P'+Q'A+R'.  t .  (+S'.  t .  i'.  L"+  etc. 

F  y  Q\  R,  etc.  étant,  comme  plus  haut,  des  fonctions  arbitraires, 
la  première  de  toutes  les  variables,  à  l'exception  de  t;  la  seconde 
de  toutes  les  variables,  en  exceptant  t';  la  troisième  également 
de  toutes  les  variables,  hormis  f,  et  ainsi  de  suite.  Pour  les  dé- 
terminer, nous  observerons  que  dans  j^?, «, x", etc.  deux  des  indices 
X,  X,  x\  etc.  ou  un  plus  grand  nombre  ne  peuvent  être  nuls  à 
la  fois,  puisque  la  partie  cesse  quand  l'un  des  joueurs  a  atteint 
ses  points:  de  plus,  jo,x',x\ etc.  est  égal  à  l'unité,  quels  que  soient 
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X,  Xy  etc.  la  fonction  génératrice  de  cette  expression,  ou  celle 
qui  donne  l'unité  pour  le  coefficient  d'un  produit  quelconque 
^v  fs^  fa^^  etc.  est 

r^r  x^t"  i^f  ^*^' 
par  conséquent  on  aura 

P= -,. -fr. jr.  eic.Ai-at'-rC-sC-  etc.). 

Toute  valeur  de  j^, a:, x", etc.  dans  laquelle  un  autre  indice  que  x 
est  nul,  étant  égal  à  zéro,  la  fonction  génératrice  correspondante 
devient  nulle  aussi  ;  on  aura  donc  successivement 

Q=zo,       R=zo,     5'=o,  etc. 

Partant  ia  fonction  génératrice  àeyx,x',x\eic.  sera 

i—qi-^rf—  etc. 


etc 


1—/      1-/  i—pt  —  ql—rl  —  etc. 

et  le  coefficient  de  (*  dans  le  développement  de  cette  fonction 
par  rapport  aux  puissances  de  t, 

j; t^  Pl 

,_f-  ,^r  •  ^^^ (i^^/'„r/''-  etc V' 

d'où  il  est  facile  de  tirer  le  coefficient  de  t''\  t""",  etc.  ou 


X 

1 


-(çH-r-h  etc-) 

xix  +  xS  I 
^  ~ ^(ç-^rH-etc.j" 

Ja;,x',  j,  etc. f  ^  ^ -^  ; 

etc.  ; 

en  ayant  soin  de  rejeter  les  termes  dans  lesquels  la  puissance  de 
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a  surpasse  x — i,  ceux  dans  lesquels  la  puissance  de  r  surpasse 
x" — 1,  etc. 

Dans  le  problème  du  n**  10,  on  considère  deux  joueurs  A  et  B, 
dont  les  adresses  soient  p  et  q,  et  dont  le  premier  ait  a  jetons,  et 
le  second,  6  jetons;  et  Ton  suppose  qu'à  chaque  coup,  celui  qui 
perd  donne  un  jeton  à  son  adversaire,  et  que  la  partie  ne  finisse 
que  lorsqu'un  des  joueurs  aura  perdu  tous  ses  jetons.  On  de- 
mande la  probabilité  que  l'un  des  joueurs,  A  par  exemple,  gagnera 
la  partie,  avant  ou  au  n*^"^  coup. 

En  représentant  par  j^^^r/  la  probabilité  de  ce  joueur  pour 
gagner  la  partie,  lorsqu'il  a  x  jetons,  et  lorsqu'il  n'a  plus  que  x 
coups  à  jouer  pour  atteindre  les  n  coups,  on  arrive,  par  les 
premiers  principes  des  probabilités,  à  l'équation  aux  différences 
partielles 

yx,xf^^^ j^' jx-i-i,  X'- 1  «"  q*yx—\,x'—\  1 

qui  donne,  pour  la  fonction  génératrice  Ae  y^,,,, 

A+A'+B't 

A  étant  une  fonction  arbitraire  de  f,  i4'  et  J8'  deux  fonctions  arbi- 
traires de  L  Pour  les  déterminer  plus  commodément,  nous  trans- 
formerons cette  fonction  génératrice  en  celle-ci, 

A,A+A\+B\.tt' 

ql\t'-t+pt' 

dans  laquelle  A^,  A\  et  B\  sont,  comme  plus  haut,  des  fonctions 

A' 
arbitraires  de  t  et  de  f'.  Or,  —4  est  le  coefficient  de  V  dans  le  dé- 

pt 

veloppement  de  la  fonction  par  rapport  aux  puissances  de  f,  ou 
la  fonction  génératrice  de  jo.*//  mais,  par  les  conditions  du  pro- 
blème, jo,«/  est  nul,  quel  que  soit  x  ;  par  conséquent  sa  fonction 
génératrice  l'est  aussi;  A\  est  donc  égal  à  zéro. 
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Le  coefficient  de  f'%  dans  le  développement  de  la  fonction 
génératrice,  par  rapport  à  f',  est  — A^^ce  qui  est  en  même  temps 
la  fonction  génératrice  de  j^,,,  quantité  qui  est  nulle  tant  que  x 
est  moindre  que  la  somme  des  jetons  ou  a-hb,  et  qui  devient 
Tunité  quand  x=ia-hb;  A,  est  donc  une  fonction  de  t  qui  a 
pour  facteur  f^,  et  dont  on  peut  ne  tenir  aucun  compte  dans  le 
numérateur  de  la  fonction  génératrice,  car  elle  ne  doit  donner 
que  des  puissances  de  t  supérieures  à  V^,  et  nous  n'avons  en  vue 
que  d'avoir  une  fonction  génératrice  composée  des  puissances 
inférieures  de  t,  puisque  x  ne  peut  s'étendre  que  depuis  x=o 
jusqu'à  x=a-\-'b. 

La  fonction  génératrice  de  yx,x'>  ainsi  limitée  entre  ces  valeurs, 
se  réduit  donc  à 

B\.tt' 

laquelle  on  peut  mettre  aisément  sous  cette  forme, 
B\ 


t. 

P 


B\ 

P 


d'où  l'on  tire  pour  le  coefficient  de  V^  l'expression 


(n) 


(f  +  \/iir  -  I^Piy  -  (f  -  v/f  -  ''fi)' 


B' 

àp<i 


Vf-' 
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Mais  ce  coefficient  est  la  fonction  génératrice  de  j«-h*,xm  quantité 
qui  est  égale  à  l'unité;  car  il  est  certain  que  le  joueur  A  a  gagné 
la  partie,  lorsqu'il  a  gagné  tous  les  jetons  de  J3:  de  plus,  x  doit 
être  ici  zéro  ou  un  nombre  pair,  puisque  le  nombre  de  coups  dans 
lesquels  A  peut  gagner  la  partie  est  égal  à  b  plus  un  nombre  pair; 
et  en  effet,  il  doit  gagner  tous  les  jetons  de  B,  et  encore  regagner 
chaque  jeton  qu'il  a  perdu,  ce  qui  exige  deux  coups.  La  série 

qui  représente  le  coefficient  de  f^,  est  donc  égale  à  ^  .  ,  et  l'on 
en  conclut 


B\^  (2/))--^- 


\/ir-^P9 


(F+\/F-^'*'-(f-\/l^-^''^y 


Maintenant  le  coefficient  de  <•,  tiré  du  développement  de  la 
fonction  (II),  toujours  par  rapport  aux  puissances  de  t,  sera 

et,  en  substituant  pour  — '  sa  valeur,  on  aura  ce  coefficient,  ou 
Ja  fonction  génératrice  de  j^^^,  égale  à 


(f  +  Vf  -^'''^r-  (f  -\/f  -^Pf)'" 
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ou 


2^.pKt'^    [i+yji- àpq.t''Y     -(i-\/i-^pq.t''Y 
ce  qui  est  la  formule  (o)  de  la  Théorie  analytique. 
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